Priklady na precvicovanie — DR nerozriesené
vzhladom na derivaciu

Riesené priklady

Priklad 1
v=(y)>P+y -1

Riesenie:
Najprv si vSimnime, Ze ak y = y(z) je rieSenie tejto rovnice, potom nutne

y' # 0. Zavedieme parameter p = y':

r=p"+p—1

Tato rovnicu teraz derivujeme podla premennej y. Je potrebné si uvedomit,
ze nenulovost p = ¢’ implikuje, Ze k funkecii y = y(z) existuje inverzna funkcia
x = xz(y). Nakolko p = p(z) je funkciou premennej z, parameter p je aj
funkciou premennej y. Preto derivovanie podla premennej y je opravnené a

2’ = dz/dy = 1/p. Plati teda:

a' = 3p*p + 7,
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= =3p’ + 7,
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i sm rovatelnit rovnicu je zavisla premennd je nezavisla
Dostali sme separovatel ,
premennd). Vykoname separdciu premennych a nasledne integrujeme:

dy = (3p® + p)dp,

/ dy = / (3p° + p)dp,
y = / (3p* + p)dp.
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Uvodné rovnica teda mé vSeobecné rieSenie v parametrickom vyjadreni:
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r=p>+p—1, y:%—l—%qLC, C eR.

Priklad 2
y=ay —V1+ () y(-4)=-7
Riesenie:
Ide o Clairautovu diferencialnu rovnicu. Zavedieme parameter p = ¢/

y=ap—1+p

a rovnicu zderivujeme podla premennej x (treba si uvedomit, ze p je funkcia

premennej x):
/
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Lava strana poslednej rovnosti je nulova funkcia. Mozu teda nastat dve moz-

nosti. Bud p’ je identickd nula alebo vyraz x — p/+/1 + p? je identické nula.
V prvom pripade mame:

p=0= p=C, C jekonstanta.

Potom dostavame rieSenie:
y=zC—-V14+C? CeR

V druhom pripade dostaneme rieSenie vyjadrené parametricky pomocou pa-

rametra p:

T =0 — 1= —2
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Dosadenim tohto vyjadrenia pre y potom mame:
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Teda riesenie mé tvar:
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Tato integralnu krivku vieme zapisat aj v explicitnom tvare. Plati totiz:
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a pre y plati:

y:—vl—ilj'z,

nakolko y nadobiida zdporné hodnoty podla parametrického vyjadrenia. Vse-
obecné riesenie zadanej rovnice teda je:

y=axC—-V1+C? CEeR,
y=—v1-2a2

Chceme najst riesenie s vlastnostou y(—4) = —7. Lahko overime, Ze nepdjde
o druhé z rieSeni. To znamend, Ze hladané partikuldrne rieSenie bude tvaru:

y=aC — V1+C?
pre vhodnu konstantu C'. Uréime ju:
—7=—4C —V1+C2
Vyriesime tuto rovnicu:
~7=—4C —V1+C?,
7—4C =1+ C?,
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(7T—40)* =1+ C?
49 — 56C 4+ 16C?% = 1 + C?,
15C? — 56C + 48 = 0,

56 + /562 —4-15-48 56 ++/256 56 + 16
30 N 30 30
Cy, =172/30 = 12/5, Cy = 40/30 = 4/3.

Cia=

Urobili sme neekvivalentnti ipravu (umoctiovanie na druhti), a preto je treba
korene overit. Zistime, ze korenn C nevyhovuje. Preto C' = 4/3 a hladané
partikularne riesenie je:

Priklad 3
2yy' = x(1+ (¥')°) + (¥)* +3(y)%
Riesenie:
Z rovnice sa déa vyjadrit napriklad y:
1+ 2 3 +3 /
y:x( (¥) )+(y) v

2/ 2

Touto Upravou sme nestratili Ziadne rieSenie, nakolko 3’ # 0 pre rieSenie
y(x) rovnice v zadani (overte). Dostali sme Lagrangeovu rovnicu. Zavedieme
parameter p = ¢ # 0 a nésledne celt rovnicu zderivujeme podla premennej
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Za predpokladu p* — 1 # 0 plati, ze p’ # 0, a teda k funkcii p = p(z) existuje
funkcia inverznd x = z(p). Preto moézeme v poslednej rovnici vyuzit trik
zémeny premennych x, p:

dz p*—1 p2—1+3(p2—|-1)
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Dostali sme LDR I. rddu s neznamou funkciou z = z(p) (pripominame, ze x
je teraz zéavisld premennd a p nezavisld premennd). Tato rovnicu vyrieSime
metddou integracného faktora. Prislusny integracny faktor je:
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p
Teda ak nim vynasobime rovnicu, dostaneme:
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Vypocitame prislusny neurcity integral:

3(p*+1) 2 1 1
= dp = 1 dp = 1+ ————)dp=
/p2—1 P 3/ +p2—1 g 3/ +p—1 pr1) P

p—1
=3p+3ln
b p+1

e_fl/pdp —

)

7!
p

e

Pre x teda plati:
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Dosadenim tohto vyjadrenia do vyrazu pre y dostaneme (po tGpravéch):

y— 1+ p? +p3+3p:
2p 2

C 3
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Ziskali sme rieSenie urcené parametricky, avsak za predpokladu p?> — 1 # 0
a p # 0 (pozri diskusiu v tvode prikladu pri zavadzani p). Pozrime sa teraz
na pripad p> — 1 = 0. Plati p = 1, resp. p = —1. Ak p = 1, potom p' =0 a

rovnica S > 1 3021 4
pol (o ro1 3N dp
2p 2p? 2 dx

je splnena. Analogicky zaver plati i pre p = —1. Prislusné odpovedajice

rieSenia y(z) rovnice v zadani prikladu su:
p=1—= y=a+2,

p=—-1= y=—x—2.

Tieto funkcie dostaneme dosadenim prislusnej hodnoty parametra p do vy-
jadrenia y pomocou p v tvode prikladu. Mnozina vSetkych rieseni povodne;j
rovnice ma teda tvar:

y:$+27 y:_I_27
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P p p+1

‘—i—C’p,
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1
1’, CeR, p#=+l,0.

Neriesené priklady
Ly=a2y(y +2).
2.y =In(1— (y)?)

3. (v')® — dzyy + 8y* = 0.



4. y\/1+ ()2 ="

5.y =y —4y)>

y+2 °

Ndvod:
V tlohéch 3. a 6. vyjadrite x a po zavedeni parametra rovnicu derivujte podla
premennej y. Nestratte rieSenial :)



