Priklady na precvicovanie — LDR n-tého radu s
konstantnymi koeficientami, Eulerova DR

Riesené priklady

Priklad 1
y' — Ty + 10y = —e** (62 + 7).
Riesenie:
Vyriesime najprv odpovedajicu homogénnu rovnicu, t.j.

y" — 7y + 10y = 0.

Ide o LDR druhého radu s konstantnymi koeficientmi. Jej charakteristicka
rovnica je:

A2 —7A+10=0.

LCahko najdeme jej korene: A\; = 2, Ay = 5. Preto mame dve linedrne nezévislé
rieSenia
6217 65:57

ktoré tvoria fundamentalny systém. VSeobecné rieSenie prislusnej homogén-
nej rovnice teda ma tvar:

Yg = 0162z + 02651, Cl, CQ € R.

K néajdeniu vseobecného riesenia pévodnej nehomogénnej rovnice nam staci
najst jedno jej partikularne riesenie. Odhadneme ho vdaka vhodnému tvaru
pravej strany rovnice (koeficient 2 v exponente e** je jednoduchym koretiom
charakteristickej rovnice):

yp = z(Ax + B)e*.

Nezname koeficienty A, B ur¢ime metédou neurcitych koeficientov — funkciu
yp dosadime do nehomogénnej rovnice a porovname obe strany rovnice. Po
vypocte dostaneme hodnoty: A = 1, B = 3. Teda vSeobecné riesenie neho-
mogénnej rovnice je:

y=yn +yp = C1e* + Coe® + x(x + 3)e*, C1,Cy € R.



Priklad 2
yW 4y = Tx — 3cos .
Riesenie:
Néjdeme vSeobecné riesenie prislusnej homogénnej rovnice

yW 4y =0.
Charakteristicka rovnica:
M+ =0.
Jej korene st: A\ o =0, A3 =1, \y = —i. Celkovo mame 4 linedrne nezavislé

rieSenia tvoriace fundamentalny systém (0 je dvojndsobny koreti, 0 41, 0 — i
st dva komplexne zdruzené korene):

" =1, 2% =g,

e’?sinz =sinz, €”*cosx = cosz.

Vseobecné riesenie homogénnej rovnice ma tvar:
yg=C1-1+Cy-x+ Cssinx + Cycosx, C1,Cs, Cs,Cy € R.

Odhadneme partikularne riesenie nehomogénnej rovnice, pricom vyuzijeme
princip superpozicie, kedZe prava strana je su¢tom dvoch odli$nych vyrazov.
Vyrazu 7o = Tz - %% odpoved4 partikularne riesenie tvaru:

2*(Az + B),

kedZe ¢islo 0 v exponente e®? je dvojnasobny koreti charakteristickej rovnice.
Vyrazu —3cosx = (—3-cos(1-x)+0-sin(1-x)) - e’* odpoveda partikularne
riesenie tvaru:

z(Csinx + D cosz),

nakolko ¢islo 0 + 1 -1 je jednoduchym korenom charakteristickej rovnice.
Partikularne rieSenie pdévodnej nehomogénnej rovnice budeme teda uvazovat
v tvare:

yp = 2*(Ax + B) + 2(C'sinx + D cos ).

Po dosadeni do rovnice a po porovnani dostaneme takéto hodnoty koeficien-
tov:

A=7/6, B=0, C=3/2, D=0.



VSeobecné riesenie pévodnej nehomogénnej rovnice mé teda tvar:
. T4 3
y=vyu+yp=C1+ Cor+ Cssinz + Cycosx + 57 + Ssing,
Cl, 02, 03, Cy € R.

Priklad 3

T

e
y”—2y’+y=? y(1) =0, y'(1)=e.

Riesenie:
Najdeme vSeobecné riesenie prislusnej homogénnej rovnice. Charakteristicka
rovnica:

A2 +1=0.

M4 dvojnéasobny koreni A\; 5 = 1. Preto vSeobecné rieSenie homogénnej casti
bude:
yun = Cre” + Cywe”,  C1,Cy € R.

VSeobecné riesenie nehomogénnej rovnice ndjdeme metédou varidcie kon-
Stant. Budeme ho predpokladat v tvare:

y = Ci(z)e” + Cy(z)xe”,
kde nezname funkcie C;(z), Cy(x) ziskame zo ststavy:

Cl-e* + Cy - ze” =0,

/ x\/ / x\/ e‘r
Cy- (€)' + Cy - (ze”) -

Po vykonani naznacenych derivacii dostaneme:

Cl- e+ Ch-2e" =0

T

C’{-ex—l—Cé-ex(l—l—x):e—.
T

Z tejto ststavy vyjadrime derivacie C}, C4:



Teda pre funkcie 'y, C plati:
Ci(z) = —x + Ky, Cy(z) = In|z| + Ko.
VsSeobecné riesenie nehomogénnej rovnice méa preto tvar:
y = Ci(z)e” + Cy(z)ze” =
= K" + Koxe® — ze® + ze®In x|, K, Ky € R.
Chceme najst rieSenie, ktoré splia zaciatoéné podmienky:
y(1)=0, ¢'(1) =e.
Vyjadrime si derivéaciu y':
y = K€"+ Kye"(1+2) —e"(1+2) + e*(In|z| + zIn|z| + 1).

Po dosadeni z = 1 do vyrazov pre y a i, a poloziac y(1) = 0 a /(1) = 0,
dostaneme ststavu pre nezname konstanty K, Ks:

Kie+ Koe—e=0,

Kie+2Kse —e=c¢e.

M4 jediné riesenie K; = 0, Ky = 1. Preto hladané rieSenie zadanej rovnice
spliiajice uvedené zac¢iatoéné podmienky je:

y = xe”In|z|.

Priklad 4
o3y — 2y + 22y’ — 2y = 2 + 3.

Riesenie:

Ide o Eulerovu diferencidlnu rovnicu s pravou stranou. Zavedenim novej ne-
zévislej premennej ¢ = Inx prevedieme tito rovnicu na LDR tretieho radu
s konStantnymi koeficientami a s pravou stranou. Potrebujeme vyjadrit de-
rivacie y = y(t) podla novej premennej t; derivicie podla novej premennej ¢
budeme pre jednoduchost oznacovat takto:

2 3
W 4y e 4
dt’ de2’ de3

4



Vypocitame ich bud postupnym derivovanim zlozenej funkcie y(t(x)), kde
t = Inx, alebo vyuzijeme uZ hotové formulky pre vyjadrenie ¢lenov na lavej
strane povodnej rovnice (pozri nizsie):

zy =y,

(2] [1]

2%y =y — gy,
x3y/// _ y[3] . 3y[2] + 2y[1]'

V tomto priklade uprednostnime prvy, tazsi sposob :), aby sme ziskali istt
predstavu, ako boli vyssie uvedené formulky ziskané. Potrebujeme substitu-
ovaf derivacie i/, 3, y", teda vyjadrif ich pomocou derivacii y!t!, y!@, 4!
podla ¢. Treba si uvedomit, ze funkciu y mozno chépaf ako zlozent funkciu
y = y(t(x)), kde t = Inz. TakZe plati (deriviciu y podla z budeme znacit
¢iarkami):

L dyi@) | dyle)

4 & @ a vt=y

- dz dz z dr = y 22
dy dt 1 1 11 1 1
7 .= _ n, - 2., _ n ., = — (2 _ . -
dt dz =z 22 y r T y x2 (y 4 ) x2’
w_ dy"(t(z)) d (42 — 1) 1] _d (y2 —yM) 1
dzx d 2 dzx 2
[2] (1]
_(ym_ym).iz (v~ ).ﬁ.i_(ym_ ) 2 _
3 dt dz =2 3
1 1 2 1
s ey oL 2 Y. 2 (8 gy oy . L
(" =y) = =) 5= 0 =3+ 2T
Plati teda: )
y =y =
g = (5 — ) - 1
x2’



1
y/// _ (y[S} N Sy[Z] + Qy[l]) . ;

Po dosadeni do povodnej rovnice a zdmene x = e' dostaneme:

¥ — 4yl 4 5yl 9y — &3t 4 36t

Dostali sme LDR tretieho rddu s konstantnymi koeficientmi a s pravou stra-
nou. Charakteristicka rovnica

AN —4X2 450 —2=0

ma korene: \; = 2, A\y3 = 1. Postupujeme tradi¢nym spdsobom ako v pred-
chadzajucich prikladoch. Dostaneme vseobecné riesenie novej nehomogénnej
rovnice:

1 3
Yy = 01€2t -+ Cget + Cgtet + Z_l e?’t - 5 t2€t, 01, CQ e R.

Spitne dosadime ¢t = Inx a tym ziskame vSeobecné riesenie rovnice v zadani:

1 3
y=Ciz? + Cor + Cyzlnx + Zx?’ — 51’111230, C1,Cy € R.

Neriesené priklady
Loy® —y@ — 5y + ¢ + 8y + 4y = 0.
2.y — Ty + 10y = 202 — 28z + 14.
3.y +3y" +3y +y=e"sinx.
4Ly +2y"+2 +y=2, y(0)=0, y(0)=0 y"(0)=0.
5.y — 6y + 9y = 2 Hrt2
6. 3" — 2y + 2y = x? + sin 2z.

7. (+2)%" +3(x+2)y — 3y = 0.



8. z2y" — 22y + 2y = 2°Inx.
9. 2%y — 22y’ = 0.
10. (x+ )%+ (z+ 1)y +y = 2 + 2sin[In(1 + )]
Poznamka k Eulerovej DR
Pripomenme, ze Eulerova diferencialna rovnica ma vseobecny tvar:
(az + b)"y™ + (az 4+ 0)" rary™ ™V 4+ - + (az + b)an_1y + any = f(2),

kde a, b, a1, ..., a, € R a a # 0. Tato rovnicu zavedenim novej nezavislej
premennej
t = In(ax + b)

prevedieme na LDR n-tého rddu s konstantnymi koeficientmi, pricom ne-
znamu funkciu y budeme hladaf ako funkciu premennej ¢. Derivacie y* podla
premennej = vyjadrime pomocou derivacii y/ podla premennej ¢; mozeme ich
vyjadrovat bud postupne, ako sme to robili v poslednom rieSenom priklade,
alebo vyuZijeme skutoc¢nost:

(az +b)'yD = a’ -y x (y = 1) x (1" = 2) x - x (yM = (i = 1)),
kde symbolické nasobenie x znamena klasické roznasobenie zatvoriek, avsak
namiesto mocnin uvazujeme derivécie, t.j. y? x yll = yl+7l. Napriklad:

g (gl = 1) = glt) gl gl — )
U (g = 1) x (g = 2) = 1) x (1 x gyl — 2y — 1 4 9) —

Uvedena formulka sa d4 samozrejme dokéazat napr. pomocou matematicke;j
indukcie vzhladom na rad derivacie 7.



