Priklady na precvicovanie — izogonalne trajektorie

V niektorych situaciach sa riesi nasledovna tiloha. V rovine méame dant
jednoparametricku stustavu ¢iar popisant rovnicou

F(z,y,C) =0,

kde C je redlny parameter. Rozumieme tomu tak, ze kazdou konkrétnou vol-
bou konstanty C' dostaneme rovnicu jednej c¢iary. Podstatné je, aby sa pre
rozne hodnoty parametra C' tieto ¢iary vzajomne nepretinali. Zvécsa ide o
stustavu integralnych kriviek nejakej diferencialnej rovnice I. radu. Nasou tlo-
hou je najst krivku, ktora kazdu ¢iaru tejto sustavy pretina podla nejakého
pravidla. Takejto krivke sa hovori trajektoria danej sustavy. Dolezitym typom
trajektorii s tzv. izogondlne trajektorie — kazdu ¢iaru nasej sustavy preti-
naji pod rovnakym uhlom ¢ € [0, 7/2]. Pod uhlom dvoch kriviek sa mysli
uhol ich prislusnych dotyc¢nic zostrojenych v ich prieseéniku. Ak dany uhol
je pravy, vtedy hovorime o ortogonalnych trajektoriach.

Treba si uvedomit, Ze pre uhol ¢ # 7/2, ¢ # 0 k danej ststave ¢iar
existuju vzdy dve rézne sustavy izogonalnych trajektorii pretinajucich ciary
ststavy pod uhlom ¢; ststava ortogonalnych trajektorii (t.j. pre ¢ = 7/2)
existuje vzdy len jedna. Premyslite si to. Nakreslite si do roviny priamku.
Kolko priamok zviera s 1niou v danom bode uhol s velkostou povedzme 7 /67
A kolko priamok zviera s 1iou v danom bode pravy uhol?

[zogonalne trajektorie (a to najmé ortogonalne trajektorie) maju Siroké
uplatnenie napriklad vo fyzike, v tedrii poli. Napriklad ak mame dané nejaké
rovinné silové pole, tak jeho siloc¢iary predstavuju nasu sustavu ciar. Ekvi-
potencialne krivky tohto pola (mnoziny bodov s rovnakym potencidlom) st
potom ortogonalne trajektorie sustavy silociar.

(To, Ze je v rovine rozlozené nejaké silové pole, si mozeme zhruba predstavit
takto. Ak do nejakého bodu roviny polozime malink lopticku, neostane v
klude, ale za¢ne sa (zdanlivo sama od seba) pohybovat. To je znak pritom-
nosti istého silového posobenia v rovine — rovinného silového pola (dobry
priklad je magnetické pole). Ciaram, ktoré lopticka pri svojom pohybe opi-
suje, hovorime silo¢iary daného rovinného pola. Na zaklade ich rozmiestnenia
a tvaru vieme dané silové pole identifikovaf; lopticku natrieme trebérs ¢iernou
farbou a pri svojom pohybe v rovine bude zanechavat dobre viditeln stopu
a my dostaneme pekny obraz silového posobenia. Napr. centralne pritazlivé
silové pole so zdrojom v bode [0,0] pozname tak, Ze lopticka sa zacne po-
hybovat priamociaro k bodu [0, 0], nech ju umiestnime kdekolvek do roviny.



Stopy, ktoré bude zanechévat, ak budeme menit jej zac¢iatoéni polohu, buda
priamky prechadzajice bodom [0, 0]. No a potencial silového pola nie je ni¢
iné, ako energia, ktori musime vynaloZif proti pdsobeniu silového pola, aby
sme nasu lopticku udrzali v danom bode roviny v klude. Iste v roznych bo-
doch bude lopticka rézne neposedné a my budeme musiet na jej ukludnenie
vynalozif roznu energiu. Ak si zaznac¢ime polohy, v ktorych sme vynalozili
vzdy rovnakd energiu na skrotenie lopticky, a tieto polohy pospajame, do-
staneme tzv. ekvipotencialne krivky daného pola.)

Izogonalne trajektorie danej stustavy ¢iar ziskame nasledovnym sposobom:

e 7 rovnice F(z,y,C) = 0 vyjadrime parameter C, ¢im dostaneme rov-
nicu:

C =G(z,y).
e zistime prvé parcidlne derivacie funkcie G(z,y) podla premennych x,y
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e v pripade, ak uhol ¢ # m/2, izogonalne trajektérie st vSeobecnym
rieSenim nasledovnych diferencidlnych rovnic:
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(pripomenme, Ze v tomto pripade existuji dve sustavy izogonédlnych
trajektorii)

e ak ¢ = 7/2, potom ortogondlne trajektérie st vSeobecnym rieSenim
nasledovnej diferencialnej rovnice:



Riesené priklady

Priklad 1
Néjdime izogonalne trajektorie ststavy ciar:
2?24+ y* =2Cx, gpz%.
Riesenie:
Vyjadrime parameter C":
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Spocitame parcialne derivacie:
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Zostavime diferencidlne rovnice izogonélnych trajektorii (tgn/4 = 1):

2 2
vy Y _(y_v Ly
(:c+2a:2 2)_<x 2x2+2)y’
2 2
vy oy I\ (v vy 1y
(x+2x2+2)_(x+2x2 2)@/.

Staci uz len vyriesit tieto rovnice. Lahko sa presvedéime, Ze obe rovnice st
homogénne (ak vyjadrime y’). VSeobecné riesenie prvej ma tvar:

resp.

y—x=C2*+1?), CeR.
VsSeobecné riesenie druhej rovnice je:
y+x=0C@*+y?), CeR.
Pre uhol ¢ = 7/4 existuju preto dve ststavy izogonalnych trajektorii:

y—x=C2*+1?), CER,



y+x=0C@*+y?), CeR.

Priklad 2

Najdime ortogonalne trajektorie sustavy ciar:
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Riesenie:
Vidime, Ze parameter C' mame uz priamo vyjadreny, takze funkcia G(z,y)

je:
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Zostavime rovnicu ortogonélnych trajektorii (bude len jedna):
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Ide o jednoduchu separovatelni rovnicu. Jej vSeobecné rieSenie je:

y=Cz° CeR.

To je zaroven ststava ortogonalnych trajektorii (pokuste sa nakreslit sustavu
¢iar v zadani, a potom do toho istého obrazka aj prislusné ortogonalne tra-

jektorie).
Neriesené priklady

Spocitajte si priklady zo zbierky P. Hasila a P. Zeméanka, vysledky su
tam aj graficky znazornené. V prikladoch je najdena vzdy len jedna ststava
(v pripade ¢ # m/2) izogonalnych trakjektoérii, konkrétne pre rovnicu:
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Pri niektoych prikladoch si skuste zratat aj druha ststavu trajektorii, t.j.
pomocou rovnice:
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