Priklady na precvic¢ovanie — lokalne, globalne a viazané
extrémy funkcii viac premennych

Riesené priklady — lokalne extrémy

Priklad 1
Urcte vsetky lokalne extrémy funkcie

floy) =dr—y+—— 2
r oy
Riesenie:
Funkcia f ma parcialne derivacie prvého radu vo vsetkych bodoch svojho defi-
ni¢ného oboru, preto sa lokélne extrémy mozu nadobudat iba v stacionarnych
bodoch. Zistime teda, kde sa nuluji prvé parcidlne derivacie funkcie f:

fl=4- ! —O:ﬁ—l :x—il
T ar 4 T2

/ 1 2
fy:—l—i-?:O:y =1 = y==+1

Méame preto 4 stacionarne body, a to [1/2, 1],[-1/2, —1],[-1/2, 1] a[1/2, —1].
Vysetrime definitnost hessianu H (x, y) funkcie f v tychto bodoch. Vypocétom
druhych parcidlnych derivacii funkcie f dostaneme:

" " % 0
H(xay):<a;/x ﬁy):<a€) —l)'
yr  Jyy y3

Pre jednotlivé stacionarne body potom plati:

H 1,1 = 160 indefinitna,
2 0 -2

16 0 . o
0 9 ) indefinitna,



Zaver je teda taky, Ze v bodoch [1/2, 1] a [-1/2, —1] lokalny extrém nena-
stava, v bode [—1/2, 1] je ostré lokadlne maximum s hodnotou f(—1/2, 1) =
—6 a v bode [1/2, —1] je ostré lokdlne minimum s hodnotou f(1/2, —1) = 6.

Priklad 2
Urcte vsetky lokalne extrémy funkcie
2222
flz,y,2) —at L +—4+-, z,y,2>0.
dc y =z

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Stanovime staci-
onarne body funkcie f:

y2

fézl—@:O:>4x2:y2,

/_y Z2_ 3 _ 2

fy—Z—E—0:>y = 2xz°,
2 2

Z prvej rovnice vyuzitim podmienky x,y > 0 dostaneme po odmocneni 2z =
y. Dosadenim za y z tretej rovnice mame 2z = 23. Vyjadrenia 2z = 23 a
y = 2> napokon dosadime do druhej rovnice a dostaneme (vyuzijeme fakt, ze
z>0):

A== 2=1.
Potom 2x = 1, teda x = 1/2 a y = 1. Mame teda jeden staciondrny bod
[1/2, 1, 1]. Pozrieme sa na Hessovu maticu H(z,y,z) v tomto bode. Vse-

obecne plati:

2
1" " " Y- Y 0
T zy xz 23 212 )
B A v 1422 2
H(z,y,2) = vz Jyy v | | T2z Tt 2
" " " 0 22 2 + i
zx zy zz 72 y >3

Dosadenim daného staciondrneho bodu dostaneme ¢iselni maticu a podla
hlavnych minorov zistime jej definitnost:

. 4 -2 0
H (5, 1,1) =|-2 3 —2|>o0
0 -2 6
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Preto v bode [1/2, 1, 1] ma funkcia f ostré lokdlne minimum s hodnotou
F(1/2,1,1) = 4.

Priklad 3
Urcte vSetky lokalne extrémy funkcii

a) fx,y) =2>+y°, D) gle,y)=2>+y".

Riesenie:
a) Nie je fazké zistit, ze funkcia f mé jediny stacionarny bod [0, 0], na-
kolko:
fi=20=0, f,=3y=0.

Prislusny hessian ma tvar:

" " 2 O
e = (G )= (5 6 )
A 0 6y

V bode [0, 0] mame:
2 0
woa-(2 1)

Matica H(0,0) mé vlastné ¢isla Ay = 2 a Ay = 0. Je preto pozitivne semi-
definitna, ale nie je pozitivne definitnad. V tomto pripade nevieme pomocu
hessidnu rozhodntt, ¢ v bode [0,0] je extrém. Musime vyuzif priamo de-
finiciu lokélneho extrému. Plati f(0,0) = 0. UkaZzeme, Ze v kazdom okoli
bodu [0, 0] existuje bod [z1, ] taky, ze f(x1,y1) > 0, a bod [x2, yo] taky, ze
f(za,y2) < 0. Pre & > 0 uvazujme okolie O, bodu [0, 0] tvaru \/z2 + 3% < ¢

(okolie indukované euklidovskou metrikou ps). Potom body [z1,y1] := [0, /2]
a [za,ye] := [0, —e/2] iste patria do okolia O, (overte). Naviac:
3 3
f(xlvyl):§>0 a f(x2>y2):_§<0

Tento zaver plati pre lubovolné (malé) ¢ > 0 — inymi slovami, pre kazdé
okolie O, bodu [0, 0]. Preto v bode [0, 0] nenastéva lokalny extrém funkcie f.

b) Navlas rovnakou tivahou zistime, ze ¢ m4 jediny stacionarny bod [0, 0].
Pre prislusna Hessovu maticu plati:

H(x,y):(g 12(;2 ) :>H(0,0):<§ 8)
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Thned vidime vlastné ¢isla matice H(0,0), konkrétne A\; = 2 a Ay = 0. Preto
je tato matica opif pozitivne semidefinitné, ale nie je pozitivne definitna.
Musime teda vyuzit definiciu lokalneho extrému. Plati g(0,0) = 0. Dalej pre
kazdé x,y € R mame g(z,y) = 22 + y* > 0. Preto iste existuje nejaké okolie
bodu [0, 0] tak, ze g(x,y) > f(0,0) pre kazdy bod [z, y] z tohto okolia. To zna-
mend, ze v bode [0, 0] mé funkcia g lokdlne minimum s hodnotou ¢(0,0) =0
(toto lokdlne minimum je ostré, preco? :)).

RiesSené priklady — globalne extrémy

Priklad 4

Urcte najvacsiu a najmensiu hodnotu funkcie

flxy) =z’ (4 —z—y)

na mnozine M ohranicenej priamkami x =0,y =0 a x +y = 6.

Riesenie:
Zakreslenim mnoziny M zistime, Ze sa jedna o vnitro a hranicu trojuholnika
s vrcholmi v bodoch A = [0,0], B =[6,0] a A = [0, 6]. Najdeme stacionarne

body funkcie f leziace vo vnutri M:
fo=yd-—v—y) -2y’ =0 = y’(4 -z —y) =2y’

f;:2xy(4—:v—y)—xy2:0 — 2ry(4 —x —y) = zy°.
Zaujimaju nas body [z, y], ktoré riesia uvedent ststavu a lezia vo vnutri M,

t.j. > a y > 0. Mozeme preto prvii rovnicu kratit y? a druhi rovnicu kratit
xy. Dostaneme (po tprave):

4—rv—y=x, 8—-2r—-2y=y.

Riesenim je bod [1,2], ktory skuto¢ne lezi vo vnttri mnoziny M. Hodnota
f v tomto bode je f(1,2) = 4. Skiimajme teraz funkéné hodnoty na hranici
mnoziny M. Hranica OM pozostava z troch casti:

o tsetka AB —y =0ax € [0,6] (symbol [...] teraz znamend uzavrety
interval). Na usecke AB plati f(x,y) = f(z,0) =0, t.j. f je konStantna
s hodnotou 0.



e Usecka AC' —x =0avy € [0,6]. Na tsecke AC plati f(x,y) = f(0,y) =
0, t.j. f je opif konStantna s hodnotou 0.

e Usecka CB —y = 6 —x a x € [0,6]. Na usecke CB plati f(z,y) =
flx,6—x2) = —2x(x—6)2, t.j. f sa sprava ako funkcia jednej premenne;j
x; oznaéime ju g(r) := —2x(x—6)2. Je potrebné najst globalne extrémy
funkcie g na uzavretom intervale [0, 6]. Plati:
gdx)==2x—-6)3z—6)=0 = 21 =6, x3=2.
V intervale (0,6) ma g teda len jeden stacionarny bod z3 = 2 s hodno-
tou g(2) = —64. V reci funkcie f sa jedna o bod [2,4] a f(2,4) = —64.
V krajnych bodoch intervalu [0, 6] plati g(0) = f(C) = f(0,6) =0 a
9(6) = f(B) = f(6,0) = 0.
Vidime teda, ze globalne maximum funkcie f sa nadobtda v bode [1,2] a

jeho hodnota je f(1,2) = 4, kym globalne minimum funkcie f sa nadobuda
v bode [2,4] s hodnotou f(2,4) = —64.

Priklad 5
Urcte najvacsiu a najmensiu hodnotu funkcie

flz,y) = -2 —y* + 2y

na mnozine M, ktord je tvorend vnutrom a hranicou kruhu z? + y? < 16.

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Mnozina M je kruh
so stredom v bode [0, 0] a s polomerom 4. Nijdeme stacionarne body funkcie
f vo vnutri tohto kruhu:
fl==2x=0, f =-2y+2=0.

T Y

Méame jeden stacionarny bod [0, 1] leZiaci vo vnutri M. Hodnota funkcie f v
fiom je f(0,1) = 1. Dalej sa pozrieme na maximalnu a minimalnu hodnotu
funkcie f na hranici mnoziny M, t.j. na kruznici 2% + y? = 16. Pozostava z
dvoch casti:

e horna polkruznica — y > 0, teda y = /16 — 22. Funkcia f sa sprava
ako funkcia jednej premennej x:

g(x) = f(x, V16 —22) = —16 + 2V'16 — 22, x € [—4,4].
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Hladame teda globélne extrémy funkcie g na uzavretom intervale [—4, 4].
Néjdeme stacionarne body funkcie g v intervale (—4,4):
2z
(1) = — — =0, — x=0.
g'(x) oo

Hodnota g v bode x = 0 je g(0) = —8. Z hladiska funkcie f sa jedné o
bod [0,+/16 — 0%] = [0,4] a f(0,4) = —8. V krajnych bodoch intervalu
[—4,4] plati g(—4) = f(—4,0) = =16 a g(4) = f(4,0) = —16.

e dolné polkruznica — y < 0, teda y = —+/16 — 2. Postupujeme navlas
rovnako. Funkcia f sa sprava ako funkcia jednej premennej x

h(z) = f(z,—V16 — 22) = —16 — 2v/16 — 22, x € [—4,4].

Hladdme globalne extrémy funkcie h na uzavretom intervale [—4,4].
Néjdeme stacionérne body funkcie h v intervale (—4,4):

2z
W(x) = ——
(=) V16 — 22
Hodnota h v bode x = 0 je h(0) = —24. V reci funkcie f sa jednd
o bod [0, —v/16 — 02] = [0, —4] a f(0,—4) = —24. V krajnych bodoch
intervalu [—4, 4] plati h(—4) = f(—4,0) = —16 a h(4) = f(4,0) = —16.

=0, = 2=0.

Zaver je teda taky, ze globalne maximum funkcie f na mnozine M je hodnota
1 a nadobuda sa v bode [0, 1], a globalne minimum funkcie f na mnozine M
je hodnota —24 a nadobuda sa v bode [0, —4].

Priklad 6
Pomocou vrstevnic funkcie f urc¢te najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie

fry)=a+y
na mnozine M tvaru
M=A{lz,y eR*: |z[ <1, |y <1},
Riesenie:
Nakreslime si mnozinu M. Je to $tvorec s vrcholmi v bodoch A = [-1, —1],

B =11,-1],C =[1,1] a D = [-1,1]. Vrstevnice funkcie f majua tvar:

flz,y) =¢, cjezafixované — zxz+y=c.
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Su to teda priamky rovnobezné s osou druhého a Stvrtého kvadrantu (t.j.
priamkou y = —z), pricom vrstevnica odpovedajica danému ¢ prechadza
bodmi [0, ] a [¢, 0]. VSimnime si, Ze poloha vrstevnice x4y = ¢ priamo urc¢uje
hodnotu f — vSade na vrstevnici © + y = ¢ ma f rovnakd hodnotu rovnu c.
Néas zaujimaju iba vrstevnice, ktoré prechadzaju cez nas stvorec M. Nie je
tazké si uvedomit, Ze posunom vrstevnic smerom od vrchola C' k vrcholu
A bude hodnota parametra ¢ klesat. Teda maximéalne ¢ je pre vrstevnicu
prechadzajicu vrcholom C' = [1,1], a v tomto pripade ¢ = 14+ 1 = 2. Na
vrstevnici x+y = 2 bude preto funkcia f nadobidat svoju najviésiu hodnotu
rovnd 2. Podobne, minimélne ¢ je pre vrstevnicu prechadzajicu vrcholom
A =[-1,—1] aplati ¢ = —1 — 1 = —2. Preto najmensia hodnota funkcie f
na mnozine M je rovna —2.

Metéda vrstevnic je uZitocnou metédou pri zistovani globalnych extré-
mov funkcii v pripade, ak vrstevnice st pomerne jednoduché krivky, napr.
priamky, kruznice. Metéda funguje i pre funkcie troch a viac premennych (i
ked v pripade funkcii viac ako 3 premennych tazko znézornitelnd :)). Pozna-
menajme, ze dostaneme samozrejme rovnaké vysledky, ak by sme nasadili
obvykly aparat prezentovany v predchadzajucich prikladoch.

RiesSené priklady — viazané extrémy

Priklad 7

Urcte viazané lokalne extrémy funkcie
flz,y) =V3z—y+2
za pritomnosti viizby 2% + 2x + % = 0.
Riesenie:

Ulohu budeme riesit metédou Lagrangeovych multiplikdtorov. Zostavime Lag-
rangeovu funkciu L prislachajicu funkcii f a danej vézbe:

L(z,y) = V3z —y + 2+ MNa? + 22 + 9%).
Néjdeme stacionarne body funkcie L a neznamy multiplikator . Plati:

V3

L =V3+2 42X =0 = z=-1-,



1
L=—14+2y=0= y=—.
v +2\y =0 Y o

Tieto vyjadrenia neznamych x,y pomocou A dosadime do vizbovej pod-
mienky a dostaneme (vizbovii podmienku si kvoli zjednoduseniu vypoctov
upravime na Stvorec):

2+ 2r 49y =0,

(z+1)°+y* =1,

2
1\2
_ﬁ + R — 1’
2) 2\
1
Nz 1l = A==l
Pre hodnotu A\; = 1 mame stacionarny bod A; = [-1 + /3/2, —1/2], kjm
pre Ay = —1 dostaneme stacionarny bod Ay = [~1 — /3/2, 1/2]. VySetrime

teraz definitnost druhého diferencidlu d?L v tychto bodoch za pritomnosti
vazbovej podmienky. Vo vSeobecnom bode plati:

LI =2x\ LI =0, LI =2\ = d°L=2)\(dz)’+2)\(dy)>

Diferencujeme teraz viizbovii podmienku (pozri tiez pozndmku na konci tohto
dokumentu):

d(z® + 22 +9?) =0 = 2zdz + 2dz + 2ydy =0 = (2 + 1)dz + ydy = 0.
Zoberme si stacionarny bod A; = [—1++/3/2, —1/2] a A\; = —1. Plati:
d?L(A;) = 20 (dx)? + 22X\ (dy)? = —2(dx)? — 2(dy)>.

Vzfah medzi prirastkami dz a dy uréime z diferencovanej viizbovej pod-
mienky, do ktorej za z,y dosadime stradnice stacionarneho bodu Aj:

1

Dosadenim vyjadrenia dy = v/3dx do druhého diferencialu d>L(A;) dosta-
neme:

d’L(A;) = —2(dx)* — 2 - 3(dz)* = —8(dx)? < 0.

Vidime, Ze d?L(A,) je negativne definitny, preto v bode A; = [~14++/3/2, —1/2]
mé funkcia f viazané ostré lokalne maximum s hodnotou f(—14++/3/2, —1/2) =
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4 — /3. Podobnym spoésobom vysetrime i druhy stacionarny bod A, =
[—1—+/3/2,1/2] s Ay = 1. Postupne dostaneme:

d?L(Ay) = 2X\5(dz)? + 2Xo(dy)? = 2(dz)? + 2(dy)?,

3 1

Potom d?L(A;) nadobudne tvar:
d’L(Ay) = 2(dx)? + 2 - 3(dx)? = 8(dx)* > 0.

Preto je d?L(A,) pozitivne definitny a v bode Ay = [~1—+/3/2, 1/2] m4 fun-
kcia f viazané ostré lokdlne minimum s hodnotou f(—1—+/3/2, 1/2) = —/3.

Priklad 8
Urcte viazané lokalne extrémy funkcie

f(z,y) =In(z +y)

za pritomnosti vizby xy = 1.

Riesenie:
Postupujeme tuplne rovnakym spdsobom ako v predchadzajucom priklade.
Zostrojime prislusnt Lagrangeovu funkciu L:

L(z,y) =In(z +y) + AM(zy — 1).

Stanovime stacionarne body funkcie L spliiajice dant vizbovi podmienku:

1 1
L;: +Ay=0—= — = \y,
T+ r+y
, 1
Ly: + =0 = — = \x.
Tr—+y r+y

Z tychto dvoch rovnic napriklad mame Az = Ay, z ¢oho = = y (A # 0, pre-
myslite si preco :)). Dosadenim do vézbovej podmienky zy = 1 dostaneme
17?2 =1 = z = +1. Hodnota x = —1 nevyhovuje, nakolko bod [—1, —1] ne-
patri do definiéného oboru funkcie L (a ani funkcie f samozrejme). Funkcia
L mé4 teda jediny stacionarny bod [1, 1], ktorému odpovedd hodnota multipli-
katora A = —1/2, ako sa lahko presved¢ime vypoc¢tom. Aby sme sa dozvedeli,
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¢ v tomto bode ma funkcia f viazany lokdlny extrém, je potrebné zostrojit
druhy diferencidl d?L(1,1) s ohladom na vizbovii podmienku zy = 1. Tak
s chufou do toho :). Stanovime druhé parcialne derivacie funkcie L v bode
1, 1]:

1 1 1 1
o= (i) =L () <t
(z +y)? ny 4 " (z +y) ny 4

L (1,1) = (—ﬁ 4 >\> _ —%

Druhy diferencial d2L(1,1) m4 potom tvar:

1 3 1
’L(1,1) = —= 2_~ — =~ (dy)2.

Diferencujeme este viizbovii podmienku a najdeme vztah medzi dz a dy v
bode [1,1]. Plati:

dlzy —1) =0 = ydz +2dy =0 = dy = —da.

Dosadime do vyjadrenia pre d?L(1, 1) a stanovime jeho definitnost:

QL(1,1) = _i (dz)? + g (dz)? — i (dz)? = (dz)? > 0.

Druhy diferencidl d>L(1,1) je teda pozitivne definitny, a preto ma funkcia f
v bode [1, 1] viazané ostré lokalne minimum s hodnotou f(1,1) = In2.

Poznamenajme, Ze tloha sa dala riesit i tak, Ze z viizbovej podmienky
xy = 1 vyjadrime prement y = 1/z. Naslednym dosadenim do funkcie f(z,y)
ziskame funkciu jednej premennej g(z) = f(x, 1/x) = In(z + 1) a Standar-
nym spésobom hladame jej lokdlne extrémy. Overte, Ze dostaneme rovnaky
vysledok :).

Priklad 9
Urcte viazané lokalne extrémy funkcie

flx,y,z) =2 +y" +2°

za pritomnosti vizieb z +y—32+7=0az—y+2+3=0.
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Riesenie:
V tomto pripade mame dve viazbové podmienky, a teda v prislusnej Lagran-
geovej funkcii sa objavia dva multiplikdtory A; a Ao:

L(z,y,2) =2 + P + 22+ M@ +y—32+7) + da(z —y +2+3).

Najdeme stacionarne body funkcie L vyhovujice danym vizbam:

A+ A
L;:2$+/\1+)\2:0:>37:— 1—; 2,

Ao — A
Ly=2y+h—d=0— y=""21

3\ — A
L’Z:2z—3)\1+)\2:O:>z:%.

Uvedené vyjadrenia neznamych x,y, 2 pomocou A\; a Ay dosadime do vizbo-
vych podmienok a po tpravach mame:

3)\2—11>\1+14:0, )\1—/\2+2:0

Riesenim tejto stustavy dostaneme \; = 5/2 a Ay = 9/2, anasledne z = —7/2,
y =1a z = 3/2. Funkcia L mé teda s ohladom na viizby jeden stacionarny
bod A = [-7/2, 1, 3/2]. Pozrieme sa na druhy diferencial funkcie L v bode
A. Plati:

Ly (A) = Ly, (A) = L7.(A) =2, L, (A) = Li.(A) = L.(A4) = 0.

Teda d2L(A) = 2(dx)? + 2(dy)? + 2(dz)?. Dalej diferencujeme viizbové pod-
mienky v bode A a ndjdeme vztahy medzi diferencidlmi dzx, dy a dz:

dlz+y—32+7) =0 = dr+dy —3dz =0,

dx—y+2+3)=0= doz —dy+dz=0.

Z toho napriklad mame dy = 2dx a dz = dx. Dosadenim do vyrazu pre
d?L(A) dostaneme kvadratickt formu iba jednej premennej dz a stanovime
jej definitnost:

d*L(A) = 2(dz)?* + 2 - 4(dz)? + 2(dz)? = 12(dx)* > 0.

Druhy diferencidl d?L(A) je teda pozitivne definitny, a preto mé funkcia
f v bode A = [-7/2, 1, 3/2] viazané ostré lokdlne minimum s hodnotou
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f(=7/2,1,3/2) =31/2.

Priklad 10
Urcte viazané lokalne extrémy funkcie

fx,y,2) = zy®2®
za pritomnosti vézieb z + 2y +32 =6, x >0, y > 0, z > 0.
Riesenie:

Zostavime prislusnt Lagrangeovu funkciu a najdeme jej stacionarne body.
Lagrangeova funkcia ma tvar:

L(y,z,2) = 2y*2® + Mz + 2y + 32 — 6).
Stacionarne body funkcie L uréime z nasledujicej stistavy rovnic:
L, =y*2* + X =0,
/o 3 _
L, =2zyz" +2A =0,
L =3zy*2* + 3\ =0,
T+ 2y + 32 =6.

Pri predpoklade z > 0, y > 0, z > 0 Tahko ndjdeme jediné rieSenie x =
y =2 =1aX = —1. Teda kandidatom na viazany extrém funkcie f je
bod A = [1,1,1]. Aby sme zistili charakter extrému, resp. ¢i extrém vobec
nastéva, vySetrime druhy diferencial d?L(A) funkcie L v bode A — d?L(A) je
vlastne kvadratickd forma v premennych dx, dy, dz a my chceme zistit jej
definitnost. Diferencial d?L(A) m4 tvar:

d*L(A) = L, (A)(dw)® + Ly, (A)(dy)* + L (A)(d=)*+

+2L;, (A)dedy + 2L (A)dzdz + 2L, (A)dydz.

Potrebujeme teda vypocitat vSetky druhé parcidlne derivacie funkcie L v
bode A. Ked to vykoname, dostaneme:

Ly (A) =0, Ly,(A) =2, L. (A) =6,
Ly (A) =2, Lj,(A) =3, L,.(A)=6.
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Po dosadeni do d®*L(A) méme:
d’L(A) = 2(dy)® + 6(dz)? + 4dzdy + 6dzdz + 12dydz=.

Teraz si vSak musime uvedomit, Ze prirastky dx, dy, dz nemoézeme volit Tubo-
volne, vzajomne spolu suvisia, pretoze s premennymi x, v, z sa mozeme hybat
iba v stlade s vizbami. Vzfah medzi dzx, dy, dz ziskame tak, Ze diferencujeme
vizbovi podmienku v bode A:

dzx+2y+32—-6)=0 = dr+2dy+3dz =0,

z ¢oho napriklad dz = —2dy—3dz. Toto dosadime do d*L(A), ¢im dostaneme
kvadraticka formu premennych dy, dz. Po dosadeni a Giprave nakoniec mame:

d’L(A) = —6(dy)* — 12(dz)? — 12dydz.

No a az teraz skimame definitnost tejto formy. Jej matica bude typu 2x2,
lebo je to forma dvoch premennych dy a dz, a ma tvar:

-6 —6
-6 —-12 )°
Je negativne definitna (podla minorov). Teda v bode A = [1, 1, 1] méa funkcia
f ostré viazané lokalne maximum s hodnotou f(1,1,1) = 1.
Na tomto priklade je velmi pekne vidno, Ze reSpektovanie vizbovej pod-

mienky pri skiimani definitnosti d*L(A) je vo vSeobecnosti nutné. Ak by sme
totiz o definitnosti d2L(A) rozhodovali na zdklade jeho vyjadrenia v tvare

d’L(A) = 2(dy)® + 6(d2)? + 4dzdy + 6dzdz + 12dydz,

bez ohladu na pritomni vizbu z + 2y + 3z — 6 = 0, dospeli by sme k zaveru,
7e d?L(A) je indefinitny. Vyplyva to z toho, Ze v tomto pripade je d?L(A)
kvadratickou formou troch premennych dx, dy a dz, pricom matica tejto
formy méa tvar (pri (dz)? je koeficient 0):

w N O
DN N

3
6
6

Podla minorov sa mozeme lahko presvedéit, Ze tato matica je indefinitna.
Teda funkcia L neméa v bode A lokalny extrém. To vsak eSte neznamena,
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ze v tomto bode A, ak vyhovuje vizbovym podmienkam, nie je ani viazany
lokdlny extrém funkcie f. Je treba si uvedomit, Ze opa¢ny smer je pravdivy
— ak funkcia L méa v bode A, ktory vyhovuje vizbovym podmienkam, lo-
kalny extrém, potom je to zaroven i viazany lokalny extrém pre funkciu f
(premyslite si to). To ndm niekedy ulahcuje zivot, nakolko v tomto pripade
nemusime brat do uvahy vizby (pozri rieSenie Prikladu 12). AvSak vo vse-
obecnosti ignorovanie vizbovych podmienok moze mat za nésledok stratu
viazanych lokalnych extrémov, ako sme sa presvedcili na tomto priklade.

Priklad 11
Na parabole y? = 4z n4jdite bod, ktory ma najmensiu vzdialenost od priamky
r—y+4=0.

Riesenie:
Tento priklad je zamerany na geometricka aplikiciu znalosti o viazanych
extrémoch funkcii viac premennych. Nech A = [z,y] je Tubovolny bod na

parabole y*> = 4r a B = [u,v] Iubovolny bod na priamke u — v + 4 = 0.
Potom vzdialenost p(A, B) bodov A a B je rovna (uvazujeme Standardni
weuklidovsku“ vzdialenost):

p(A, B) = /(z —u)* + (y — v)2.

Vidime, Ze vzdialenost p(A, B) je funkciou 4 premennych z, y, u a v splnajt-
cich dve vizbové podmienky y* = 42 a u—v+4 = 0. KedZe s odmocninami sa
pracuje pomerne tazkopadne, budeme uvazovat druhtt mocninu vzdialenosti
p*(A, B). Nie je tazké si uvedomit, ze body Ay, By, v ktorych sa minimali-
zuje funkcia p(A, B), st prave tie body, v ktorych sa minimalizuje funkcia
p*(A, B) anaopak (premyslite si to). Preto bez ujmy na vseobecnosti budeme
uvazovat funkciu f Styroch premenych x, y, v a v s predpisom:

f(x,y,u,v) = (ZL’—U)2 + (y—U)2.

NaSou tlohou je nédjst viazané globalne minimum funkcie f za pritomnosti
véazieb:
v =4r, u—v+4=0.

Postupujeme podobne ako v predchadzajucich prikladoch. Prislusna Lagran-
geova funkcia L ma tvar:

L(z,y,u,v) = (x —u)? + (y — v)? + M (y* — 4z) + Ao(u — v + 4).
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Stanovime jej stacionarne body vyhovujice danym vizbovym podmienkam:
L =2(x—u)—4X\ =0,
Lfy =2(y —v)+2\y =0,
L, ==2(x—u)+ X =0,
L;:—Z(y—v)—kg :0,
v =4z, u—v+4=0.

7 tejto sustavy piatich rovnic s piatimi neznamymi x,y, u, v, A1, Ao zistime
jediné riesenie:

Dalej vysSetrime definitnost druhého diferencialu funkcie L v staciondrnom
bode C' = [1, 2, —1/2, 7/2]. Uréime preto druhé parcidlne derivécie funkcie
L v bode C:

Ly, (C) = Ly, (C) = L, (C) =2, Ly, (C) = (2+2\)c =

Do |~

Potom:

d’L(C) = 2(dz)? + ;(dy)2 + 2(du)? + 2(dv)? — 4dwdu — 4dydw.

Potrebujeme este diferencovat vizby v bode C' a najst vztah medzi diferen-
cidlmi dzx, dy, du a dv. Plati:
y=2,x=1

d(y? —4z) =0 = 2ydy —4dr =0 "= dy = dz,

du—v+4)=0 = du—dv=0 = dv=du.

Po dosadeni do vyrazu pre d>L(C) ziskame kvadraticktt formu dvoch pre-
mennych dz a du a urc¢ime jej definitnost:

d*L(C) = 2(dz)? + g(dm)2 + 2(du)? + 2(du)? — 4dzdu — 4drdu,
2 [SFRY 2
d°L(C) = ?(dx) + 4(du)® — 8dzdu.

15



Posledna kvadratickd forma mé maticu:

(54

—4 4 '

Podla jej minorov sa lahko presvedcéime, Ze je pozitivne definitné. Preto fun-
kcia f ma v bode C = [1, 2, —1/2, 7/2] viazané ostré lokadlne minimum s
hodnotou f(1, 2, —1/2, 7/2) = 9/2. Stcasne je to i viazané globalne mini-
mum funkcie f (samy si zdovodnite preco :)). Vratiac sa k ndSmu pévodnému

problému, dospeli sme k zaveru, Ze bod Ay = [1, 2] na danej parabole a bod
By = [-1/2, 7/2] na danej priamke maji najmensiu vzajomni vzdialenost

p(Ao, Bo) = /F(C) = 3/v2.

Priklad 12 (tazsi priklad)
Nech n € N, m € R\{0} a a € R" st pevne zafixované ¢&isla. V zavislosti
na parametre m vySetrite maximélnu (resp. supremélnu) a minimélnu (resp.
infimalnu) hodnotu vyrazu

P<$1,$27$3,...,xn> :xgn_‘_xgn_‘_xgn_‘__{_x;n
za podmienky z; +x9+23+---+2x, =naax; > 0prekazdéi=1,2, ..., n.
Riesenie:
Nasou tlohou je stanovit globélne extrémy funkcie P(xy,z2,x3,...,2,) n

premennych na mnozine M tvaru:
M=A[x1,...;2,) ER" : 29+ - 4+ x,=na, ©; >0, i=1,...,n}.

Nie je tazké ukézaft, Ze mnozina M je ohranicend a uzavretd, t.j. kompaktna
v R™ (napr. vzhladom na metriku ps). Vnitro mnoziny M ma tvar:

M?={[r1,...,2,) €R" : 2y + - -+, =na, ; >0, i=1,..., n}.

Hranica OM mnoziny M bude pozostavat z bodov patriacich do M, ktoré
majt aspoi jednu stiradnicu nulovii. Dalej si viimnime, %e vyraz P(z1, ..., z,),
rovnako ako vdzbova podmienka x; + - -- 4+ x,, = na, st symetrickymi fun-
kciami premennych x1, ..., z,. To (okrem mnohého iného dolezitého :) ) zna-
mend, Ze ak nejaky bod [z1, ..., x,] patri do M a funkcia P v 1iom nadobtda
hodnotu P(xy,...,z,) = h, potom i kazdy bod, ktorého stiradnice s nejakou
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permutéaciou suradnic bodu [z, ..., z,], lezi tiez v M a funkcia P v iom ma
rovnakia hodnotu h. Napriklad ak n = 3 a [z, 29, 23] € M, potom i body

[$17$3,x2], [$2>$1,$3], [1’27«’753,351]7 [333,96’17952], [$3,$2,fl?1]
patria do M a
P(xlaxZaxZS) == P(x17$37x2) == P(Qfg,l’l,l'g) =

= P($275U3,1’1) = P($3,371,96’2) = P($37$2,$1) = h.

Toto zdanlivo ,nepodstatné“ pozorovanie i¢inne vyuzijeme neskor.

Budeme najprv uvazovat m < 0. V tomto pripade funkcia P nie je de-
finovana na hranici OM, pretoze pre z; = 0 nie je definovand mocnina x".
Okrem toho, ak sa budeme s bodmi z vnatra M blizif k hranici M, funkéné
hodnoty budu rast do +oo (premyslite si to; ak sa bod [z1,...,x,] z vnitra
M blizi k hranici M, nutne aspon jedna z jeho suradnic x; sa sprava blizi
do 0; potom lim,, ,o+ 2" = +00, kedze m < 0). Preto v tomto pripade glo-
balne maximum funkcie P na M neexistuje, pri¢om sup P = oco. Podme teraz
preskiimat globdlne minimum funkcie P. Ak existuje, potom z predchidza-
jucej diskusie vyplyva, Ze sa nutne musi nadobudat vo vanatri M. Hladame
teda lokdlne minimum funkcie P, ktoré je viazané na vnitro mnoziny M.
Zostavime prislusni Lagrangeovu funkciu:

L(zy,...,zp) =2+ +a) + Ny + -+ - + 2, — na).

Néajdeme vsetky stacionarne body funkcie L leziace vo vnutri M. Je potrebné
spocitat prvé parcidlne derivacie funkcie L podla vSetkych premennych z; a
polozit ich rovné 0. Pre kazdé i = 1, ..., n plati:

_)\ m—1
L;_:mxr_l+A:O,:>mi:(—) :
i m

Dosadenim ziskanych hodnét do vidzbovej podmienky dostaneme vyjadrenie
Lagrangeovho multiplikatora A:

n ¢lenov
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n-|— =na — | — = a.
m m

7Z poslednej rovnice mame jednak A = —ma™ !, a jednak z; = 29 = -+ =
x, = a. Nakolko a > 0 podla predpokladu v zadani, funkcia L mé jediny
stacionarny bod vo vnutri M, ato [a, a, ..., a]. VySetrime definitnost druhého

diferencialu d?L v tomto bode s ohladom na predpisant viizbu. Potrebujeme
zistif druhé parcidlne derivacie funkcie L. Vypoc¢tom dostaneme:
L// . { 07 Z 7é j?

7w 1 m(m — a2, i=j.

Preto:
d*L(a,...,a) = m(m —1)a™ ?- (dzy)* + -+ m(m — 1)a™ 2 - (dx,)* =
=m(m—1)a™? [(dz1)* + - + (dz,)?] .

Kedze m(m — 1)a™™2 > 0, je d®L(a, . ..,a) kladny pre kaZdi nenulovi n-
ticu (dzy,...,dz,), a teda aj vzhladom na predpisani viizbu. Nemusime
preto diferencovat viizbovi podmienku a zaratavat ju do druhého diferenciélu
(pozri tiez poznamku v zdvere Prikladu 10). Teda d*L(a, ..., a) je pozitivne
definitny, a preto v bode [a, . .., a] ma funkcia P viazané lokalne minimum s
hodnotou P(a,...,a) = na™. Zaroven je to aj globalne minimum funkcie P
na mnozine M (premyslite si preco :) ).

Uvazujme teraz pripad 0 < m < 1 (volba ¢isla 1 nie je ndhodnd; vSim-
nite si, o sa stane, ak m = 1). Podobne, ako v predchadzajacom pripade,
zistime, Ze funkcia L m4 jediny stacionarny bod [a,...,a] vo vnitri M a
d®L(a,...,a) mé tvar ako vysSie. V tomto pripade ale ¢islo m(m — 1)a™2
je zdporné, preto d’L(a,...,a) je negativne definitny. Funkcia P mé preto
v [a,...,a] viazané lokdlne maximum s hodnotou P(a,...,a) = na™ (pozri
opit poznamku v zévere Prikladu 10). Potrebujeme sa eSte pozrief na maxi-
mélnu hodnotu funkcie P na hranici OM (v tomto pripade je P definované
uz aj na hranici mnoziny M). No a prave teraz vyuzijeme fakt, ze P i véizba
st symetrické funkcie v premennych z; ..., z,. Na hranici 9M je totiz aspon
jedna suradnica nulova. Nas zaujimaja len hodnoty funkcie P a tie na za-
klade vyssie uvedenych tvah o symetrii funkcie P nezdvisia na tom, ktora
stradnica sa nuluje. Preto bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, nech
2, = 0. Potom stojime pred nasledovnym problémom — mame urcit globdalne
mazimum funkcie P n — 1 premennych tvaru

P(zy, ... Zpq) =2+ +2™
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na mnozine M C OM tvaru

M=A{lz1,...,2p 1] ER" s g+ 4 a2y 1=na, 2,20, i=1,...,n—1}.
Vizbovti podmienku v definicii M moéZeme zavedenim & := = -a >0
prepisat takto:

1+ +Tpo1 = (n—l)d

Ak sa pozrieme na zadanie prikladu, zistime, Ze mame riesit ten isty problém,
len v dimenzii n — 1 a s novou funkciou P, novym parametrom @ a novou
mnozinou M (nerovnost 0 < m < 1 stéle plati). Vyuzitim poznatkov, ktoré
sme pred chvilou zistili, dostaneme, Ze funkcia P mé viazané (vzhladom na
vnitro M) lokdlne maximum v bode [ @,...,a] s hodnotou (dosadime za a):

n—1 zloziek

P(a,...,a):<n—1)am:(n—1>-( 1 )m.am.

n—1

Plus je treba este preverif maximum funkcie P na hranici M mnoZiny M.
Nuz ale M pozostava z bodov patriacich do M C M, ktoré maju nulovi
aspon jednu suradnicu. Inymi slovami, ide o body z M, ktoré maju nulové
aspon dve suradnice. To znamené, Ze stojime opif pred rovnakou tlohou
ako v zadani, len tentokrat v dimenzii n — 2. Takymto spdsobom postupne
znizujeme dimenziu n a postupne preberieme vSetky hodnoty funkcie P, ktoré
st lokdlnymi maximami vzhladom na hranicu OM. Su to tieto hodnoty:

(n—1)<n7_ll>mam, <n—2>(nf2)mam, 1.(%)’"@@

Tieto ¢isla je potrebné porovnat so ziskanou hodnotou lokélneho maxima
na™ vzhladom na vnutro M. Pomocou faktov, ze a > 0 a 0 < m < 1 nie je
tazké ukazat, Ze pre kazdé k =1 ...,n — 1 plati:

(n—k) (nﬁk) a™ < na™

(pokuste sa dokézaf samy; uvedomte si, Ze ak y > 1 a m je kladnd mocnina
mensia ako jedna (napr. m = 1/2), potom y™ < y). Hodnota na™ je teda
globélne maximum funkcie P na mnozine M. Co sa tyka globalneho minima
funkcie P na mnozine M, to sa zrejme moze nadobudat iba na hranici OM
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(pretoze vo vnutri M mé L iba jeden stacionarny bod, v ktorom je lokéalne
maximum, ako sme zistili vyssie). Preto sa nas problém zredukuje na najde-
nie globdlneho minima funkcie P na mnozine M, ktoré sme zaviedli vyssie
(premyslite si to; globalne minimum funkcie P bude globalnym minimom na
hranici OM; tam je ale vZdy aspon jedna suradnica nulova, preto hladané
minimum bude globalnym minimom funkcie P na mnozine M C M ). Ale
hladanie globalneho minima funkcie P na mnozine M je (n—1)-rozmerné ana-
l6gia povodnej tlohy (t.j. ndjdenie globalneho minima funkcie P na mnozine
M). O tom sme pred chvilou zistili, Ze sa nutne nadobtda na hranici, t.j. na
OM . Hranicu OM vsak tvoria body z M, ktoré maji aspoii jednu stradnicu
nulovi — inymi slovami, st to body z M, ktoré maji nulové aspon dve strad-
nice. Tato ivaha sa d4 predlzovat dalej. Nakoniec zistime, Ze globalne minimu
funkcie P na mnozine M sa musi nadobudat v bode, ktory méa nenulovi prdve
jednu sturadnicu. Kedze vdaka symetrii nezavisi na tom, ktord stradnica to
bude, bez ujmy na vseobecnosti nech 1 # 0 a 3 = --- = z, = 0. Potom
z vizbovej podmienky plati z; = na a P(x1,0,---,0) = (na)™. Hodnota
(na)™ je teda globane minimum funkcie P na mnozine M (poznamenajme,
ze sturadnice bodu [zy,...,2,], v ktorom sa globélne minimum nadobtuda,
nemozu byt vSetky nulové, nakolko by nebola splnené viizbovd podmienka;
vizbovéa podmienka mé n — 1 stuptiov volnosti, t.j. n — 1 siradnic sa dé zvolit
Tubovolne a zvy$né jedna suradnica je uz potom uréend jednoznacne).

Pripad m = 1 prenechavame ¢itatelovi ;).

Posledny pripad m > 1 sa vyriesi iplne analogicky, ako pripad 0 < m < 1.
KedZe ¢islo m(m — 1)a™? je teraz kladné, v stacionarnom bode [a, ..., a]
ma funkcia P viazané lokalne minimum s hodnotou na™. Analogickym po-
stupom, ako vyssie, so zretelom na fakt, ze m > 1, sa d4 ukéazat, Ze hodnota
na™ je globalne minimum funkcie P na mnozine M. Podobne, o hodnote
(na)™ sa zas ukaze, ze je globdlnym maximom funkcie P na mnozine M.

Zistili sme teda takuto zavislost extremalnych hodnot funkcie P na para-
metre m:

na™, m <0,
‘ .. na)™, 0<m<1
globalne minimum P = (na)™, ’
na, m =1,
na™, m>1,

neexistuje, sup P = oo, m <0,

globalne maximum P = na-, 0<m<1,
na, m = 17
(na)ma m > 1.
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Poznamka k diferencovaniu viizbovych podmienok
V tejto poznadmke stru¢ne vysvetlime, ¢o to znamend diferencovat vizbu v
nejakom bode. Mame napriklad vézbu tvaru

22 +e¥z +yfcosw = 2,

a méame ju diferencovat v bode A = [0, —1,¢|, ktory danej viizbe vyhovuje
(overte :)). To znamend prepisat dant vizbovii podmienku na tvar

w2+ ez +y?cosx —2=0,
najst prvy diferencial funkcie
f(z,y,2) = 2* + e’z 4+ y*cosx — 2

v bode A, a nakoniec polozit diferencial d f(A) rovny nule. Parcialne derivacie
funkcie f v bode A su:
fi(A) = (22 —y?cosx)a =0, f/(A)=(ez+2ycosx)s=—1,

T Y

fiA) =(e)a=e"".
Preto plati df(A) = 0-dx — dy + e~'dz. Tento vyraz poloZime rovny nule:

—dy +e*dz = 0.

No a tym sme uvedent vizbu diferencovali v bode A. Co to vsak v skutoé-
nosti znamena? Dand vizba viaze premenné x,y, z; v nasom pripade to bude
zrejme nejaka plocha, konkrétne s rovnicou z = e 7¥(2 — 2% — y%cosx). Ked
teda sedime na nejakom zafizovanom bode tejto plochy (v bode A) a chceme
sa presunut do iného bodu na tejto ploche, neméZzeme s prirastkami dz, dy,
dz Sibrinkovaf hocijako, chceme predsa zostat na danej ploche. Preto dx, dy,
dz v danom bode A spolu nejako stuvisia, t.j. nie st vSetky nezavislé. Tym, ze
tito vizbu (plochu) diferencujeme v danom bode A, ndjdeme tito stavislost.
Posledné rovnica je toho dékazom, nakolko v bode A plati:

dy = e 'dz.

Ak dz,dy zvolime Tubovolne, dz je uz uréené jednoznacne. Je potrebné si
uvedomit, Ze v inom bode danej plochy je zavislost prirastkov dx,dy,dz vo
v8eobecnosti ind (preto je i zvyraznené slovo ,zafixovany“ :)).
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