Fyzikalne aplikacie linearnych diferencialnych rovnic
druhého radu s konstantnymi koeficientami

Diferencidlne rovnice st tzko spété s fyzikou. Samotny vznik a stadium
pojmu diferencidlna rovnica bol podnieteny prave fyzikdlnymi dévodmi. Prak-
ticky kazdy fyzikalny zakon klasickej (i relativistickej) fyziky je svojim sposo-
bom vyjadreny pomocou nejakej diferencialnej rovnice. Obzvlast v mechanike
(ale i v inych castiach fyziky) maji fundamentalny vyznam prave linedrne
diferencialne rovnice druhého radu, a to najmé s konstantnymi koeficien-
tami. Linearita rovnic je podmienend principom superpozicie — v prirode
vypozorované vzajomné skladanie réznych pohybov a sil. Druhy rad rovnic
je dosledkom toho, ze posobiace sily st imerné zrychleniam, ktoré s prave
druhymi ¢asovymi derivaciami polohového vektora.

Vyznamnou aplikidciou LDR 2. rddu s konstantnymi koeficienatmi je po-
hyb harmonického oscilatora — vo svojej podstate a najjednoduchsej forme
ide o kmitajucu pruzinku, na ktorej je zavesené zavazie. Ak y oznacuje vy-
chylku pruzinky z rovnovaznej polohy, tak pri malych vychylkach y je pruzna
sila posobiaca na zavazie urc¢ena Hookeovym zakonom:

F, = —ky,

kde k£ > 0 je materidlovd konstanta, nazyva sa tuhost pruziny. Znamienko
minus symbolizuje, Ze sila je namierena proti vychylke y — sila sa teda snazi
vratit zavazie spit do rovnovaznej polohy (ako je ndm zname z praxe). Cel-
kova sila F' posobiaca na zavazie je podla Newtonovho zakona rovna:

F =ma,
kde m je hmotnost zavazia a a je zrychlenie zdvazia. Zrychlenie a je urcené
druhou derivaciou y” vychylky y podla ¢asu ¢, kym rychlost zavazia v je zas
prva derivéacia y’. Pre silu I teda plati:

F=my".
Pri harmonickom kmitani rozliSujeme viaceré pripady:

1. netlmené kmitanie — na zavazie posobi iba sila pruznosti F),:

F=F,



teda:
my" = —ky.

Méame diferencidlnu popisujicu pohyb zavazia v ¢ase (nezavislou pre-
mennou je ¢as t). Tato rovnica sa zvykne prepisat do takéhoto tvaru:
y'+wty =0,
kde w? = k/m. Veli¢ina w sa nazyva uhlové frekvencia pohybu. Dalgie

veli¢iny suvisiace s harmonickym kmitanim su:
e T — periéda pohybu, ¢as jedného kmitu, 7' = 27 /w
e f — frekvencia pohybu, pocet kmitov za jednotku ¢asu, f = 1/T

. tlmené kmitanie — na zavazie okrem sily pruznosti F, posobi aj od-
porova prostredia Fp, ktord je zhruba iimerna rychlosti v zavazia:

Fo = —bv=—-by,

kde b > 0 je konStanta, nazyva sa koeficient odporu. Zaporne zna-
mienko znamena, ze odpor prostredia je namiereny proti pohybu zava-
zia (brzdi jeho pohyb). Celkova sila F' pdsobiaca na zavazie je:

F=F,+ Fo,
teda:
my” = —ky — by’
Mame diferencialnu popisujiicu pohyb zavazia v ¢ase. Tato rovnica sa
zvykne prepisat do takéhoto tvaru:
y" + 20y +wy =0,

kde 26 = b/m sa nazyva konstanta tlmenia. Poznamenajme, Ze pokial
je tlmenie velké, t.j. § > w, tak pohyb nie je periodicky. Ak je tlme-
nie malé, t.j. § < w, tak sa jednd o tlmené kmitanie (amplitada, t.j.
maximalna hodnota vychylky yma.x sa postupne zmensuje).

. vynutené kmitanie — na zévazie okrem sily pruznosti F}, a odporovej
sily prostredia Fp pdsobi aj vonkajsia periodicky sa meniaca sila Fy,
ktora sa vacsinou uvazuje v tvare:

Fy = Asin O,



kde A, st kladné konstanty. MoZeme si to predstavit tak, ze zava-
ziu periodicky dodavame energiu, ktort pri pohybe straca v dosledku
odporu prostredia. Plati:

F=F,+ Fo+Fy,

teda:
my” = —ky — by’ + Asin Qt.

Mame diferencialnu popisujicu pohyb zavazia v ¢ase. Tato rovnica sa
zvykne prepisat do takéhoto tvaru:

y" 4+ 20y + wy = (A/m) sin Qt.

Poznamenajme, Ze pohyb zavazia zavisi na vzajomnom vztahu veli¢in
w, §2, t.j., napr. ¢i vonkajsia sila [y kmita ,vo faze“ s pohybom zavazia
alebo nie a pod. (Pekne to ilustruje napr. druhy nerieSeny priklad;
zavazie bude postupom c¢asu ¢oraz Sialenejsie kmitat, ¢o v koneénom
dosledku povedie ku katastrofe. V§imnite si, v akom vztahu st v tomto
pripade uhlové frekvencie w a 2.)

Vo vsetkych troch pripadoch sme dostali LDR 2. rddu s konstantnymi koefi-
cientami. Pri rieSeni pohybovych rovnic vychadzame vzdy z nejakych zacia-
tocnych podmienok — zavazie v ¢ase t = 0 ma nejaka vychylku y, a nejakta
rychlost vy:
y(0) =yo,  ¥'(0) =
Riesené priklady
Priklad 1
Zévazie s m = 0.1 kg kmit4 na pruZine s k = 20 kg/s?. Z rovnovaznej polohy

je vypustené s rychlostou 0.1 m/s. Uréte zavislost vychylky y na Case a Cas,
za ktory sa vrati naspit do rovnovaznej polohy. Odpor prostredia zanedbajte.

Riesenie:
Ide o netlmené kmitanie, w = \/k/m = /200 s~2. RieSime preto zaciatocni
ulohu:

y" 4+ 200y = 0, y(0) =0, ¢(0)=0.1.

VsSeobecné tieSenie je:

y(t) = Cy sin(v/200t) + Cs cos(v/200t).
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Hladame partikuldrne rieSenie spliiajiice uvedené zaciatoéné podmienky. N&j-
deme: C; = 1/v/2, C; = 0. Rovnica pohybu zévazia teda je:

y(t) = (1/v/2) sin(v2001).

Cas ty, za ktory sa zavazie vrati spiaf do rovnovaznej polohy, najdeme z
podmienky:

y(to) =0 = (1/v/2)sin(v/200ty) = 0,

pricom hladdme najmensie kladné ¢,. Zistime: to = 7/+/200.

Priklad 2
Zévazie s m = 2 kg kmita na pruZine s k = 128 kg/s?. Z rovnovaznej polohy
zévazie vychylime o 0.5 m a pustime rychlostou 0.6 m/s. Najdite zavislost
vychylky y na ¢ase t. Uvazujte odpor prostredia s konstantou tlmenia 6 = 10
sL.

Riesenie:

Ide o tlmené kmitanie, w = /k/m = /64 = 8 s2. Zaciatotna vychylka (v
Case t = 0) yo = 0.5 m a zadiatotné rychlost vy = 0.6 m/s. RieSime preto
zaciato¢nu tlohu:

y" + 20y + 64y = 0, y(0) =0.5, ¥'(0) =0.6.

VSeobecné riesenie je:
y = Cre™ + Che 1%

Pre hladané partikuldrne riesenie zistime: C = 43/60, Cy = —13/60. Preto:

1 —at —16t
y(t) = 50 (43e 13e7).
Vidime, ze nejde o periodicky pohyb. Zaciato¢na vychylka bude exponen-
cidlne klesat, pricom nulova bude pre velmi velky ¢as (presne pre t = oo;
samozrejme z praxe vieme, ze zavazie sa zastavi v nejakom redlnom case; nas
model neodpoveda tplnej realite, nakolko sme neuvazovali vSetky vplyvy pro-
stredia na pohyb zavazia; odpor prostredia v skutocnosti zavisi na rychlosti
(a nielen na nej) omnoho zlozitejsie, nez sme predpokladali).



Priklad 3
Zévazie s m = 3 kg je zavesené na pruZine s k = 75 kg/s?. Z rovnovainej
polohy zavazie stiahneme o 0.2 m a pustime rychlostou 0.1 m/s. Néjdite
zavislost vychylky y na case t. Uvazujte odpor prostredia s konstantou tlme-
nia § = 15 s, Na zévazie posobi periodicky sa meniaca sila F'(t) = 10 cos 5t.

Riesenie:
Ide o vynitené kmitanie, w = /k/m = /25 = 5 s72. Zadiato¢na vychylka
(v ¢ase t = 0) yo = —0.2 m a zaciatocna rychlost vy = 0.1 m/s (nakolko je

zavazie zavesené, tak smer ,hore“ bude kladny a smer ,,dole“ bude zaporny;
zévazie je stiahnuté smerom dole o 0.2 m, preto zaporné znamienko; naproti
tomu rychlost 0.1 m/s bude namierend smerom ,hore“, k rovnovaznej polohe,
preto ma kladné znamienko). Riesime zaciato¢nu tlohu:

y" + 30y’ + 25y = 10 cos 5t, y(0) = —0.2, %/(0)=0.1.

VSeobecné riesenie je:

y = CpelT1HIOVL 4 0y o(-15-10V2)r | % sin 5¢.

Pre hladané partikularne riesenie méame: C7 ~ —0.20654, Cy = 0.00646, teda:

1
y(t) = —0.20654e( 1510Vt 1 0 006466l 1510V | 1 Sn ot
V tomto pripade zo zaciatku (t.j. pre nie velky ¢as) pdjde o neharmonické
kmitanie, v dosledku exponencidlnych ¢lenov. Avsak pre velké ¢asy exponen-
cialne ¢leny budii velmi malé (&isla —154-10/2 sti obe zdporné) a dominantna
bude harmonické c¢ast % sin 5¢; po dostatocne dlhej dobe bude teda zavazie

kmitat takmer harmonicky s priebehom 4—15 sin 5.

Neriesené priklady

1. Zavesené zavazie s m = 0.5 kg natiahne pruzinu o 0.05 m. Z rovnovaz-
nej polohy zévazie stla¢ime o 0.02 m nahor a pustime rychlostou 0.6
m/s. Najdite zavislost vychylky y na ¢ase t. Odpor prostredia neuva-
Zujte.

[y(t) = 22 sin(10v/2t) + 125 cos(10v/2t)]
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2. Zavesené zavazie s m = 3 kg natiahne pruzinu o 0.4 m. Z rovnovaznej
polohy zévazie stiahneme o 0.2 m nadol a pustime rychlostou 0.1 m/s.
Néjdite zavislost vychylky y na ¢ase t, ak na zavazie pdsobi periodicky
sa meniaca sila F'(t) = 10 cos 5t. Odpor prostredia neuvazujte.

(y(t) = =5 sin(5t) — £ cos(5t) + 5t sin(5t), nastava rezonancia, vychylka
bude neobmedzene rast pre t — 00)

3. Zavesené zavazie s m = 3.6 kg natiahne pruzinu o 5/32 cm. Z rov-
novaznej polohy zavazie stla¢ime o 1/128 m nahor a volne pustime.
Néjdite zavislost vychylky vy na cCase t, ak na zévazie posobi periodicky
sa meniaca sila F(t) = 3.6sin8¢. Odpor prostredia neuvazujte. Urcte
prvé styri kladné casy, kedy ma zévazie nulova rychlost.

[y(t) = 135 (sin(8t) + cos(8t) — 8tcos(8t)), t,=1/8, ty=n/8, t3=

/4, ty=3m/§]
Poznamka

e Tuhost pruziny k zistime pomocou Hookeovho zékona:
(velkost pruznej sily) = —Fk - (predlZenie pruziny).

Zavesené zavazie natiahne pruzinu a zostane v pokoji. V tomto okamihu
na zévazie posobia dve sily. Prva z nich je tiazova sila [, sposobena
prifazlivostou a pohybom Zeme; namierend smerom dole a plati pre
fiu F, = mg, kde m je hmotnost zdvazia a konstanta g ~ 10 m/s? sa
nazyva tiazové zrychlenie. Druha sila posobiaca na zavazie je pruzna
sila strunky F},. T4 je namierena smerom hore (proti vychylke). Kedze
zédvazie je po ustaleni v pokoji, musia byt tieto dve sily v rovnovahe,
teda F + F, = 0. Pre tuhost k£ potom plati:
+F, mg

k= = - :
(predizenie pruziny)  (prediZenie pruziny)




