Priklady na precvicovanie — metrické priestory
Riesené priklady

Priklad 1
Urc¢te vzdialenost bodov A = [0,1], B = [1, 2] v stctovej, euklidovskej a ma-
ximalnej metrike.

Riesenie:
Podla definicie jednotlivych metrik postupne dostaneme pre body A = [a1, as] =
[0,1] a B = [by,bs] = [1,2]:

p1(A, B) = |ay — bi| + |ag — bao| = 2,

p2(A, B) = /(a1 — b1)2 + (az — bp)? = V2,
pc(A, B) = max{|a; — b1|, |ag — ba|} = max{1,1} = 1.

Priklad 2
Vypocitajte vzdialenost bodu A = [5,6] od priamky p : y = —x — 1 v a)
suctovej metrike p;, b) euklidovskej metrike po.

Riesenie:
a) Z definicie vzdialenosti bodu od mnoziny mame:

p1(A, p) = inf{p;(A, P), P je bod na priamke p}.

LCubovolny bod P na priamke p ma suradnice P = [z, y] = [z, —x—1], nakolko
y = —x — 1 podla zadania. Preto:

pr(AP) =5 —z[+[6 —y| =[5 — x| + |7 + =,

Hladané vzdialenost pi(A,p) bude teda minimélna (infimalna) hodnota vy-
razu |5—x|+|7+z| pre x € R. Nakreslenim grafu funkcie f(x) = |5—z|+|7+z|
Tahko zistime, ze min f(z) = 12, a teda p; (A, p)=12.

b) V pripade euklidovskej metriky ps postupujeme podobne. Vzdialenost
bodu A od Tubovolného bodu P na priamke p bude:

pa(A,P) = /=2l + (6 -y = /B —a) + (T + o).

1



Hladame teraz globdlne minimum funkcie g(z) = /(5 —z)2+ (7 + )2 na
celom R; to bude hladan vzdialenost bodu A od priamky p. Kedze pre x —
+00 ide g(x) do plus nekoneéna, globalne minimum g(z) sa musi nadobudat
jedine v jej stacionarnom bode. Vypocéitame preto derivéiciu g(z):

, 4r + 4
g'(x) = :
Vb —2)2+ (T+ )2
Mame len jeden stacionarny bod 2 = —1, pricom g(—1) = 6+/2. Preto
pa(A,p) = 6V/2.
Priklad 3

Popiste jednotkovt kruznicu v R? a jednotkovi sféru v R® v metrikach pi,
P2 & Poo-

Riesenie:
Pripomenme, Ze vo vSseobecnom metrickom priestore s metrikou p je ,,jednot-
kovéa sféra“ so stredom v bode a definovana ako mnozina bodov x metrického

priestoru s vlastnostou p(a, ) = 1. Aplikujic toto na nasu tlohu s a = [0, 0]
postupne dostavame:

L (B2 p1) — pu([0,0], [, y)) = 1 = Jo + Jy| = 1.
2. (B2, p) — pa([0,0], o, y]) = 1 = 2 + 32 = 1.
3. (B2 puc) — poo([0,0], [, 9]) = 1 = max{Ja, |y} = 1.

Jednotlivé mnoziny bodov [z, y] st vykreslené v zbierke Hasil-Zemének. Dalej
v priestore R? dostaneme:

1. (R?),Pl) - ,01([07070]7 [l‘,y, Z]) =1= |ZIZ'| + |y| + |y| =L
2. (R% pa) — pa([0,0,0], [z, 9, 2]) =1 = 2® +y* + 2 = L.
3. (R, pos) = po([0,0,0], [2, 9, 2]) = 1 = max{]z], |y], |2[} = 1.

Jednotlivé mnoziny bodov [z, y] st opit popisané v zbierke Hasil-Zemének
(skiste si ich nacrtnaf a tym overit spravnost vysledku).

Priklad 4
Urcte vzdialenost funkcii f(z),g(z) € C[1,¢], kde f(z) = z, g(z) = Inz, v
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metrikach p., py.

Riesenie:
Jednotlivé vzdialenosti st definované nasledovne:

pe(f,g9) = max |f(z) — g(x)| = max |z — Inz|,
z€[1,e] z€[l,€]

or(f,g) = / /(@) - gla)| do = / o~ Ina]dr.

Potrebujeme vo vyraze |x — In z| odstranit absolttnu hodnotu, t.j. zistit zna-
mienko vyrazu x — Inz na intervale [1, e]. Inymi slovami, chceme zistit, ktora
z danych dvoch funkcii je na tomto intervale vicsia. Nakreslenim vhodného
obréazku zistime, ze x > Inx na [1,¢e]. Preto |xr —Inz| = z — Inz. Pre vzdia-
lenost p.(f,g) potom plati:

pe(f,9) = max (x — Inz).
xz€[1,e]
Hladdame teda globélne maximum funkcie x — Inx na uzavretom intervale
[1, e]. Postupujeme standardnym spdsobom. Dany vyraz nema stacionary bod
v (1,e), nakolko derivicia (z —Inz)" = 1 — 1/x je kladnd na (1,e). Preto
funkcia x—In x je rastticana [1, €], a teda svoju maximalnu hodnotu nadobtda
v krajnom bode = = e. Takze p.(f,g) =e —Ilne=e — 1.
Pre vzdialenost p;(f,g) plati:

pf9)= [ - lno)de
1
Elementérnou integraciou per-partes dostaneme p;(f, g) = (e? — 3)/2.

Priklad 5
Pre x € [0, 1] ur¢te hodnotu a € R tak, aby funkcia f(x) = az mala najmen-
Siu vzdialenost od funkcie g(r) = 2? v metrike p,.

Riesenie:
Postup je nasledovny. Zistime vSeobecnt zavislost vzdialenosti p.(f,g) na
parametre a € R a potom uréime to a, pre ktoré je p.(f, g) najmensie. Plati:

_ _ _ _ 22
pc(f,g)—g[gﬁ]!f(x) g(x)| xrg[gfﬁlax o



Méme najst maximénu hodnotu vyrazu |ax — z%| na intervale [0, 1]. Potiaze
nam robi absoltitna hodnota. PomdZze nam jeden trik. Nie je tazké si uvedo-
mit, Ze v bode z¢ € [0, 1] vyraz |axz — 22| nadobtida svoje maximum na [0, 1]
prave vtedy, ked v zp m4 maximum i vyraz |ax — 2%|*> = (ax — 2?)? (premys-
lite si to; druhd mocnina je pre kladny argument rastiicou funkciou). Ulohu
maximalizovat vyraz |axz — x?| na intervale [0,1] moZeme teda previest na
maximalizaciu funkcie h(z) = (ax — 2?)?, kde uz nijakt absolitnu hodnotu
nemame. Naviac plati:

2
_ 22 2\ 2
xng{aﬂxic] h(z) = zlg[%?lc](a:v x°) (;Iel[%?li} lax —x ’) p(f,9),

teda:
pC(f? g) = max ]’L(Z‘)

z€[0,1]

Tento trik je v matematickej analyze Casty a velmi ulahéuje vypocty. Glo-
bélne maximum funkcie i(x) na [0, 1] poc¢itame klasickym spdsobom. Zistime
stacionarne body h(z) v (0, 1):

W(z)= ((ax — x2)2), = 2(ax — 2%)(a — 2z) = 22(a — x)(a — 27) = 0.

Odtial = 0 alebo x = a, alebo © = a/2. Do uvahy pripadaji len body a,
a/2, nakolko 0 ¢ (0,1). Hodnoty funkcie h(x) v stacionarnych bodoch a v
krajnjch bodoch 0, 1 su:

h(a) =0, h(a/2)=a*/16>0, h(0)=0, h(l)=(a—1)*>>0.

Z toho vidime, ze kandiddtmi na maximum moézu byt len body =z = a/2 a
x = 1. Mame niekolko moznych pripadov:

e a/2 ¢ (0,1), resp. a ¢ (0,2) — v tomto pripade nemame v (0,1)
ziadny staciondrny bod. Funkcia h(z) je rydzo monoténna na [0, 1
a to rastiica. Maximéalna hodnota h je h(1) = (a — 1)%. Preto p.(f, g

V(a—1)2=la—1].

e a/2€(0,1), resp. a € (0,2) — v tomto pripade mame v (0, 1) prave je-
den stacionarny bod. Maximum h bude preto vécésia z hodnét h(a/2) =
a*/16 a h(1) = (a — 1)2. Nie je fazké ukazat, Ze:

I

-

pre a € (0, 2v2 — 2] je a*/16 < (a — 1)?,
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pre a € [2v2 — 2, 2) je a*/16 > (a — 1)
(overte; najdite nulové body vyrazu a*/16 — (a — 1)? leziace v (0,2) a
potom rozhodnite o jeho znamienku). Preto dostdvame:
pre a € (0, 2v/2 — 2] méa h maximum (a — 1) a p.(f, g) = |a — 1],
pre a € [2v/2 — 2, 2) mé& h maximum a*/16 a p.(f, g) = a*/4.
Odvodili sme teda kompletna zavislost vzdialenosti p.(f, g) na parametre a:

la—1|, a€ (—o0, 2v/2 - 2],
p6<f7 g) = CL2/4, ac [2\/__ 2, 2)7
la—1|, a€[2,00).

Zakreslenim tejto zavislosti zistime, Ze minimalna hodnota p.(f, ¢) sa nado-
buda pre a = 2v/2 — 2.

Priklad 6
Pre z € [0, 1] uréte hodnotu a € R tak, aby funkcia f(z) = ax mala naj-
mensiu vzdialenost od funkcie g(x) = 2% a) v metrike p;, b) v metrike p
definovane;j:

p(f9) = \//0 (f(x) —g(x))?dz.

Riesenie:
Stratégia je podobna ako v predchadzajicom priklade. V oboch pripadoch
odvodime zévislost vzajomnej vzdialenosti funkcii f, g na parametre a a né-
sledne stanovime, pre aké a je tato vzdialenost najmensia.

a) Plati:

i) = [ 170) = glar= [ lar —tlda

Chceme odstranit absolitnu hodnotu v danom integrale. Na to potrebujeme
poznat znamienko vyrazu ax — 22 = (a — z)x. Uloha sa nam rozpadne na tri
pripady:
e a € (—00,0) — v tomto pripade je vyraz ar — x
x € [0, 1]; preto integraciou dostaneme:

2 zaporny pre kazdé

wl =
(GRS

pr(f,9) = /Ol(fﬂ2 —axr)dr =



e a € [0,1] — v tomto pripade je vyraz ax — x* kladny pre z € [0, q]
a zaporny pre x € [a,1]; preto dany integral musime rozdelit na dva
integraly a az potom odstranovat absolitnu hodnotu. Dostaneme:

a 1
pf(ﬁg):/ Iam—:c2|dx+/ az — 2%| do =
0 a

a 1 3 1 3 3 1
:/ (ax—:z:Q)dx—F/ (xZ—ax)dx:%+(——g+a_) :a__g_i_g.
0 a

e a € (1,00) — v tomto pripade je vyraz ax — z* kladny pre kazdé z €
0, 1]; preto integraciou dostaneme:

pi(f,9) = /Ol(cwc —2?)da =

Odvodili sme teda zavislost vzdialenosti p;(f, g) na parametre a:

1/3 —a/2, a € (—00,0),
pr(f,0) = a/3—a/2+1/3, ae0,1]
a/2—1/3, a € (1,00),

Zakreslenim tejto zavislosti zistime, Ze miniméalna hodnota sa bude nadobu-
dat v intervale a € [0,1] (overte). Hladdme teda globalne minimum vyrazu
a®/3—a/2+1/3 na intervale [0, 1]. Standardnou metédou dostaneme, e toto
minimum sa nadobtida pre stacionarny bod a = 1/v/2 (samy overte). Teda
vzdialenost p;(f,g) je minimalna pre hodnotu a = 1/+/2.

b) Postupujeme tplne rovnako. Vyhodou je, Ze v tomto pripade nemusime
odstranovat absolitnu hodnotu, nakolko:

o(f,g) = \/ / (F(2) — g(a))? de = \/ / (ar— a2 dr =
= \//Ol(a2a:2 — 2ax3 4+ 2t) dx = \/%Q—g—i-%.

Hladdme minimalnu hodnotu vyrazu 4/ % -5+ %, kde a € R. Nadobudat sa

bude préave v staciondrnom bode tohto vyrazu (preco? :) ). Vypoctom zistime
a = 3/4. Teda vzdialenost p(f, g) je minimalna pre hodnotu a = 3/4.
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. v .. , 2 /,
Poznamenajme, Ze minimum vyrazu /% — 3 + % sa bude nadobudat v

.. , 2 , ~
rovnakom bode a, ako minimum vyrazu 4 — 2 + % Vyplyva to z toho, ze

druhd odmocnina Ve rastica funkcia svojho argumentu. Preto staci hladat

minimum paraboly a—; -5+ %, o ktorom zo strednej skoly vieme, ze ak exis-
tuje, nadobuda sa préave v jej vrchole, teda presne v bode a = 3/4.

Priklad 7
Rozhodnite, ¢ funkcia p(z,y) = In(1 + | — y|), z,y € R, je metrikou na
mnozine R.

Riesenie:
Toto je typicky priklad na metriku. Je potrebné overit, ¢i danéd funkcia p
spliia definiéné axiémy metriky:

(i) nezdpornost a axiém totoznosti — p(x, y) je nezdpornd pre kazda dvojicu
z,y € R, nakolko In(1 + |z — y|) > 0 (spomenme si na vlastnosti
logaritmu, kde je kladny a kde zaporny). Dalej p(z, x) = In(1+|z—z|) =
In1 = 0. Na druhej strane, ak p(x,y) = 0, potom In(1 + |z — y|) = 0.

Teda:

eln(l—&—|m—y|) _ eOﬂ

I+ |z —y|l=1,
lt—y|l=0 = z=uy.
(ii) axiém symetrie — je zrejmé, ze p(x,y) = p(y, x) pre kazdé =,y € R.

(iii) trojuholnikové nerovnost — toto obvykle byva najtazsia cast. Chceme
ukézat, ze pre kazdé x,y, z € R plati:

p(x,2) + p(2,y) > p(z,y).
Postupnymi tpravami, vyuzijuc vlastnosti logaritmu, dostaneme:
p(x,2) +p(z,y) =In(1+ |z —z) + In(1 + [z —y|) =

— [+ o —2l)- (14 |2 —y])] =
— 1+ o= 2]+ 2=yl +lo -2l |z =yl 2
> 1+ o — 2|+ |2 — yl] = Wfl + 2 — y[] = pla.y).

7



Pri prechode z 1. na 2. riadok sme vyuzili vlastnost logaritmu Ina +
Inb = Inab. Pri prechode z 3. na 4. riadok sme vyuzili fakt, ze loga-
ritmus je rastica funkcia svojho argumentu a skuto¢nost 1+ |x — z| +
lz—y|+|r—z|z—y| > 1+ |z —z| + |z — y|. Monoténnost loga-
ritmu sme aplikovali i na 4. riadku, vyuZijic trojuholnikovii nerovnost
[z — 2|+ |z —yl > v -yl

Overili sme teda platnost vSetkych troch axiém metriky. Preto funkcia p je
metrikou na mnozine R.

Priklad 8
Rozhodnite, ¢ funkcia p(z,y) = |22 —9?|, z,y € R, je metrikou na mnozine R.

Riesenie:
Nie je splneny axiém totoznosti; totiz volbou x # 0 a y = —zr mame
p(x,y) =0, ale x # y. Preto dand funkcia p neudéva na R metriku.

Priklad 9
Rozhodnite, ¢i funkcia

min{|x| + |y|, |z — 1|+ |y — 1|}, = F# v,
e e MU

je metrikou na mnozine C.
Riesenie:
Postupujeme ako v predchadzajucich prikladoch. Overenie prvych dvoch

axiém metriky nechdvame na ¢itatela :). Overime trojuholnikovi nerovnost,
t.j., ukdzeme, Ze pre Iubovolné z,y, z € C plati:

pla, z) + p(z,9) = p(e,y).
V pripade, ak x = y alebo x = z, alebo y = z, je overenie jednoduché:
e =y
p(x,2) + p(z,y) = p(z, 2) + p(2, ) = 2p(x, 2) = 0 = p(z,2) = p(z,y).
e = = z (plati dokonca rovnost):

p(z,2) + p(z,y) = p(x,z) + p(z,y) = 0+ p(z,y) = p(z,y).



e y = z (plati dokonca rovnost):
p(@,2) + p(z,y) = p(z,y) + p(y, y) = p(z,y) + 0 = p(z, y).

Pre dokaz vSeobecného pripadu, t.j. © # y # z, vyuZijeme pomocné troju-
holnikové nerovnosti platiace pre kazdé a € C:

la|+]a—1]>1, Ja|+1>]a—1], |a—1]+1>]a|

(overte samy; zakreslite do komplexnej roviny ¢isla 0, a, a — 1 a na vzniknuty
rovinny trojuholnik aplikujte ,skutoéni“ trojuholnikovii nerovnost znamu zo
zékladnej skoly :) ). V tomto pride sa vzdialenosti p(z,y), resp. p(z, z), resp.
p(z,y) budi uréovat ako minimum z hodnot |z|+ |y| a |z — 1| + |y — 1|, resp.
lz| + |z a |x — 1| + |z — 1|, resp. |z| + |y| a |z — 1| + |y — 1|. Neostdva ndm
ni¢ iné, ako prebrat vSetky pripady :-/. Tak s chutou do toho:

o p(z,2) = |z[ +|2| a p(z,y) = |2| + |y]:

p(x,2) + p(z,y) = 2| + |y| +2|2| > |=| + |y| > p(z,y).

o pz,2) = [z] + |zl ap(z,y) = [z = 1[ + |y — 1]:
pla,z) +p(zy) = ol +ly =1+ [z[ + [z =1 = || + [y = 1[ + 1 >

> |z| + [y| > p(z,y).

(aplikovali sme dvakrat pomocné trojuholnikové nerovnosti, a to |z| +
p=1=Taly—1/+12=y|)

o p(z,2) = [z =1+ [z =1 ap(z,y) = |2| + lyl:
pla,z) +p(zy) = lo =1+ ly[ + [z = 1+ |z] = |z =1+ [y[ + 1 >

> |z =1+ |y = 1| = p(z,y).

(aplikovali sme dvakrat pomocné trojuholnikové nerovnosti, a to |z —
4zl =1alyl+12>]y—1])

o p(w,2) = e —1]+]z =1l ap(zy) = |z — 1|+ |y — 1]

pla,2) +p(z ) = [o =1+ [y =1 +2[z 1] =[x = 1|+ [y = 1| > p(z,y).



Vo v8etkych moznych pripadoch plati trojuholnikova nerovnost, a teda fun-
kcia p je metrikou na C.

Priklad 10

Na mnozine C[—1, 1] uvazujme metriku p; a metriku ¢ definovanu takto:

Vf,QGC[—l,].] : O—(fag) :[1$2‘f($)—g<x)’d$

Dalej pre pevné k € R uvazujme zbrazenie F' : (C[-1,1], p;) — (C[-1,1],0)
definované F(f)(z) = kf(2?), f € C[—1,1]. Pre aké k je F izometrické zo-
brazenie metrickych priestorov?

Riesenie:
Ak F je izometria, potom pre kazdé f, g € C[—1,1] musi platit:

a(F(f), F(g)) = p:1(f,9),

t.j. zobrazenie F' zachovava vzdialenosti (F(f) je oznacenie novej funkcie,
obrazu funkcie f v zobrazeni F'; symbol F'(f)(z) je potom hodnota funkcie
F(f) v bode z) Podla definicie metriky o a zobrazenia F' plati:

o(F(f), F(g)) = / P (@) = Fla)(@)]de = / k(@) - Ryl .

V poslednom integrale vykoname substiticiu t = 23, dt = 323dx. Dostaneme:

[ s -raar = [ 3o -romna="5 [ s gl

Teda:

(. F ) =5 [ 150 - g1t = 5 n(r.)

Preto podmienka izometrickosti zobrazenia F' je |k| = 3, teda k = £3.

Priklad 11

Uvazujme mnozinu matic



s metrikou p definovanou takto:

A:(O ‘él),Bz ([?2 81) €M : p(A,B) = /(a1 — b1)2 + (az — by)2.

az

Dalej pre pevné ¢ € R uvazujme zobrazenie T, : (M,p) — (R?, py) defi-
novaneé:

T,(A) = a1 cosp + azsin g, as cos ¢ — a; sin ¢, A:(O al)EM.

(05} 0
Dokazte, ze T, je pre kazdé ¢ € R izometrické zobrazenie.
Riesenie:

Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Pre lubovolné A, B €
M chceme ukézat, ze plati:

p2(To(A), To(B)) = p(A, B).

Podla definicie T, mame (po tGprave):

p2(To(A), Ty(B)) =
p2([ag cos p+as sin @, as cos p—ay sin @], [by cos p+bs sin @, by cos p—b; sin p]) =
V(a1 = br) cos  + (az — by) sin )2 + ((az — by) cos p — (a1 — br) sinp)? =
V(a1 —b1)? + (az — b2)? = p(A, B).

Priklad 12
Nech A = (0,1) N1, kde I je mnozina vSetkych iracionalnych ¢isiel. Uréte A°,
A, A, h(A) a adherenciu mnoziny A (mnoZinu izolovanych bodov mnoziny
A). Je mnozina A otvorend, resp. uzavreta? Je mnozina A husta v metrickom
priestore ([0, 1], p1)?

Riesenie:
Pri tejto tlohe je nutné jednak poznat definicie jednotlivych objektov zmie-
nenych v zadani (otvorend, uzavretd mnozina, vnitro mnoziny, uzaver mno-
ziny, hranica mnoziny, hromadny, izolovany bod mnoziny) a désledne s nimi
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pracovat, jednak vediet zékladné vlastnosti realnych ¢isiel, a nakoniec, ¢o je
najdolezitejsie, mat snahu o tom aspon trochu rozmyslat (bohuzial :-/).

Mnozina A je teda mnozina vSetkych iracionélnych ¢isiel v intervale (0, 1)
a je chdpané ako podmnoZina metrického priestoru (R, p;). Potom:

1. A° — mnozina vSetkych vntatornych bodov mnoziny A (vnitro mnoZiny
A). V nasom pripade A° = (). Totiz v kazdom okoli Tubovolného bodu
mnoziny A sa nachadza aspon jedno raciondlne ¢islo, ktoré vsak nepatri
do A (pozrite si definiciu vnitra mnoziny a dobre si to premyslite! :) ).

2. A’ — mnozina v8etkych hromadnych bodov mnoziny A (derivacia mno-
ziny A). V nasom pripade A’ = [0, 1]. Totiz v kazdom okoli lubovolného
bodu z intervalu [0, 1] sa nachédza aspon jedno iraciondlne ¢islo, ktoré
patri do A. Na druhej strane, pre kazdy bod mimo [0, 1] vieme najst
jeho dostatocne malé okolie, ktoré neobsahuje Ziadny bod z A. (pozrite
si definiciu hromadného bodu mnoziny a dobre si to premyslite! :) ).

3. A — uzéver mnoziny A, t.j. A = AU A’. V nafom pripade A = [0, 1],
podla predchadzajiceho vysledku.

4. h(A) — mnozina v8etkych hraniénych bodov mnoziny A (hranica mno-
ziny A). V nasom pripade h(A) = [0, 1]. Totiz v kazdom okoli Tubovol-
ného bodu z intervalu [0, 1] sa nachédza aspon jedno iraciondlne ¢islo,
ktoré patri do A a aspon jedno raciondlne ¢islo, t.j. ¢islo mimo A. Na
druhej strane, pre kazdy bod mimo [0, 1] vieme najst jeho dostatocne
malé okolie, ktoré sice obsahuje nejaky bod mimo A, ale neobsahuje
Ziadny bod z A. (mozno intuitivne by hranicou mali byt len body 0 a
1; uvedomte si vsak definiciu hrani¢ného bodu mnoziny a dobre si to
premyslite! :) ).

5. adherencia mnoziny A — mnozina vsetkych izolovanych bodov mnoziny
A. V nasom pripade adherencia A je (), nakolko podla 2. kazdy bod z
A je hromadnym bodom mnozZiny A.

Nakolko A # A? podla 1., mnozina A iste nie je otvorend. Nie je vSak ani
uzavretd, pretoze A # A podla 3. Nakoniec A je hustd v metrickom priestore
([0,1], p1), pretoze A = [0,1] podla 3.

Priklad 13 )
Nech A =[0,1]U(2,3)u{4}. Urcte A°, A’, A, h(A) a adherenciu mnoziny A.
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Je mnozina A otvorend, resp. uzavreta? Urcte podpriestor metrického pries-
toru (R, p1), v ktorom je A husta.

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Dostaneme:

A°=(0,1)U(2,3), A'=[0,1U[2,3], A=]0,1]U[23]U {4},

h(A)=1{0, 1, 2, 3,4}, adherencia A = {4}.

Mnozina A nie je ani otvorend, ani uzavreta. Je husta v podpriestore (M, p;),

kde M = A= [0,1] U [2,3] U {4}.

Priklad 14
Zistite limitu postupnosti

2n2

(55

v metrickom priestore (R3, p;).

Riesenie:
Intuitivne ocakdvame, Ze je treba limitovat jednotlivé zlozky danej postup-
nosti, t.j.
. o n—2 . .
lim =0, lim ¢Yn=1, lim2=2.

n—oo 2TL2 n—00 n—oo

Ukéazeme, ze skuto¢ne bod z¢ = (0, 1, 2) je limitou postupnosti x,, v sic¢tovej
metrike. Plati totiz:

—2
lim py (2, 9) = lim (‘nw —0‘+\¢/ﬁ—1\+\2—2|> = 0.

n—o0 n—oo

Preto podla definicie limity postupnosti v danej metrike mame lim,,_, . x,, =
(0, 1, 2).

Priklad 15

Néjdite limitu postupnosti {f,}:>, C C[0, 1] definovant f,(z) = 2", n € N
v metrikach py, p..
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Riesenie:
Dokazeme, ze:
pr pe o
fo— =0 a f, — neexistuje.

Prva konvergencia vyplyva z toho, ze plati:

n+4+1’

1 1 1
pz(fn,f)zf \x”—@\dx:/ 2" dr —
0 0

1 . .
-7 = 0. Predpokladajme teraz, Ze by

fn 25 g, kde g je nejaka spojita funkcia na intervale [0, 1]. Potom by nutne
platilo:

a nasledne lim,, o pr(fn, f) = lim, 00

n—oo \ z€[0,1]

li_>m pe(fn,9) =0 <= lim <max 2" — g(:z:)|) =0.

Teda maximalna hodnota vyrazu |x" — g(z)| na intervale [0, 1] ide pre n — oo
do nuly. Tym skor hodnota vyrazu |z — g(x)| ide pre n — oo do nuly pre
kazdé = € [0,1] (premyslite si to). Mame teda podmienku na hypotetickt

funkciu g¢: 0.1
{ 0, z€l0,1),

g(x) = lim 2" = | =1

n—o0
To vSak znamend, Ze g(r) nemdze byt spojita zlava v bode 1, a preto g ¢
C[0, 1], ¢o je spor s predpokladom na spojitost funkcie g. Preto postupnost
{fn}22, nema limitu v priestore C[0, 1] v metrike p..

Priklad 16
Vysetrite tiplnost metrického priestoru (Q, p;) (Q oznacuje mnozZinu vsetkych
racionalnych éisiel).

Riesenie:
Priestor (Q, p1) je netplny. Aby sme to dokazali, je potrebné najst aspon
jednu postupnost raciondlnych ¢isiel, ktord je cauchyovska (v metrike p; ), av-
sak nie je konvergentna v Q (v metrike p;). Uvazujme postupnost {a, }>2; C
Q takto:
a1 =0, ay=0,1, a3=0,101, a4 =0,101001, a5 =0,1010010001,

ag = 0,101001000100001, a7 = 0,101001000100001000001, atd.
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D4 sa pomerne lTahko odvodit matematickou indukciou rekurentny vztah:

n(n+1) +1)

Api1 = Gp + 107 , VneN.

Zrejme a,.1 > a,, a teda tato postupnost je rastica. Ukdzeme teraz, Ze je
cauchyovska. Nech n,m € N st Tubovolné také, ze m > n. Plati:

p1(Am, an) = |am — an| = am — an = (am — @m—1) + (@m—1 — Am_2)+

+(am—2 - am—S) + (am—S - am—4) + -+ (an+2 - an—‘rl) + (an+1 - an)

(medzi ¢leny a,, a a,, sme vsunuli nulovy vyraz —a,,_1+am—1—m—o+am—2—
-3+ Q3+ —Qpy1+ any1 a vhodne sme Eleny uzatvorkovali). Pomocou
rekuretného vztahu potom dostévame:

(m=1)((m=1)+1) (m=2)((m=2)+1) (m=3)((m=3)+1)

Py @) = 107 “TGTE |y (R g e

m—1
_(n+1)((n+1)+1) _n(n+1) _k(k+1)
+10 2 +1070" 2 = E 100 =2 .
k

Poslednti sumu sa poktsime odhadntt zhora nejakym geometrickym stic¢tom.
Pomocou nerovnosti (overte samy)

kE+D S vhen

a pomocou faktu, ze funkcia 107" je klesajtica, pre kazdy ¢len poslednej sumy
plati 10~ 15 <107, Preto:

m

-1
1(Am, an) 107F.
n

k=
Posledna suma je uz sucet geometrickej postupnosti s kvocientom ¢ = 1/10.

TakZe nekoneény geometricky rad > p- 107% ma stifet a modZeme nim zhora
odhadnit vzdialenost p(an,, a,):

]_ 1 1—n+1
1@, ay) Z10’“<210’f *"-1 1—10”-50— 09 .

10

Podarilo sa nam teda zhora ohranicit vzdialenost pi(a,,, a,) nezdvisle na in-
dexe m > n. Nakolko pre n — oo ¢islo 1071 — 0, odtialto vyplyva, Ze
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postupnost {a,}>°, je cauchyovskd (pre dostatoc¢ne velké n je vzdialenost
p1(@m, a,) Tubovolne maléd pre kazdé m > n). Na druhej strane, {a,}>°, je
isto konvergetné v priestore (R, p1) (z prvého semestra vieme, ze kazda ras-
tica, zhora ohranicend postupnost redlnych ¢isiel ma kone¢ni limitu v R).
Avsak jej limita, ako mozeme vidiet, nie je racionélne ¢islo. Jej desatinny roz-
voj mame takreceno pre oCami; je nekonecny a neperiodicky. Preto priestor
(Q, p1) nie je uplny.

Priklad 17
Vysetrite tplnost metrického priestoru (R?, p), kde metrika p je pre A =
la1,as] a B = [by, by] definované takto:

V(a1 — b1)? + (az — bs)?, A, B lezia na jednej polpriamke
p(A,B) = vedenej z bodu [0, 0],
Va} + a3 + /0% + b2, inak.

Riesenie:

Uvahou ukazeme, ze priestor (R?, p) je tplny. Nech {4,}%°, C R? je ne-
jaka cauchyovska postupnost. Teda p(A,,, A,) musi byt malinké pre kazdé
dostatoc¢ne velké indexy m,n. Z charakteru vzdialenosti p mozu nastat dve
moznosti. Prva mozZnost je ta, Ze od istého indexu su vSetky ¢leny postup-
nosti {A,,}°°, ulozené na jednej polpriamke vedenej z bodu [0, 0]. Avsak pol-
priamka je uplny metricky priestor, takze {A,}5°,, ako cauchyovska, ma
limitu (na danej polpriamke). Druhd moznost je, ze od ziadneho indexu nie
st vSetky ¢leny postupnosti { A, }22 ; uloZené na jednej polpriamke vedenej z
bodu [0, 0]. To znamen4, ze ¢leny s velkymi indexami st vSeobecne nekoline-
arne rozhodené v rovine. Aby vSak bola splnené cauchyovskost postupnosti,
musia sa grupovat okolo bodu [0,0] (dobre si to premyslite so zretelom na
charakter vzdialenosti p(A;,, A4,) v tomto pripade; vyrazne pomdze nakreslit
si obrazok). To znamend, ze {A,}°°; je konvergetna s limitou [0, 0]. Takze
kazda postupnost v R2, ktord je cauchyovskd vzhladom na metriku p, je i
konvergetné v tejto metrike. Teda priestor (R?, p) je tplny.

Priklad 18
Vysetrite tplnost metrického priestoru (R, p), kde metrika p je definovana
takto (I oznac¢uje mnozinu vSetkych iracionalnych éisiel):
17 |$ - y| € 1[7

p(z,y) =19 1/2, |z —y|l € Q\{0},
0, T =1y.
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Riesenie:

Metricky priestor (R, p) je uplny. Ak totiz {z,}>°; C R je cauchyovska po-
stupnost, potom vieme, Ze existuje dostatocne velky index N tak, Ze vSetky
¢leny z,, s n > N maju vzdjomnt vzdialenost mensiu ako ¢ = 1/4. Avsak
nakolko vzdialenosti meriame v metrike p, podla jej definicie v zadani kazdé
dve rozne redlne ¢isla mozu mat vzajomnu vzdialenost minimdlne 1/2. Preto
nutne {x,}22, musi byt od indexu N konstantnd (premyslite si to :) ). To
ale znamena, ze potom existuje jej limita, rovna tejto konstante. Teda kazda
cauchyovska postupnost je konvergetna a (R, p) je uplny priestor.

Priklad 19
Uvazujme metricky priestor (M, p), kde

M:{x:{xk}?’:lgR, Zmi<oo},

k=1

a metrika p je definovana

plr.y) = | D lon—wl? zyeM
k=1

(oznadenie Y 2 @7 < 0o znamend, Ze nekoneény rad Y -, x7 mé konedny

sucet). VySetrite, ¢i v tomto priestore plati tvrdenie:
,kompaktna podmnozina = ohranic¢end a uzavretd podmnozina“

Riesenie:
Dokazeme, ze dané tvrdenie neplati, t.j. udame priklad podmnoziny, ktora
je vzhladom na dant metriku ohrani¢end i uzavretd, ale nie je kompaktna.
Uvazujme postupnosti 2™ = {x,&"]}zozl C R taks, 7e clen 20 = 1 a vietky jej
ostané cleny su 0, t.j.

" 0,00---,0, 1, 00,0, .
—_—— ) N— —
(prvych n—1 élenov) (n—ty ¢len) (zvysné ¢leny)

Oznacme A mnozinu v8etkych takychto postupnosti. Iste A C M (zddvodnite
si). Dalej plati:
0, n=m,
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(overte pomocou definicie metriky p). Teda vzdialenost dvoch réznych prvkov
podmnoziny A je pevne dand. Z toho vyplyva, ze A je ohrani¢ena (nemdze
sa rozpinat v M) a zaroven je uzavretd (nemé ziadne hromadné body, resp.
kazdy prvok v A je izolovany vzhladom na dant metriku). Na druhej strane
z postupnosti {z["}>  C A, t.j. z postupnosti

M :1,0,0,0,0,--,0,

2 :0,1,0,0,0, -, 0,
2% :0,0,1,0,0, -, 0,
4 :0,0,0,1,0,---,0,

sa neda vybrat konvergentna podpostupnost (prave z toho dovodu, Ze ¢leny
tejto postupnosti si nemozu byt tak blizko, ako vyzaduje konvergencia). Preto
podmnozina A nie je kompaktna.

Priklad 20
Rozhodnite, ¢i zobrazenie f : R — R definované

=10 270

je spojitym zobrazenim medzi metrickymi priestormi (R, p) a (R, p;), kde
metrika p je definovana takto:

x+ ) T )
o= { 0 22

Riesenie:
Funkcia f nie je spojitd napriklad v bode x = 0. UvaZujme postupnost
{z,}5°; C R definovant predpisom x,, = 1/n. Nakolko z,, # = = 0 pre kazdé
n € N, plati podla definicie metriky p:

p(an, ) = |n| + || = [1/n] + |0] = 1/n,

a dalej lim,, o p(2pn, z) = lim, o 1/n = 0. Teda postupnost {z,}>°; kon-
verguje k bodu x = 0. Naproti tomu prislusné postupnost funkénych hodnot
{f(zn)}oe, = {1}, (podla definicie zobrazenia f) konverguje v metrike p;
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k bodu y =1# f(z) = f(0) = 0. Preto f nie je spojité v bode = = 0.

Priklad 21
Dokazte, ze zobrazenie F : Cla,b] — R, a,b € R, definované

/f dz, feCla,b,

je lipschitzovské zobrazenie medzi metrickymi priestormi (C|a, b], p.) a (R, p1).
Urcte aj jeho Lipschitzovu konstantu.

Riesenie:
Potrebujeme ukéazat, Ze existuje L > 0 tak, ze pre kazdé f, g € Cla, b] plati:

|F(f) = F(g)] < L-pe(f.9g)

Nech teda f,g € Cla,b]. Oznac¢me M := p.(f,g) = maxyecpy |f(x) — g(z)].
Zrejme pre kazdé x € [a, b] plati (premyslite si to):

|f(z) = g(x)] < M.

x)dx—/abg(x)dx

b b b
/If(:v)—g(w)ldmé/ de:M-/ de = (b—a)-M = (b—a)-p.(f. 9).

Méme teda:

Dalej dostdvame odhady:

[F(f) = F(9)l =

b
/ (f(2) - gla)) da| <

[F(f) = F(g)l < (b —a)-p(f,9).

Zobrazenie F' je skutocne lipschitzovské, pricom Lipschitzova konstanta je
napriklad L = b — a. Poznamenajme, Ze F' je potom i spojité zobrazenie na
celom Cla, b].

Priklad 22
Néjdite pevné body zobrazenia f : [c,00) — R, kde f(z) =1/x ac >0, a
zistite, pre ktoré hodnoty c st splnené predpoklady Banachovej vety o pev-
nom bode.
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Riesenie:

Pevné body zobrazenia f urc¢ime rieSenim rovnice:
1
flz) =2 <= =z

Korene tejto rovnice st —1, 1, z nich pevnym bodom funkcie f moze byt
jedine x = 1 (definiény obor funkcie f obsahuje iba kladné realne ¢isla).
Preto ak ¢ € (0,1], zobrazenie f ma prdve jeden pevny bod, ak ¢ € (1,0),
zobrazenie [ nemd Ziadny pevny bod.

Overme predpoklady Banachovej vety o pevnom bode, t.j., treba overit
nasledujtce veci:

1. defini¢ny obor funkcie f je tplny metricky priestor
2. funkcia f zobrazuje svoj defini¢ny obor do seba
3. funkcia f je kontrakcia na celom svojom defini¢cnom obore

Prvy predpoklad je splneny, pretoze mnozina [c, o0) je pre kazdé ¢ > 0 uzav-
retd mnozina, a nakolko je podmnoZinou uplného metrického priestoru E!,
sama je uplny metricky podpriestor. Pozrime sa na druhy predpoklad. Lahko
sa presved¢ime (napr. pomocou vhodného obrazka), ze obor hodnot funkcie
f je mnozina (0,1/c). Aby funkcia f zobrazovala svoj defini¢ny obor do seba,
musi platit (0,1/c¢) C [¢, 00). To vSak neplati pre ziadne ¢ > 0. Staci si uvedo-
mit, Ze akékolvek kladné ¢islo e < min{c, 1/¢} patri do (0, 1/c), ale nepatri do
[c, 00). Preskimajme tretiu podmienku. Pokisme sa vhodne ohranicit vyraz

’f(.%’) - f(y)‘a T,y € [C, OO):

1
=— |z -yl
y

r—1Y
Yy
KedZe x© > ¢, y > ¢, plati 1/xy < 1/c2, preto:
1
(@) =l = Z - le—yl.
D4 sa ukézat (sktste sa zamyslief ako, za prikladom je maly néavod), ze

poslednd nerovnost je v istom zmysle ”kritickd”, t.j. pre kazdé 0 < L < 1/c?
existuje takd dvojica zg,yy € [c, 00), pre ktoru plati:

| f(z0) — f(yo)| > L|zo — yol-
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Preto funkcia f je kontraktivna na [c, 00) prdve vtedy, ked &islo 1/c¢* € [0,1).
Inak povedané ¢ > 1, teda ¢ > 1. Preto ak ¢ € (1,00), zobrazenie f je
kontrakcia na svojom definicnom obore. Naopak, ak ¢ € (0, 1], funkcia f nie
je kontrakcia na svojom definiénom obore.

Vidime teda, ze pre Ziadne ¢ > 0 nie st vSetky tri predpoklady Banachovej
vety splnené sucasne; prvy predpoklad plati vzdy, druhy predpoklad nie je
splneny nikdy a treti plati iba pre ¢ € (1, 00). Napriek tomu funkcia f méa pre
c € (0,1] prdve jeden pevny bod x = 1, hoci v tomto pripade neplati dokonca
ani posledny predpoklad :). To ukazuje, Ze podmienky Banachovej vety su
postacuguce, nie vsak nutné pre existenciu pevného bodu zobrazenia f.

Maly navod k dokazu kritickosti nerovnosti

7@) = )l < eyl ¥y € [e00).

e predpokladajte, ze existuje este lepSia kladna konstanta L — to zna-
mend, 7e existuje L < 1/c* tak, Ze pre kazdu dvojicu z,y € [c,o0)
plati:

[f(@) = fy) < L-|o—yl

e uvazujte kladné ¢islo 0 s vlastnostou

5 (1/L1—02,

(také zrejme existuje!) a ukazte, ze pre dvojicu zg = ¢, yo = ¢+ 0 plati:

|f(z0) = f(vo)| > L+ |xo — yol-

e uvézte, ze poslednd nerovnost je v rozpore s definicou éisla L.

Priklad 23
Uvazujme funkciu f : [¢c,00) — R, kde f(x) = lnxz a ¢ > 0. Zistite, pre
ktoré hodnoty c je f lipschitzovska, resp. kontraktivna na celom svojom de-
finicnom obore.

Riesenie:
Ukézeme, ze pre kazdé ¢ > 0 je zobrazenie f lipschitzovské. Vyuzijeme pri
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tom Langrangeovu vetu o strednej hodnote a fakt, ze derivacia funkcie f je
na intervale [¢, 00) ohrani¢end, nakolko plati:

(@) = [(nz)| =

=—<-, Vzé€/lc0).

SN
|l

z
(v krajnom bode x = ¢ uvazujeme derivaciu sprava f’ (c)). Nech z1,2, €
[c,00), x1 < 3. Potom podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote existuje
bod x1 < n < x9 tak, ze f(x1) — f(x2) = f'(n)(x1 — x2). VyuZijic predcha-
dzajuci odhad derivacie dostaneme:

, 1

[f@1) = fla2)l = [F ()] oy = 22] < — -y — 2.

Teda f je skutoc¢ne lipschitzovskd s hodnotou Lipschitzovej konstanty L =
1/c. Naviac ukdzeme, ze tato hodnota L je optimélna, resp. kritickd (pozri
predchédzajuci priklad). Inymi slovami, ukdzeme, 7Ze L = 1/c je najmensia
mozné hodnota Lipschitzovej konstanty. Budeme to dokazovat sporom. Nech
teda existuje kladné L, < 1/c s vlastnostou:

Vay,xe € [c,00) @ |f(x1) — f(22)| < Ly - |21 — 22
Vieme, ze f’ (c) =1/c, t.j. podla definicie derivéacie funkcie plati:

limM:_, aaj lim flz) = f9] _
z—ct r—cC C x—ct xr —cC

1
c

1

)
C

pretoze absolutna hodnota je spojita funkcia svojho argumentu a ¢ > 0. Nech
x > capolozme x; = ¢ a x5 = x. Potom podla vlastnosti ¢isla L, musi platit:
f@) = fle)| _ |f(z) — f(c)| 1

= <L, < -
r—c |z — | c

Limitovanim poslednej nerovnosti x — ¢ a vyuzitim predchadzajtcej limity
dostaneme:
1

— = lim
& T—ct

flz) = f(o)

1
< lim L,=L, < —-.
x—c c

z—ct

Dospeli sme k sporu, nakolko nerovnosti 1/¢ < L, < 1/c neplatia. Preto
L = 1/c¢ je najmensia hodnota Lipschitzovej konstanty pre funkciu f na
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intervale [c, 00). Tato skuto¢nost nam teraz poslazi pri zistovani kontraktiv-
nosti funkcie f. Plati, Ze f je kontraktivna na [c, c0) prave vtedy, ked 1/c < 1,
teda ¢ > 1 (samy si to premyslite :) ).

Pozndmka: Ako sme videli na tomto priklade, derivacia funkcie hra vy-
znamnu ulohu pri zistovani lipschitzovskosti funkcie. Plati takéto tvrdenie
(pozri skripta manzelov Doslych alebo Hasilovu—Zeméankovu zbierku): Dife-
rencovatelnd funkcia f : Z — [, kde Z je netrividlny interval, je lipschit-
zovskd na I prave vtedy, ked f'(z) je ohranic¢end na Z, t.j.:

sup | f'(z)| < .
x€L

Naviac, f je kontraktivna na Z prave vtedy, ked:

sup | f'(z)] < 1.
zel
Priklad 24
Rozhodnite, pre ktoré ¢ > 0 je funkcia f(z) = v/z lipschitzovskd na intervale
[0, c]. V kladnom pripade uréte aj Lipschiztovu konstantu.

Riesenie:

Ukézeme, Ze f nie je lipschitzovska na [0, ¢] pre Ziadne ¢ > 0. Podla poznamky
k predchédzajicemu prikladu funkcia f je lipschitzovska na [0, ¢] prave vtedy,
ked jej derivacia f’ je ohranicend na [0, c|]. AvSak funkcia f'(z) = ﬁi ma v
bode = = 0 singularitu:

lim —— = oc.

o0t 2T
Preto [ je neohrani¢end na [0, ¢] pre kazdé ¢ > 0, a teda f nemdze byt lips-
chitzovska na [0, ¢].

Priklad 25
Uréte interval typu [—a, a], a > 0, na ktorom st pre funkciu f(z) = 2’23_ L spl-
nené predpoklady Banachovej vety o pevnom bode a metédou postupnych
aproximacii najdite tento pevny bod.

Riesenie:
Podmienka uplnosti je splnené, nakolko kazdy uzavrety interval [—a,a] je
tplny metricky priestor vzhladom na metriku p;. Dalej chceme, aby f zobra-
zovala interval [—a,a] do seba. Pomocou vhodného obrazku lahko zistime,
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Ze obraz intervalu [—a, a] v zobrazeni f je interval [—%, azg’ 1] Pozadujeme
teda:
1 a?2-1
—=, C [~a,a).
3 3

Rozmenené na drobné to znameni:

1 a’®—1 9
—ag—g A 3 <a)] <= (@>1/3 N a*=3a—-1<0).

Rozriesenim poslednej dvojice nerovnosti dostaneme:

1 3++v13
3’ 2

Nakoniec zabezpecime kontraktivnost funkcie f. Podla poznamky za prikla-
dom 23 je f kontraktivna vsade tam, kde |f'(z)| < 1, t.j.:

=55

Preto je nutné, aby a < 3/2. Kombinaciou s predchadzajucim vysledkom o
Cisle a dostaneme ohranicenie (plati 3/2 < (3 + 1/13)/2):

a€1§
372)°

Pre kazdé a z tohto intervalu st na intervale [—a,a| splnené predpoklady
Banachovej vety o pevnom bode. Preto existuje prave jeden pevny bod fun-
kcie f, ktory lezi v kazdom z tychto intervalov. Ilustrujeme teraz metédu
postupnych aproximécii na jeho najdenie. Zvolme z; = 0 (iste 0 € [—a, a]
pre kazdé kladné a). Potom:

2x

3

2| | <1 = | |<3
=—|z | < <.
3 2

21 1
wo = fa1) = xlg = —5 ~ ~0.333333333,
2.1 8
w3 = f(12) = 9323 = — 5 ~ —0.2962062963,
2 _ 1 665
va= flag) = B~ = ~ —0.3040695016,

3 2187
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2

22— 1 4340744

_ _ _ ~ —0.3025139127
75 = f(24) 3 14 348 907 ’

2_1  187049073621113
s — - _ ~ —0.3028284442,

o = ) = e = T 673396283947

Presnt hodnotu hladaného pevného bodu samozrejme zistime riesenim kvad-
ratickej rovnice f(z) = % = z. Jeden z jej korenov je r = %ﬁ ~
—0.3027756377. Vidime, ze uz pri Siestej aproximécii zg je chyba radovo
jedna desaftisicina, ¢o je z praktického hladiska zanedbatelné.

Funkcia f(z) ma vSak i dalsi pevny bod, a to z, = %ﬁ ~ 3.3027756377.
Existencia tohto pevného bodu vSak nevyplyva z Banachovej vety, nakolko

na okoli x, nie je f kontraktivna, nakolko z, > 3/2.

Priklad 26
Pomocou Banachovej vety o pevnom bode néajdite riesenie rovnice:

e" —2xr—1=0.

Riesenie:
Rovnicu si prepiSeme na tvar:

e? —1
= T.
2

Tym sme previedli tlohu najst koreti rovnice na tlohe néajst pevny bod fun-
kcie f(z) = ETT’I Podme teraz skimat, pre aké x € R st splnené podmienky
Banachovej vety o pevnom bode (definiény obor funkcie f je zrejme celé R).
UkéZzeme, ze pre vhodné a > 0 s na uzavretom intervale [—a,a] splnené
vsetky.

e Uplny metricky priestor — [—a, a] je uzavretd podmnozina tiplného met-
rického priestoru (R, py), preto i ([—a,al, p1) je Gplny metricky pod-
priestor pre kazdé a > 0.

e f zobrazuje [—a,a] do seba — kedZe f je rastiica funkcia, plati:

e ?—1 e*—1
2 72 )

o) = |
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Chceme, aby platilo

e v—1e*—1
) g [_a7 a’]?
2 2
teda:
< e -1 A e’ —1 <
—a ) =~ a,
- 2 2
¢o je nakoniec ekvivaletné s nerovnostami:
e v —1 e’ —1
<2, A <2
—a a

Spomenme si na znamu limitu:

et —1
lim =
z—0 x

1.

Ak ju rozmenime na drobné, tak dostaneme, ze ak sme s x dostatoc¢ne
blizko k 0 (i sprava, i zlava), potom hodnota vyrazu % je isto mensSia
ako 2 (lebo tento vyraz konverguje k hodnote 1 < 2). Preto pre dosta-
tofne malé a > 0 bude splnend poziadavka, aby f zobrazovalo [—a, d]

do seba.

f je kontrakcia — vyuzijeme poznamku za prikladom 23; f bude kon-

trakcia prave tam, kde |f'(z)| < 1, t.j.

o= (S5

Preto stadéi vziat a < In 2.

T

e”
2

2

Zistili sme teda, Ze pre kaZdé dostatocne malé a > 0 budi na [—a, a] splnené
vSetky predpoklady Banachovej vety o pevnom bode, a teda f bude mat v
[—a, a] prdve jeden pevny bod. Vo zvyraznenych slovach poslednej vety je
zaroven skrytd i hodnota tohto pevného bodu :). Hladany jediny pevny bod
musi totiz lezat v kazdom z intervalov [—a, a]. Nie je tazké sa dovtipit, ze sa
jedné o bod x = 0. Skutoé¢ne, plati f(0) = 0. Zaroveni x = 0 je teda rieSenie

rovnice v zadani ulohy.
Na druhej strane, funkcia f mé aj dalsi pevny bod, a to z, ~ 1.2564312009.

Je niekde chyba? :) Vobec nie, len sa tu ukazuje, (podobne ako v priklade
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vyssie), ze podmienky Banachovej vety st postacujice na existenciu pevného
bodu zobrazenia, nie vSak nutné (napr. f nie je kontraktivna na okoli bodu
x4, nakolko x, > In2 =~ 0.693147180).

Nerieseny dodatok k prikladu 26:
Prepisme si rovnicu e* — 2z — 1 = 0 inym sp6sobom, nez sme to urobili v
priklade 26; konkrétne:

e’ —2r—1=0,
e’ =2r+1,
r=In(2z +1).

Tym sme previedli tlohu najst korefi rovnice na tlohu najst pevny bod fun-
kcie g(z) = In(2x+1). Dokazte, Ze pre funkciu g st na intervale [1, 2] splnené
v8etky predpoklady Banachovej vety o pevnom bode (analogicky, ako sme
to robili v priklade 26). Z toho potom ustdte, Ze v [1,2] ma g prave jeden
pevny bod, t.j. v [1,2] existuje prave jeden koren rovnice e — 2z — 1 =0 (je
to prave ,zahadny* koreti x, uvedeny vyssie :) ).

Priklad 27
Pomocou Banachovej vety o pevnom bode a metédou postupnych aproxima-
cii ndjdite riesenie zaciatoc¢nej ulohy:

/

v =-y, y0) =1

1

2
Riesenie:

Aby sme mohli aplikovat princip pevného bodu, rovnicu prepiSeme do tzv.

integralneho tvaru — integrujeme obe strany rovnice a vyuZzijeme zaciatocnu

podmienku:
x 1171
/ y(t) dt = / Sy(t)d,
0 0 2



Posledné integralna rovnica je ekvivalentna so zaciatoc¢nou tlohou v zadani.
Podme teraz prebraf podmienky Banachovej vety. Potrebujeme mat nejaky
uplny metricky priestor a na mnom nejaké kontraktivne zobrazenie. KedZze
rieSenie nasej zaciatocnej ulohy je spojita funkcia definované na istom okoli
bodu x = 0, ako kandidat na metricky priestor sa nam prirodzene pontka
priestor (C[—9, ], p.), kde & > 0, t.j. priestor spojitych funkcii na uzavretom
intervale [—¢, 0] s metrikou p.. Vieme, ze (C[—46, 0], p.) je uplny priestor pre
kazdé 6 > 0. Vhodné zobrazenie F' nam vyplynie priamo z vysSie uvedenej
integralneho rovnice:

Vfec|-4,0] : F(f)(a:):1+/0x%f(t)dt.

Zobrazenie F' funguje tak, Ze kazdej funkcii f, ktord je spojitd na [—d,4d],
priradi novti funkciu F(f), ktorej hodnota v bode x je 1+ [ 5 f(t) dt (vSim-
nime si, ze funkcia y je rieSenim zaciatoc¢nej tlohy v zadani prave vtedy, ked
F(y) = y, teda ked y je pevny bod zobrazenia F'; odtialto prameni motivacia
uvazovat I’ v takomto tvare). Zrejme F(f) je opif spojita funkcia na [, d]
(integral ako funkcia hornej medze je spojitou funkciou). Teda zobrazenie F
definované vyssie zobrazuje priestor (C[—0, 0], p.) do seba. Nakoniec je treba
overit, ¢i F je kontrakcia. Nech f, g € C[—0, 0]. Poktsime sa zhora odhadnit
vzdialenost p.(F(f), F(g)) pomocou vzdialenosti p.(f, g):

poF(F).Fl)) = max. |F(F)(x) = F(g)(a)] =

<1+/0x%f(t)dt> - (l—i—/om%g(t)dt)‘:

— Imax
z€[—0,0]
ma /wlf(t)dt /Il (1) dt| = ma /xl(f(t) (1) dt| <
g X —_ —_ —_ — X — —
zel-66] | Jo 2 0 29 zel-6] | Jo 2 g -

< max [ 5170 = gto]dt

Dalej integral fow je ako funkcia premennej x neklesajuci, a tak svoju maxi-
mélnu hodnotu bude nadobudat pre x = ¢, teda:

PP F(@) < max [ 2156 =gl de= [ 5170 = gto]dr

z€[—0,0]

28



Posledny integral odhadneme zhora pomocou nerovnosti:

vEe0.0] - [£() —g(t)] < max |f(t) = g()] = pe(f. ).

Preto plati:

i1 91 1 J )
0 2 0 2 2 0 2
Dostali sme teda odhad:

pF(), Fg)) < 5 pe(F.9)

Volbou 0 < § < 2 bude zobrazenie F' kontraktivne. Ukazali sme, Ze v pripade
metrického priestoru (C[—0d, 0], p.) s 0 < § < 2 a zobrazenia F' definovaného
vyssie st splnené podmienky Banachovej vety o pevnom bode. Preto F' méa
prave jeden pevny bod y, t.j. F'(y) = y. Inymi slovami, existuje prave jedna
funkcia y, ktora je spojitd na uzavretom intervale [—0, §] a pre ktort plati:

y(x) =1+ /Ox%y(t) dt.

Ak tato rovnost derivujeme podla x, dostaneme:

Teda y je spojito diferencovatelnd na [—d,0] a je rieSenim rovnice v zadani
tlohy. Nakoniec y(0) = 1. Ukazali sme teda existenciu a jednoznacnost riese-
nia y nasej zaciatocnej ulohy. Stale vSak konkrétne nepozname toto riesenie.
Na jeho konstrukciu vyuzijeme metodu postupnych aproximacii. Z Banacho-
vej vety vieme, Ze y = lim,, o Yn, kde postupnost {y,}>2, C C[—4,d] je defi-
novana rekurentne — yq je lubovolna spojita funkcia na [—4, 6] a y,11 = F(yy,)
pre kazdé n € Ny. Polozme 1y = 1. Potom plati:

x

1 1
y1<x>=F<yo><w>=1+/ —yo<t>dt=1+/ la—14%
. 2 . 2 2

y2(x)=F(y1)(x):1+/Oz%y1(t)dt:1+/ox%<1+%) dt =
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yg(a:):F(yg)(a:):1+/0$%y2(t)dt=1+/oz%<1+%+@) dt =

r @2, @

=1+

2 2 6
R AR

Vidime, Ze n-ta aproximécia v, je n-t§ Maclaurinov polyném funkcie e*/2. D4
sa ukazat, ze y(z) = lim, o yn(7) = /2 (teda presne to, ¢o uz vieme z rie-
Senia diferencidlnych rovnic; rovnica v zadani je totiz LDR I. radu bez pravej
strany, pricom separaciou premennych, naslednou integraciou a aplikovanim
zadiatocnej podmienky dostaneme prave rieSenie y = e*/ 3.
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