Problém — integra¢ny faktor Bernoulliho rovnice

Metéda integracného faktora je univerzalna a hlboka metdda riesenia di-
ferencialnych rovnic prvého radu, v ktorych je vyjadrena derivacia v/, t.j.
rovnic tvaru

y, = f (CE ) y)
(pozri napr. skripta M. Raba, str. 36-38; st tam uvedené priklady integrac-
nych faktorov niekolkych typov rovnic spolu s vyznamnou Kamkeho vetou,
ktord zarucuje existenciu integracného faktora). Napriklad pre LDR I. radu

Yy + f()y = g(x)
sme zistili, Ze za jej integracny faktor je mozné vziat funkciu
R(z) = ol f@)dz,
V tomto pripade to funguje tak, Ze cela rovnica sa vynasobi funkciou R(x)
y el f@)dr f(x)y - of fl@)dz _ g(:,;)eff(ﬂﬂ)dﬂc7

pricom Tava strana poslednej rovnice je upind derivdcia podla premennej x

Y el T@de o p(p)y . ol f@)de _ <y . eff(w)dw>

/

Toto pozorovanie nadm umoznilo dani rovnicu vyriesit. Nie¢o podobné plati
i v pripade Bernoulliho rovnice

y + f(v)y = g(x)y*, a#0,1

Jej integraénym faktorom budeme rozumief nenulovi funkciu R(z,y) s na-
sledovnou vlastnosfou. Vynasobime Bernoulliho rovnicu funkciou R(z,y)

Y - R(z,y) + f(x)y - R(z,y) = g(x)y” - R(z,y)
a pozadujeme:
P1 prava strana g(z)y® - R(z,y) je funkciou iba premennej z,

P2 Tavé strana y' - R(z,y) + f(z)y - R(x,y) sa da napisat ako tplna deri-
vécia podla premennej = vyrazu A(x)B(y) pre nejaké diferencovatelné
funkcie A(x) a B(y), t.j. plati

Y- R(z,y) + f(2)y - R(z,y) = (A(z)B(y))". (1)



Podmienka P2 sa mysli v tomto zmysle. Ak do rovnosti (1) dosadime aki-
kolvek pripustni funkciu y = y(x) premennej x, musime dostat identickt
rovnost. Pod pojmom pripustnd sa mysli, Ze hodnoty y = y(x) patria do
definiéného oboru funkcie R(z,y) a existuje vlastna derivacia y'(z) podla
premennej x. Napriklad

y -2t ty-20 = (y-2?).
Do tejto rovnice mozeme dosadif akikolvek diferencovatelni funkciu y =
y(z) a dostaneme identicki rovnost; dalej plati A(z) = 2% a B(y) = .
V nasledujicom sa zameriame na preskimanie mnoziny vsetkych integ-
ra¢nych faktorov R(x,y) Bernoulliho rovnice.

Problém 1
Ukazte, ze funkcia R(z,y) tvaru:

R(ZL’, y) _ i . e(l—a)-ff(x)dac
Yo

je integracny faktor Bernoulliho rovnice.

Navod:

Overte, Ze funkcia R(x, %) daného tvaru spliia vysie uvedené podmienky P1
a P2 integracného faktora Bernoulliho rovnice. Uréte i funkcie A(x) a B(y)
v podmienke P2.

Problém 2
Dokazte, ze kaZdy integraény faktor R(z,y) (v zmysle vySsie uvedenej
definicie) ma tvar:

R(z,y) = C - L . oi-o)f fa)da.
ya
kde C' je Iubovolna nenulova redlna konstanta. Dalej ukéaZte, Ze potom pre
funkcie A(x) a B(y) plati:

Alz) = K -et=o[J@dz By = L. g1,
kde K, L st konstanty spliiajtace pre dané C:
C

1l -«

KL =



Ndvod:

1.

Ukézte, ze z podmienky P1 vyplyva R(z,y) =y~ - h(z), kde h(z) je
nenulova funkcia iba premennej x.

. Pomocou podmienky P2 ukézte, ze funkcia h(z) spliia rovnost:

Nlz)

l—«

(y' )" +y' = f(@)h(z) = (A(2)B(y)) - (2)

. Nech yp je Tubovolné redlne ¢islo také, Ze mocnina y; “ je definovan.

Volbou konstantnej funkcie y = yo v rovnosti (2) ukazte, ze pre kazdé
pripustné x plati:

vo "+ f(2)h(z) = Blyo) - A'(2).
Z tohto usudte, ze pre funkcie B(y) a A'(z

~—

musi platit

Bly)=L-y*, Alx)=+-f(2)h(z), (3)

SIE

kde L je nenulova konstanta.

Dosadenim vyrazov v (3) do rovnosti (2), naslednym rozderivovanim a
upravou odvodte, Ze plati rovnost

oy a1 - 1] <o

11—«

pre kazda pripustnt funkciu y = y(z). Z toho potom volbou funkcie
Yy = 27 s ukdZte rovnost:

Az) L= . (4)

Kombinaciou druhej rovnice v (3) a rovnice v (4) odvodte, ze plati:

W(z) = (1—a)- f(x)h(z). ()

Vyrieste ttto diferencidlnu rovnicu a ukazte, ze h(z) = C-e(t=0)J f@)dz,
kde C je nenulova realna konstanta.

Ukézte tvar integracného faktora R(x,y) v zadani problému a pomocou
vyjadrenia v (4), tvaru funkcie h(x) ziskaného v kroku 5. a volbou
K = % overte i tvar funkcie A(zx).
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