Priklady na precvicovanie — systémy linearnych DR
prvého radu

Pod pojmom (homogénny) systém n linedrnych DR prvého radu rozumieme
n linedrnych DR rovnic prvého radu tvaru

yp = an(t) v+ a(t) - y2 +as(t) -ys+ -+ + arn(t) - yn,

Yo = a1 (t) - y1 + age(t) - y2 + azs(t) - ys + -+ + aon(t) - Yn,
Yy = as1(t) - y1 + asa(t) - y2 + ass(t) - ys + -+ + asn(t) - Y,

Yo = an1(t) - y1 + ana(t) - Y2 + an3(t) - ys + -+ + ann(t) - Yn,

kde a;;(t), i,j = 1, ..., n, s dané spojité funkcie nezavislej premennej ¢
a Yy, ..., Yo SU neznadme funkcie premennej ¢ (nezavisli premenntt budeme
teraz znacif pismenom t namiesto doterajsicho x). NaSou tlohou je najst
vsetky n-tice funkcii y1, ..., y,, ktoré riesia dant ststavu rovnic.

Uvedena sustava linedrnych DR tzko stvisi s homogénnou linedrnou DR
n-tého radu. Plati totiz, Ze kazda linedrna DR n-tého radu sa da prepisat na
systém n linedrnych DR prvého rddu. V pripade, ak funkcie a;;(t) st kon-
Stanty, t.j. ak mame systém n linedrnych DR s konstantnymi koeficientams,
uvedené pozorovanie plati aj naopak — dany systém sa da previest na line-
arnu DR rovnicu n-tého radu s konstantnymi koeficientami. To je zakladom
tzv. eliminacnej metody rieSenia uvedeného systému. Systém sa prevedie na
LDR n-tého radu, najde sa jej vSeobecné riesenie, a z neho sa potom spétne
skonstruuju rieSenia y, ..., y, systému.

V tomto dokumente sa budeme zaoberat iba systémami s konstantnymi
koeficientami, a to iba pripadom n = 2. Nezname funkcie budeme pre jedno-
duchost oznacovat x = z(t) a y = y(t). Skimame teda systém tvaru

2 = ax + by,

y' = cx +dy,

kde a,b,c,d € R st konstanty. Na jeho riesenie sa efektivne vyuzivaja dve
metody — eliminacnéa metdda, spocivajuca v prevode systému na LDR rovnicu
druhého radu (ilustrujeme na nasledujicom priklade), a metéda vlastnych
¢isiel a vlastnych vektorov.



Priklad 1
Najdite vSeobecné rieSenie systému

' =Tz + 6y,

y = 2z + 6y.
Riesenie:
Elimina¢na metoda spociva v tom, zZe z tejto ststavy eliminujeme jednu ne-
znamu funkciu, napriklad funkciu y. To vykoname tak, ze derivujeme prva
rovnicu podla premenne;j t:

2 =71+ 6y.

Nésledne dosadime za 2’ a 1’ ich vyjadrenia pomocou systému v zadani.
Dostaneme:

2 =T +6y =7 (Tx+ 6y) + 6 - (2 + 6y) = 61x + 78y.
Pomocou rovnic
2" =6lx + 78y, a =Tx+ 6y

eliminujeme funkciu y. Napriklad z druhej rovnice mame y = ¢(2' — 7x).
Dosadenim do prvej dostaneme:

1
.9:”:61:15—1—78-6(33’—73:) =6lz+13(2' —72) = 2" — 132" +30x = 0.

Dostali sme homogénnu LDR rovnicu druhého radu s konstanymi koeficien-
tami pre neznamu funkciu z. Standardnou metédou najdeme jej vieobecné
riesenie:

Tr = C’le?’t + Cgel()t, Cl, Cg € R.
Z neho dopoc¢itame neznamu funkciu y (detailné vypocty vynechévame):

1 2 1
Yy = 6 (I/ — 71’) = —g C’le3t -+ 5 CQGlOt.

Vseobecné rieSenie systému v zadani ma teda tvar:

2 1
xr = C’legt —+ CQGIOt, Yy = —g Cle?’t + 5 CQGlOt, Cl, CQ c R.



Pripomenime, Zze pod pojmom vSeobecné rieSenie systému budeme rozumiet
rieSenie, z ktorého vieme vhodnou volbou konstant zostrojit akékolvek iné
rieSenie daného systému.

Druh4 metéda riesenia systému LDR rovnic s konstantnymi koeficientami
je zalozena na prepise daného systému na vektorovy tvar:

z\’ _(a b z

y)  \e d) \y)
RieSenie z(t), y(t) pdvodného systému teda vytvara vektorové rieSenie (”’58)
tohto vektorového systému. Naopak, pre kazdu dvojrozmernia vektorovi fun-

kciu 7(t) = (;”8) (dvojrozmerny vektor, ktorého zlozky st funkcie premenne;

,_(a b\ _
77_ Cd 77

plati, Ze dvojica funkcii z(t), y(t) je rieSenim pdvodného systému. Staci nam
teda najst vSeobecné rieSenie daného vektorového systému. Podobne ako pri
LDR n-tého radu toto vseobecné riesenie méa tvar

t), spliiajticu

Cim+ Comp,  C1,0% €R,

kde 77; a 775 st lubovoIné dve linedrne nezavislé rieSenia vektorového systému.
No a pri urcovani riesSeni 7; a 7)p sa vyuzivaji prave vlastné cisla a vlastné

vektory matice
a b
A= ( ¢ )

Metdda je zalozena na tomto pozorovani. Ak A je vlastné ¢islo matice A a v
je prislusny nenulovy vlastny vektor, t.j. Ao = A v, potom vektorova funkcia

it)=eN-v

je linedrne nezéavislé riesenie nasho vektorového systému (overenie nie je
tazké, presvedcte sa o tom dosadenim funkcie e* - o do vektorového systému).
Dalej plati, ze pre rozne vlastné ¢isla \; a Ay matice A st prislugné vektorové
riesenia 7, (t) = eM!- 9y a 7jy(t) = e*2!. 7, linedrne nezavislé. Podobne, ak ¥ a 0
st dva linearne nezavislé vlastné vektory matice A odpovedajice rovnakému
vlastnému ¢slu A\, potom funkcie 7 = e -7 a { = e - @ st opit linearne
nezavislé vektorové riesenia.



Cela hra teda spociva v hladani vlastnych ¢isiel a prislusnych linearne
nezavislych vlastnych vektoroch matice A. Nakolko matica A je typu 2 X 2,
mozu nastat celkovo 4 pripady:

e A mé dve rozne realne vlastné cisla. Kazdému vlastnému ¢islu odpo-
veda jeden nenulovy vlastny vektor, a teda vieme zostrojit dve linearne
nezavislé vektorové riesenia 7 (t) a 7(t).

e A méa jedno dvojnasobné vlastné ¢islo, ktorému odpovedaju dva li-
nearne nezavislé nenulové vlastné vektory. Opit vieme zostrojit dve
linedrne nezavislé vektorové riesenia 7 (t) a 7j2(t).

e A ma jedno dvojnasobné vlastné ¢islo, ktorému vsak odpoveda len je-
den linedrne nezavisly nenulovy vlastny vektor. V tomto pripade vieme
pomocou vlastného vektora zostrojit iba jedno linedrne nezévislé vek-
torové riesenie 7j;(t). Druhé linedrne nezavislé vektorové riesenie 7jp(t)
sa najde pomocou tzv. zovseobecneného vlastného vektora matice A.

e A ma dvojicu nerealnych komplexne zdruzenych vlastnych ¢isiel. Od-
povedajuce vlastné vektory maju komplexné stradnice. Pomocou ich
redlnych a imaginarnych casti sa zostroja dve linearne nezavislé vekto-
rové rieSenia 7 (t) a 72(t). KIacova je pri tom Eulerova indetita:

VoeR : e =cosp+i-sing.

Kazdy pripad teraz preberieme na konkrétnych prikladoch.

Priklad 2
Najdite vSeobecné rieSenie systému
o =x+y,
y =8xr —y.

Riesenie:
Systém prepiseme do vektorového zapisu:

G- 3)0)



Prislusna matica A systému ma tvar:

().

Néjdeme vlastné ¢isla matica A. Plati (po aprave):

1—-A 1

det(A—/\-]):‘ S 1

‘:0 — A -9=0.

Charakteristicky polyném matice A mé teda dva rozne realne korene \; = 3
a A2 = —3. Ku kazdému vlastnému ¢islu ndjdeme prislusny nenulovy vlastny
vektor. Pripomenme, ze k vlastnému c¢islo A matice A sa prislusny vlastny
vektor v najde ako rieSenie homogénnej linearnej ststavy:

Av=X 0 <= (A-X-Dv=0.
V nasom pripade postupne dostavame:

e vlastné ¢islo \; = 3 — vlastny vektor o = (v, v2)” néjdeme riesenim
stustavy:

(L) @ = () ()

Stistava m4 len jedno linedrne nezdvislé riesenie, napriklad v = (1,2)%.
Prislusné linearne nezavislé vektorové riesenie 7; mé potom tvar:

1
m=eM . v=e" (2)

e vlastné ¢islo \; = —3 — vlastny vektor @w = (wy, we)” nédjdeme riesenim
stustavy:

(5 ) G = () ()-e

Ststava méa opéf len jedno linedrne nezavislé riesenie, napriklad w =
(1,—4)T. Prislusné linedrne nezévislé vektorové rieSenie 7, méa potom

tvar: .
=e¥ w=e (_4).



Vseobecné vektorové riesenie systému v zadani méa teda tvar:

T\ _ a1 (LY _f Cre + Coe™
(y) —01771+C2772 _C’le (2) —|—Cze (_4> - (2016375—4026_3t .

Odtialto pre nezname funkcie z,y potom mame:

r = 01 e?’t -+ CQ e_?’t, Yy = 201 e3t — 402 e_?’t, 01, OQ c R.

Priklad 3
Najdite vSeobecné riesenie systému
=2z,
y' = 2y.

Riesenie:
Prepiseme systém do vektorového tvaru:

() =(2)-()
()

Ihned vidime, Ze matica A mé dvojnasobné vlastné ¢islo A = 2. K nemu
odpovedajtce vlastné vektory ndjdeme ako riesenia homogénnej ststavy

Matica systému je:

A-X-DNHv=0 = (8 (()))17:0.

Tato ststava ma dve linedrne nezdvislé riesenia, napriklad v = (1,0)7 a
w = (0,1)T. Vieme teda zostrojit dve linedrne nezavislé vektorové riesenia 7j
a ( daného systému:

1 - 0
R e )



Preto vSeobecné rieSenie vektorového systému mozeme zapisat v tvare:

AN a1 20\  [(Cre*
(y)—Cln—i—C'gC—C’le (0)+026 (1)_(Cze2t .

Z tohto vyjadrenia dostavame vseobecné riesenie systému v zadani:

T = 01 th, Yy = 02 th, 01,02 e R.

Priklad 4
Najdite vseobecné riesenie systému
¥ = —dx — vy,
y =z — 2.

Riesenie:
Matica daného systému ma tvar:

A:(_14 _—21)

Pozrieme sa na jej vlastné cisla. Plati:

—4 - ) —1
1 —-2-A

‘—o = (A+3)=0.

Matica A mé teda opif jedno dvojnasobné vlastné ¢islo A = —3. V tomto
pripade vSak k nemu existuje len jeden linedrne nezavisly vlastny vektor.
Vyplyva to z toho, ze matica

() )

ma hodnost 1, a teda jej jadro mé dimenziu rovnta 2 — 1 = 1 (vlastné vektory
matice A prislichajice vlastnému ¢islu A st prvky jadra matice (A — A 1)).
Onen jeden linedrne nezavisly vlastny vektor je napriklad v = (1, —1)7. Po-
mocou v vieme skonstruovat jedno linedrne nezavislé vektorové riesenie 7:

1
S M =3t '
n=e"-v=e (_1)

7



Potrebujeme najst eSte jedno vektorové rieSenie ( systému v zadani tak, aby
77 a ¢ boli linedrne nezavislé. RieSenie ( mdéZeme uvazovat v tvare

(=eM(t-v+w)=e™ (t (_11) —i-u_)),

kde vektor w je lubovolné rieSenie nehomogénnej ststavy

()= (G)

Vektor w sa nazyva zovSeobecneny vlastny vektor matice A. Riesenim tejto
stistavy dostaneme napriklad @ = (0, —1)T. Vektorové rieSenie ¢ ma potom

tvar: o (t ( _11) . <_01>) - e3t(_tt_ 1)-

Vseobecné riesenie vektorového systému ma teda tvar:

(x) :Clﬁ+02§:01e3t( L ) +02e3t( t > —
y ~1 —t—1

- (_e—i—[z[fj igjﬁ 1)])'

Pre vSeobecné riesenie systému v zadani potom plati:

T = ef?’t[C’l -+ CQt], Yy = —ef?’t[Cl -+ Cg(t -+ 1)], Cl, 02 € R.

Priklad 5
Najdite vSeobecné riesenie systému
7 = x4+ 3y,
Yy =-3x+y.

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicich prikladoch. Prislusna matica

systému je:
1 3
A= (_3 : ) |

8



Stanovime vlastné ¢isla matice A. Plati:

1—-A 3
-3 1-A

‘:0 _— ()\—1)2+9:0 — A=1=+3i

Jedn4 sa teda o pripad, ked matica A mé za vlastné ¢isla dvojicu neredlnych
komplexne zdruzenych é&isiel, konkrétne A = 1 +3i a A = 1 — 3i. Vlastnému
¢islu A = 1+ 3i odpoveda jeden linearne nezavisly komplexny vlastny vektor
U, ktory dostaneme riesenim homogénnej stistavy:

1—A 3 G0 =-3i 3 50
-3 1= N -3 -=3i -
Méme napriklad o = (1,i)”. Pomocou vektora o vieme zostavit komplexné
vektorové riesenie daného systému v tvare:

Mg — (14301 1 _ eIt
i e(1-1-3i)t . ’

Posledny vektor ma komplexné stiradnice. Uréime jeho redlnu a imaginarnu
¢ast. Pomocou Eulerovej identity méame:

eUF3IE — ot +38 — ot L o13t — ol (cog 3t + 1 - sin 3t).

Dosadenim do vyjadrenia pre ziskané komplexné vektorové riesenie, nasled-
nym roznasobenim a rozdelenim na redlnu a imaginarnu ¢ast dostaneme:

( (1431t ) B ( e'(cos 3t + 1 - sin 3t) ) B ( e’ cos 3t +1-e'sin 3t ) B
e

(1430t . § et(cos3t +1-sin3t) - i —elsin3t +i-efcosdt)

et cos 3t L el sin 3t
= i- )
—etsin 3t et cos 3t

Reélna aj imaginarna cast posledného vyrazu st dve redine linearne nezavislé
vektorové riesenia systému v zadani, t.j.

([ e'cos3t _ [e'sin3t
M=\ _etsin3t)” ™7 \etcosst)

Preto vseobecné vektorové riesenie daného systému ma tvar:

x el cos 3t e’ sin 3t
=Cim+Cynp=C C =
<y) 1+ ! (—et sin St) T <et cos 3t>

9



_( Ciefcos 3t + Che' sin 3t
 \—Chetsin3t + Cyetcos3t )’

Pre nezname funkcie z, y potom dostaneme:

x = Cie' cos 3t + Cye’sin3t, y = —Cie'sin3t + Cye’cos3t, C1,0y € R.

Neriesené priklady

1. Systém z Prikladu 1 vyrieste metddou vlastnych ¢isiel a vlastnych vek-
torov.

2. ' =4x -3y, vy =bxr—4y.
[x = Clet + 302€_t, Yy = Clet + 502€_t, Cl, 02 < R]
/

3. x=x+y, Yy =-5r—y.

[ = Cycos2t + Cysin2t, y = —Cy(cos2t + 2sin2t) + Cy(2cos 2t —
sin 2t), C1,Cs € R]

4. ' = —-br -2y, Yy =x-—"Ty.

[z = Cie % (cost — sint) + Cye % (cost + sint), y = Cre % cost +
Coe % sint, C,C, € R]

5. ' =-3x—y, y=x—y.

[z =e?(Cy+ Cat), y=—e?(Cy+Co+Cot), Cy,CheR]

[x = Cle_4t, Yy = Cge_4t, Cl, 02 € R]
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