Kanonicky tvar kvadratickych forem

Necht (U, +,-) je euklidovsky prostor dimenze n, tj. vektorovy prostor nad
télesem R redlnych ¢isel koneéné dimenze n se zadanym skaldrnim soucinem.
Necht o = (g1, ...,8,) je zvolend ortonormdlni bdze v euklidovském prostoru
(U, 4+, -). Méjme kvadratickou formu

F:U—-R
na vektorovém prostoru (U, +, ) a uvazme symetrickou bilinedrni formu
fUxU—=R

na vektorovém prostoru (U, +,-) vytvarejici kvadratickou formu F' tim zpuso-
bem, ze pro kazdy vektor u € U je F(u) = f(u,u). Symetrickd bilinedrni
forma f s touto vlastnosti je kvadratickou formou F' urcena jednoznacné.
Bud A matice symetrické bilinedrni formy f v bazi . To znamend, Ze méame
A= (aij)izl,...’n7j:17...7n, kde pro kazda ’L,j S {]., R ,n} je Qi = f(gz7 gj) Je tedy
A ¢tvercova symetrickd matice fddu n nad R. Pro kazdy vektor u € U a jeho
soutadnice (u), v bazi « zapsané do sloupce pak mame vztah

F(u) = (0), - A (0)a.

«

Bud déle ¢ : U — U linedrni operdtor na vektorovém prostoru (U, +, ")
definovany tim, ze A je jeho matici ve vyse zvolené bdzi a prostoru (U, +,-),
tedy takovy, ze A = (¢)a.a- Pak pro kazdy vektor u € U, jeho soufadnice (u),
v bézi a zapsané do sloupce a pro soutradnice (¢(u)), jeho obrazu pfi linedrnim
zobrazeni  rovnéz v bazi « zapsané taktéz do sloupce mame vztah

(p(u)e = A - (0)a-

Ponévadz ovsem matice A je symetrickd a « je ortonormalni béze euklidovského
prostoru (U, +, ), je ¢ : U — U samoadjungovany operator na euklidovském
prostoru (U, +, -). Pfipomenme v této souvislosti znovu, Ze vsechna vlastni ¢isla
symetrické matice A fadu n nad R jsou redlna a ze jejich pocet, berou-li se
v potaz i jejich algebraické nasobnosti, je roven n. Vlastni cisla této symet-
rické matice A fadu n nad R jsou ovSem pravé vlastni cisla vySe definovaného
samoadjungovaného operatoru ¢ : U — U. Pro kazdé vlastni ¢islo tohoto samo-
adjungovaného operatoru ¢ dale plati, ze jeho algebraicka nasobnost je rovna
jeho geometrické nasobnosti. Navic vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim
¢islim zminéného samoadjungovaného operatoru ¢ jsou navzajem ortogonalni.

Necht tedy p1, .. ., ux jsou véechna vzdjemné riznd vlastni ¢isla vyse zminéné
symetrické matice A a necht ¢4, ..., ¢} jsou po fadé jejich algebraické ndsobnosti.

Necht pro kazdé ¢ € {1,...,k} je
V,={ueU:p(u)=p u}

podprostor vSech vlastnich vektoru samoadjungovaného operatoru ¢ prislusnych
vlastnimu ¢islu p,. Pak pro kazdé ¢ € {1,...,k} je ¢, dimenze uvedeného in-
variantniho podprostoru V,. Navic pak U = V; & --- & V. je ortogonalni



soucet téchto invariantnich podprostoru. Vyberme pro kazdé ¢ € {1,...,k} or-
tonormdlni bazi 5, = (h,,...,h,,) zminéného invariantniho podprostoru V,.
Pak posloupnost vektoru

6: (hllw"7h1€17"'7hk17-“7hk€k)

je ortonormélni bazi celého euklidovského prostoru (U, +, -) slozenou z vlastnich
vektoru samoadjungovaného operatoru . Tento operator ¢ : U — U ma tedy
v bazi 3 diagondlni matici, feknéme matici B, na jejiz diagonale se objevuji
postupné vlastni ¢isla pq, ..., ux. Kazdé vlastni éislo p,, kde ¢ € {1,...,k}, se
pritom objevi tolikrat, kolik je jeho algebraicka nasobnost ¢, .

Necht P = (idy)a,s je matice prechodu od baze  k puvodni ortonorméln{
bézi a euklidovského prostoru (U,+,-). Pak P je ortogondlni matice, takze
pro ni plati rovnost P~' = PT. Mezi maticemi A a B jakozto maticemi téhoz
linedrnfho operdtoru ¢ na vektorovém prostoru (U, +,-) v bazich a a 3 pak
plati vztah

B=P ' A-P=P"- AP

Druhé z téchto vyjadieni matice B ovsem podle poznatku o kongruentnich ma-
ticich znamenad, ze B je matice shora uvedené symetrické bilinearni formy f na
vektorovém prostoru (U, +,-) v bazi 3, a je to tedy téz matice touto bilinearni
formou urcené kvadratické formy F' na vektorovém prostoru (U, +,-) v bézi .
Jinym zpusobem lze tuto skutec¢nost nahlédnout téz takto. Uvazme pro libo-
volny vektor u € U jeho souradnice (u), v bazi a a téz jeho soutradnice (u)g
v bazi 3, oboji zapsané do sloupcu. Pak z vlastnosti matice prechodu P plyne,
ze mezi témito souradnicemi plati vztah

(W) = P - ().

Podle shora uvedeného vyjadieni hodnoty kvadratické formy F' na vektoru u
pak vychazi

F(u) = (u), - A- 11)
= (P (u)s)" - A- P (u)s
= (u); - P"- A‘P‘(U-)ﬁ
= (u); - B (u)g.
Rozepfseme-li soufadnice vektoru u v bazi 8 ve tvaru (u)s = (y1,..-,9n) ",

pak vzhledem k vyse popsanému diagonalnimu tvaru matice B muzeme prave
zjisténou hodnotu kvadratické formy F' na vektoru u vyjadiit téz ve tvaru

F(lI) = Mly% + -+ MlyZ + -+ Mky521+...+£k71+1 + -+ ,Lbkyi

Tomuto vyjadfeni kvadratické formy F' fikame téz kanonicky (diagonélni) tvar
kvadratické formy F', ortonormélni bazi 3 euklidovského prostoru (U, +, ), v niz
kvadratickd forma F' tohoto vyjadieni nabyva, nazyvame polarni bazi kvadra-
tické formy F', a ponévadz matice prechodu P mezi ortonormélnimi bazemi /3
a « je ortogondlni a realizuje vySe uvedenou transformaci souradnic vektoru
v téchto bazich, mluvime zde o prevodu kvadratické formy F' na kanonicky tvar
ortogonalni transformaci souradnic.



