
Ortogonálńı operátory na euklidovských prostorech

Necht’ n je přirozené č́ıslo. Necht’ A je ortogonálńı matice řádu n, což zna-
mená, že A je čtvercová matice řádu n nad R taková, že A·A> = E. Necht’

ϕ : Rn → Rn je lineárńı operátor na vektorovém prostoru Rn maj́ıćı ve stan-
dardńı bázi tohoto prostoru matici A. To znamená, že pro každý vektor x ∈ Rn,
x = (x1, . . . , xn) je jeho obraz ϕ(x) ∈ Rn, ϕ(x) = (y1, . . . , yn) určen předpisemy1

...
yn

 = A ·

x1
...
xn

 .

Pak ϕ je ovšem ortogonálńı operátor na euklidovském prostoru En.
Matice A je matićı nad R. Uvažujme však dále tuto matici jako matici nad C.

Takto matice A určuje lineárńı operátor ψ : Cn → Cn na vektorovém pro-
storu Cn týmž zp̊usobem jako výše, tzn. že matice A vystupuje jako matice
tohoto lineárńıho operátoru ve standardńı bázi prostoru Cn. Čili pro každý vek-
tor x ∈ Cn je jeho obraz ψ(x) ∈ Cn určen analogickou formuĺı jako výše. Takže
máme ϕ = ψ|Rn . Pak nav́ıc ψ je unitárńı operátor na unitárńım prostoru Cn

vybaveném standardńım skalárńım součinem.
Necht’ nyńı µ1, . . . , µk jsou všechna vzájemně r̊uzná reálná vlastńı č́ısla ma-

tice A a necht’ α1, . . . , αk jsou jejich př́ıslušné algebraické násobnosti. Poněvadž
A je ortogonálńı matice, v́ıme, že plat́ı µ1, . . . , µk ∈ {−1, 1}, takže nutně k 6 2.
Předpokládejme nadále, že −1, 1 ∈ {µ1, . . . , µk}, takže k = 2 (jinak by situ-
ace byla ještě jednodušš́ı). K tomu zvolme indexováńı tak, aby bylo µ1 = 1
a µ2 = −1. Necht’ dále ν1, ν̄1, . . . , ν`, ν̄` jsou všechny navzájem r̊uzné dvojice kom-
plexně sdružených vlastńıch č́ısel matice A a necht’ β1, . . . , β` jsou jejich př́ıslušné
algebraické násobnosti. Opět, poněvadž A je ortogonálńı matice, v́ıme, že plat́ı
|ν1| = |ν̄1| = · · · = |ν`| = |ν̄`| = 1. Pro každé ι = 1, 2 necht’ Uι ⊆ Rn je invari-
antńı podprostor v Rn všech vlastńıch vektor̊u matice A př́ıslušných reálnému
vlastńımu č́ıslu µι. Potom, znovu poněvadž A je ortogonálńı matice, v́ıme, že
dimenze Uι je rovna αι pro každé ι = 1, 2. Jsou tedy algebraické násobnosti
vlastńıch č́ısel µ1, µ2 rovny jejich geometrickým násobnostem. Dále necht’ pro
každé j = 1, . . . , ` je Vj ⊆ Cn invariantńı podprostor v Cn všech vlastńıch vek-
tor̊u matice A př́ıslušných komplexńımu vlastńımu č́ıslu νj a necht’ Vj ⊆ Cn je
invariantńı podprostor v Cn všech vlastńıch vektor̊u matice A př́ıslušných kom-
plexně sdruženému vlastńımu č́ıslu ν̄j. Pak každý vektor ve Vj má tvar u + iv
pro jisté vektory u,v ∈ Rn a plat́ı Vj = {u − iv : u + iv ∈ Vj}. Nav́ıc, zase
z toho d̊uvodu, že A je ortogonálńı matice, v́ıme, že pro všechna j = 1, . . . , `
jsou dimenze podprostor̊u Vj i Vj rovny βj.

Pro každé ι = 1, 2 vyberme ortonormálńı bázi (fι1, . . . , fιαι) invariantńıho
podprostoru Uι ⊆ Rn. Dále pro každé j = 1, . . . , ` vyberme ortonormálńı bázi
(gj1, . . . ,gjβj) invariantńıho podprostoru Vj ⊆ Cn. Pak pro každé p = 1, . . . , βj
má vektor gjp tvar gjp = rjp + isjp pro jisté vektory rjp, sjp ∈ Rn. Položme
v této situaci ḡjp = rjp − isjp. Pak posloupnost vektor̊u (ḡj1, . . . , ḡjβj) tvoř́ı

ortonormálńı bázi invariantńıho podprostoru Vj ⊆ Cn. Potom, opět vzhledem
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k tomu, že A je ortogonálńı matice, lze ukázat, že posloupnost vektor̊u

(f11, . . . , f1α1 , f21, . . . , f2α2 ,g11, ḡ11, . . . ,g1β1 , ḡ1β1 , . . . ,g`1, ḡ`1, . . . ,g`β` , ḡ`β`)

tvoř́ı ortonormálńı bázi unitárńıho prostoru Cn. Nav́ıc pak odtud plyne, že pro
každé j = 1, . . . , ` a každé p = 1, . . . , βj plat́ı ||rjp|| = ||sjp||, vektory rjp a sjp
jsou navzájem ortogonálńı v prostoru En a vektorový podprostor [rjp, sjp] je
invariantńım podprostorem ortogonálńıho operátoru ϕ v prostoru En. Poněvadž
||gjp|| = ||ḡjp|| = 1, snadno se odtud dále odvod́ı, že ||rjp|| = ||sjp|| =

√
2/2.

Jestliže tedy polož́ıme hjp =
√

2rjp a kjp =
√

2sjp pro všechna j = 1, . . . , `
a p = 1, . . . , βj, snadno nahlédneme, že posloupnost vektor̊u

(f11, . . . , f1α1 , f21, . . . , f2α2 ,h11,k11, . . . ,h1β1 ,k1β1 , . . . ,h`1,k`1, . . . ,h`β` ,k`β`)

tvoř́ı ortonormálńı bázi euklidovského prostoru En. Poněvadž dále máme |ν1| =
|ν̄1| = · · · = |ν`| = |ν̄`| = 1, rozeṕı̌seme-li tato komplexńı č́ısla ve tvaru ν1 =
σ1 + iτ1, ν̄1 = σ1− iτ1, . . . , ν` = σ` + iτ`, ν̄` = σ`− iτ`, kde σ1, τ1, . . . , σ`, τ` ∈ R,
vid́ıme, že σ2

1 + τ 2
1 = 1, . . . , σ2

` + τ 2
` = 1. Existuj́ı tedy jednoznačně určené hod-

noty ϑ1, . . . , ϑ` ∈ 〈0, 2π) takové, že σ1 = cosϑ1, τ1 = sinϑ1, . . . , σ` = cosϑ`,
τ` = sinϑ`. Nav́ıc se pak pro každé j = 1, . . . , ` a každé p = 1, . . . , βj př́ımou apli-

kaćı unitárńıho operátoru ψ na jeho vlastńı vektor
√

2gjp = hjp + ikjp př́ıslušný
vlastńımu č́ıslu νj = σj + iτj = cosϑj + i sinϑj přesvědč́ıme (vzhledem k tomu,
že ϕ = ψ|Rn), že plat́ı vztahy

ϕ(hjp) = cosϑj·hjp − sinϑj·kjp,
ϕ(kjp) = sinϑj·hjp + cosϑj·kjp.

Má tedy ortogonálńı operátor ϕ zúžený na sv̊uj již výše zmı́něný invariantńı
podprostor [hjp,kjp] v ortonormálńı bázi (hjp,kjp) tohoto podprostoru matici(

cosϑj sinϑj
− sinϑj cosϑj

)
. To znamená, že ortogonálńı operátor ϕ je v rovině generované

vektory hjp,kjp otočeńım kolem počátku o úhel ϑj ve smyslu od vektoru kjp
k vektoru hjp. To plat́ı pro všechna j = 1, . . . , ` a všechna p = 1, . . . , βj.

Celkem se ukazuje, že ortogonálńı operátor ϕ na euklidovském prostoru En

má ve výše uvedené ortonormálńı bázi tohoto prostoru matici tvaru

1
...

1
−1

...
−1

cosϑ1 sinϑ1
− sinϑ1 cosϑ1

...
cosϑ1 sinϑ1
− sinϑ1 cosϑ1

...
cosϑ` sinϑ`
− sinϑ` cosϑ`

...
cosϑ` sinϑ`
− sinϑ` cosϑ`


(na nevyplněných pozićıch stoj́ı nuly).
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