Ortogonalni operatory na euklidovskych prostorech

Necht n je ptirozené &fslo. Nechf A je ortogondlni matice fadu n, coz zna-
mend, ze A je ¢tvercovd matice fadu n nad R takova, ze A-AT = E. Necht
@ : R" — R” je linedrni operator na vektorovém prostoru R” majici ve stan-
dardni bazi tohoto prostoru matici A. To znamena, ze pro kazdy vektor x € R",
X = (x1,...,%,) je jeho obraz ¢(x) € R", ¢(x) = (y1,. .., yn) urcen predpisem
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Pak ¢ je ovSsem ortogonalni operator na euklidovském prostoru E,,.

Matice A je matici nad R. Uvazujme vsak dale tuto matici jako matici nad C.
Takto matice A urcuje linearni operator ¢ : C* — C™ na vektorovém pro-
storu C" tymz zpusobem jako vyse, tzn. ze matice A vystupuje jako matice
tohoto linedrniho operatoru ve standardn{ bazi prostoru C™. Cili pro kazdy vek-
tor x € C" je jeho obraz ¢ (x) € C™ uréen analogickou formuli jako vyse. Takze
mame ¢ = |gn. Pak navic ¢ je unitarni operator na unitarnim prostoru C"
vybaveném standardnim skalarnim soucinem.

Necht nyn{ s, ...,y jsou véechna vzajemné riznd redlnd vlastni ¢fsla ma-
tice A a necht oy, ..., oy jsou jejich pifslusné algebraické nasobnosti. Ponévadz
A je ortogonalni matice, vime, ze plati pq, ..., ux € {—1, 1}, takze nutné k < 2.

Predpokladejme nadéle, ze —1,1 € {u1,...,ux}, takze k = 2 (jinak by situ-
ace byla jesté jednodussi). K tomu zvolme indexovani tak, aby bylo u; = 1
a iy = —1. Necht ddle vy, 7, . . ., vy, U jsou viechny navzdjem ruzné dvojice kom-
plexné sdruzenych vlastnich éisel matice A a necht 3, ..., 3, jsou jejich pifslusné
algebraické nasobnosti. Opét, ponévadz A je ortogondlni matice, vime, ze plati
lvi| = 71| = -+ = |ve| = || = 1. Pro kazdé « = 1,2 necht U, C R" je invari-
antni podprostor v R™ vSech vlastnich vektoru matice A ptislusnych realnému
vlastnimu ¢islu p,. Potom, znovu ponévadz A je ortogonalni matice, vime, ze
dimenze U, je rovna «, pro kazdé . = 1,2. Jsou tedy algebraické nasobnosti
vlastnich éisel p, pp Tovny jejich geometrickym nésobnostem. Déale necht pro
kazdé j =1,...,¢ je V; C C" invariantni podprostor v C" vSech vlastnich vek-
toru matice A prfslusnych komplexnimu vlastnimu ¢islu v; a necht Vj CC"ije
invariantni podprostor v C" vsech vlastnich vektoru matice A prislusnych kom-
plexné sdruzenému vlastnimu ¢islu ;. Pak kazdy vektor ve V; ma tvar u + iv
pro jisté vektory u,v € R™ a plati V; = {u —iv : u +iv € V,}. Navic, zase
z toho duvodu, ze A je ortogonalni matice, vime, ze pro vSechna j = 1,...,/
jsou dimenze podprostoru V; i Vj rovay [3;.

Pro kazdé + = 1,2 vyberme ortonormdlni bazi (f;,...,f,,) invariantniho
podprostoru U, C R". Déle pro kazdé j = 1,...,¢ vyberme ortonormalni bazi
(g1, -, 8jp;) invariantniho podprostoru V; C C". Pak pro kazdé p = 1,..., 3;
md vektor gj, tvar g;, = rj, + is;, pro jisté vektory rj,,s;, € R". Polozme
v této situaci g;, = rj, — is;,. Pak posloupnost vektoru (g;i,...,8;s,) tvoii
ortonormdln{ bazi invariantnfho podprostoru V; C C". Potom, opét vzhledem



k tomu, ze A je ortogondlni matice, lze ukazat, ze posloupnost vektoru
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tvori ortonormalni bézi unitarniho prostoru C". Navic pak odtud plyne, ze pro
kazdé j =1,...,0 akazdé p = 1,...,0; plati ||r;,|| = ||s;p||, vektory rj, a s;,
jsou navzajem ortogonalni v prostoru E,, a vektorovy podprostor [rj,,s;,| je
invariantnim podprostorem ortogonalniho operatoru ¢ v prostoru E,,. Ponévadz

llginll = ||€jp]| = 1, snadno se odtud dale odvodi, ze ||r;,|| = |[s;l| = v2/2.
Jestlize tedy polozime h;, = \/§r]~p a kjp = \/Esjp pro vSsechna 7 = 1,...,¢
a p=1,...,03;, snadno nahlédneme, ze posloupnost vektori
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tvori ortonormalni bézi euklidovského prostoru E,,. Ponévadz dale mame |v;| =

|| = -+ = |v| = || = 1, rozepiseme-li tato komplexni ¢isla ve tvaru vy =
o1 t+im, i =01 —1T1, ..., Vp=0¢+ 1Ty, Uy = 0y — 1Ty, kde o1, 71, ..., 00,70 ER,
vidime, ze o3 + 1 =1, ..., 07 + 77 = 1. Existuji tedy jednoznacéné urcené hod-
noty d1,...,9, € (0,27) takové, ze o1 = costh, 1 = sinty, ..., 0o = cosVy,

7, = sin . Navic se pak prokazdé j = 1,...,fakazdép = 1,..., 3; piimou apli-
kaci unitarniho operatoru v na jeho vlastni vektor \/§ng = h;, +ik;, piislusny
vlastnimu ¢islu v; = 0 + i1; = cos¥; + isin¥; presvédéime (vzhledem k tomu,
ze p = |gn), Ze plati vztahy

()O(hjp) = COS ﬁj'hjp — sin ﬁj'kjp7
Sp(kjp) = Sil’l ﬁj'hjp + cos ﬂj'kjp'

M4 tedy ortogonalni operdtor ¢ zizeny na svij jiz vySe zminény invariantni
podprostor [h;,, k;,] v ortonormalni bazi (h;,,k;,) tohoto podprostoru matici
(_C;i:z;j :2:3;? . To znamend, Ze ortogondlni operator ¢ je v roviné generované
vektory hj,, k;, otocenim kolem pocétku o thel ¥; ve smyslu od vektoru k;,
k vektoru hj,. To plati pro vSechna j =1,...,¢ a vSechna p =1,..., ;.
Celkem se ukazuje, Ze ortogonalni operator ¢ na euklidovském prostoru E,,

ma ve vyse uvedené ortonormalni bazi tohoto prostoru matici tvaru
1

-1
cost¥1 sinvq
—sinq cosvq

cos¥y sint
—sin1 cos

cosdy sindy
—sindy cosYy

cos¥y sindy
—sindy cosdy

(na nevyplnénych pozicich stoji nuly).



