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FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Jak je definovéna funkce f : R — R?

Definice 1.4(i) Necht M CR", n € N a M # (). Zobrazeni f : M — R se naz(va redlnd
funkce n redlngch proménngch. Mnozina M se nazgva defini¢ni obor
funkce f a znadi se D(f), tj.

D(f):={x € R": 3z € R takova, Ze f(x) = z}.

Sors A Beret o ) g -

Poznamka Jingmi slovy mGzeme pomoci funkce f : D(f) — R zavést relaci na
D(f) xR (ozna¢me ji jako f), kdy uvazujeme usporadané dvojice [x, z] €
D(f) x R. Tato relace mé nasledujici vlastnosti:

(1) x e D(f), z€R,
(1) pro kazdé x € D(f) existuje pravé jedno ¢islo z € R takové, Ze
[x,z] € f.

Obraz bodu x = [x1,...,x,] € D(f) v zobrazeni f (tj. ¢islo z € R takové,
ze [x,z] € f) oznalujeme jako f(x) nebo f(xi,...,xs) (zcela formalné
f([x1,...,xn])) @ nazgvd se hodnota funkce f v bodé x (téz funkéni hod-
nota), tedy mdZzeme struéné psat z = f(x). Oborem hodnot rozumime
mnozinu

H(f) :={z € R: 3x € D(f) takové, ze f(x) = z}.
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Znadeni

Definiéni

obor

Priklad

Kuzelosecky
a kvadriky

FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Pro n = 2 se proménné obvykle znadi jako x, y, tj. piSeme f(x,y).
Pro n = 3 se proménné obvykle znadi jako x, y, z, tj. piSeme f(x,y, z).
Pro n > 4 se proménné obvykle znaci pomoci indext jako xi, ..., X

Z Definice 1.4(i) vyplyva, ze funkce f je jednoznacné urcena udanim defi-
ni¢niho oboru D(f) a pFedpisem, kter( kazdému bodu x = [x1,..., x| €
D(f) priradi hodnotu f(xa,. .., xs). Pokud je predpis dan vzorcem a nent
udan definiéni obor D(f), pak jej chdpeme jako mnoZinu vSech bodt
x € R", pro nez mé tento vzorec smysl.

Urceme a nacrtnéme defini¢ni obory funkct

(@) Flxoy) = 20, (B) i y) =

(c) f(x,y) = arcsin(x® + y* — 2),

(d) f(x,y) = <x2+@—1) (x2 + y2 — 6x).

K vySetrovant defini¢nich obort (pripadné grafickému znazornovant dal-
Sich vlastnosti) funkct vice proménnych si pripomenme analyticka vyja-
d¥ent (v tzv. normalnim tvaru) néktergch dileZitch obrazcii z R? (kuZe-
losecky) a R? (kvadriky).
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Kuzelosecky
Kruznice

e
P4y =r kruznice
2 2
X—2 4+ % =1 elipsa
jz )2
Pl i 1 hyperbola
x> 4+2py =0 parabola
y2 +2px =0 parabola
X2 2
2R 0 dvojice redlngch rtiznobézek
2 2 B oAl -
X°—c = dvojice realngch rovnobézek
x* = dvojnasobnd primka

kde pro konstanty plati a,b,c,r > 0, p # 0. Obrazky jsou prevzaty
z http://goo.gl/qb5YKo.
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FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Kvadriky (i) Pro vdechny niZe vystupuijici konstanty plati a, b,c,d,r > 0, p,q # 0.
Obrazky jsou prevzaty z http://goo.gl/6rrX5p.

Kulova plocha: Xy P =r

S ( N X y z©
Elipsoid: K\i ) 7 e 7 + == 1

e . X z
Jednodilng hyperboloid: — + 75 — = =
a
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Kvadriky

2 2 2 ) v

Dvojdilng hyperboloid: );— 4L —= =1

Kuzel:

Elipticky paraboloid: zZ=—+=—
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Rotadéni valec:

Elipticky vélec:
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FUNKCE ViCE PROMENNYCH
Kvadriky
(iv)

Hyperbolicky valec:

Parabolicky valec: y2 = 2px nebo x* = 2qy

X2 )2 2
i = =0 dvojndsobny bod
a b c
2 yP DR
— +—==0 dvojnasobna primka
a2 = b?
XXy NP :
= =%=0 dvojice rtiznobéznych rovin
a b?
2 2 T T
x“°—d° =0 dvojice rovnobéznych rovin
2 . B
x“=0 dvojnasobna rovina
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FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Graf funkce Grafem funkce f rozumime mnoZinu
. n+1 |

G(f) = {[xl,...,xn,f(xl,...,xn)} ER™: [xay..n,xil € D(f)}

(tedy hodnotu f(x1,...,x,) chdpeme jako n+ 1 souradnici).

P A . v . . .
e Pro n = 2 si lze graf funkce f : R* — R predstavit jako rovinu nebo
jeji &ast zakiivenou v R®. Ovéem pro n > 2 jiz tuto moznost nazorné
predstavy ztracime, a proto graf funkce ztraci na vjznamu jako prostie-
dek k ziskant predstavy o chovani funkce n proménnych. Jeding graf

funkce tri proménnych, ktery jesté dokdzeme ,znédzornit", je graf funkce
f(x,y,2z) =0 (co je jejim grafem?).

Priklad 2 T C 2 R . > >
Necht funkce f : R® — R je dana predpisem f(x,y) =14++/1 — x> — y2.
Nacdrtnéme jejt graf.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ M2Bo2: DIFERENCIALNI POCET v R" 21. BREZNA 2016 11 [ 104


mailto:zemanekp@math.muni.cz

FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Pro n = 2,3 mGzeme ziskat docela dobrou pfedstavu o grafu funkce jiz
)
pomoct vrstevnic.

Definice 1.12(i) Necht M C R”, f : M — R je funkce n proménnych definovana na
mnoziné M a ¢ € R. MnoZina

foi={lxty..., Xl € M: fxa,... %) =c}

se nazyva vrstevnicl funkce f na drovni c.
Priklad Y . . 21,2
» Nadrtnéme vrstevnice pro funkci f(x, y) = e/ %)

» Morsti biologové pozorovali, ze pokud Zraloci zjisti pritomnost krve
ve vodé, pak plavou smérem, kde koncentrace roste nejrychleji. Em-
piricky bylo zji$téno, Ze koncentrace krve (v 10° jednotek) od poca-
te¢ntho bodu P na hladiné je déna vztahem

2 2 4
—(x®+2y?)/10
C(X,y):e(X+Y)/ ,
kde x,y je vzdéalenost od bodu P v kartézsk(ch souradnicich. Na-
¢rtnéme vrstevnice.
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FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Py , . v o . o
Priklad » Pomoci vrstevnic a ezl rovinami pxz, py, zobrazme graf funkce

f(x,y) = /x2+ y2.
» Zobrazme v R® graf funkce f(x,y) = ;é + {’—z, kde a, b > 0.

» Zobrazme v R® graf funkce f(x,y) = /4 — x2 — y2.

unkce umitimr I mplikovanédjsi vani, ackoli jsou zadany
Funkce mohou mit i mnohem komplikovanéjsi chovani, ackoli jsou zadan
jednoduchgm predpisem.
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e—(x2+y2)/3(sin(x2) + cos(yz))




z =sin(x) + 2sin(y)




(4x2 +y2)ef(x2+y2]
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Metrika
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Pojem limity patii k zakladnim stavebnim kamendm diferencidlntho po-
¢tu v R. S jeho pomoct lze analyzovat chovéni funkce v ryzim okoli da-
ného bodu. V R je e-ové okoli bodu xo (srov. ryzi e-ové okoli xo) vlastné
interval

o — x| < ¢

(jsou to vSechny body vzddlené od bodu xo 0 méné nez ¢). Jak ale mérit
vzdalenost v R™?

Necht P je neprazdna mnoZina a zobrazeni p : P x P — R spliiuje pro
kazdé x, y € P nasledujict tfi axiomy

> p(x,y) =0 &= x =y (axiom totoznosti);
> p(x,y) = ply,x) (axiom symetrie);
> o(x,y) + ply,z) > p(x,z) (trojuhelnikovd nerovnost).

Dvojice (P, p) se nazgva metricky prostor. Zobrazeni p se nazgva metrika
a lislo p(x, y) se nazgva vzddlenost bodl x,y v prostoru (P, p).
Z téchto axiom také vyplgva

2p(x,y) = p(x,y) + p(x,¥) = p(x,y) + p(y,x) = p(x,x) =0,

tedy nezdpornost cisla p(x, y).
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Priklady

» Dvojice (P, p) se nazyva diskrétni (trividlni) metricky prostor, je-li
metrik (i)

P # 0 a zobrazeni p: P x P — R definované jako
1 prox##y,
plx,y) =
0 prox=y.

» Dvojice (R",pge) se nazgvd Eukl(e)idovsky (metricky) prostor, je-li
zobrazeni pg : R” x R” — R definované pro x = [x1,...,x,] € R"
ay=Iy,...,ya €R"jako

Pe(x,y) =

Toto zobrazent spliiuje vsechny tri axiomy (dtkaz?). Specialné, je-li
n=2,A=[ai,a] a B=[bi,b2], pak

pe(A B) = /(a1 — b1)2 + (a2 — b2)?

Podobné, je-li n =3, A = [a1, az,a3] a B = [b1, b, b3], pak

pe(A, B) = /(a1 — b1)? + (a2 — b2)? + (a3 — b3)?.
(geometricka interpretace?)
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Priklady
metrik (ii)

Ekvivalence
metrik py,
PE A Pmax
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

» Na R"” mazeme definovat i dalsi metriky. Zejména tzv. souctovou
metriku px (x, y) a tzv. maximdlni metriku pmax(x,y) jako

n
pZ(Xy}/) = § |k _yk‘ & pmax(x)y) = max |xx _yk|-
1<k<n

k=1 ==
(Dikaz? Geometrickd interpretace? ps(x,y) se pro n = 2 naz(va
taxikar'ska/listonosska metrika.)
Poznamenejme, Ze pro n =1 metriky px, pe @ Pmax splyvajt.
Metriky lze definovat i na jingch mnozinach (kruznice, spojité funkce,
ohranic¢ené posloupnosti aj.).

Uvazme posloupnost bodt {x,}p=; v metrickém prostoru (P,p). O po-
sloupnosti {x,}5>; rfekneme, ze konverguje k bodu xo € P (je konver-

; I T ’v P . .y
gentni, ma limitu xo, piSeme x, — xo), jestlize
p(x0,xs) =0 pro n— oo
(limita ciselné posloupnosti). Uvazme dvé metriky p1 a p2 na mnoziné
P # (). Tyto metriky se naz{vaji ekvivalentni, jestlize pro kaZdou po-
sloupnost {x,}r>; plati
P P
Xn 1>X0 &~ Xp 4)2 Xo0.
Lze ukazat, ze metriky psz, pe @ Pmax jsou ekvivalentni (tedy existence
limity nezavisi na konkrétni volbé metriky).
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Okoli

Priklad

Volba
metriky

LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Necht ¢ > 0. Pak e-ové okoli bodu a € R" s metrikou p je mnozina
Oc(a) ={xeR": p(x,a) < e}

(obvykle budeme index ¢ vynechavat). Ryzim okolim bodu a rozumime

mnozinu O*(a) := O(a) \ {a}.

Jak vypadd O(a) v R? v metrikdch ps, pe @ Pmax?

Vzhledem k ekvivalentnosti metrik ps, pe @ pmax st pro jednoduchost
zvolime v nasledujicich ivahach maximalni metriku pmax (nebude-li ex-
plicitné teceno jinak), tj. e-ovgm okolim bodu a = [a1,...,a,] € R”
budeme mit na mysli

o— — n., _
Oc(a):i={x=[x1y...,xa] ER": 125%("')0‘ ak| < el
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Nevlastni

Podobné jako v pfipadé n = 1 budeme symbolem (R*)" znacit mnozinu
body

R" spole¢né s nevlastnimi body, tj.

(R*)" = R* x --- x R*, kde R* := R U{%o0}.

n-krét

V R? rozumime okolim bodu [+o0,+0c0] libovolnou mnoZinu typu
(a,+00) X (b, +00) pro a, b € R (dle maximalni metriky). Analogicky de-
finujeme okoli dalSich nevlastnich bodt v R?, tj. [—o0, +00], [+00, —oc0]

a [—oo,—o0]. Podobnou Gvahou lze definovat okoli nevlastnich bodu
v (R*)".
Hromadny Pro nasledujict definici limity potfebujeme, aby uvazovana funkce byla
bod definovana alespon v jednom bodé libovolné malého ryziho okoli daného
bodu z defini¢ntho oboru. To znamend, ze budeme uvazovat pouze hro-
madné body definiéntho oboru (=bod, jehoz kazdé ryzi okoli obsahuje
alespon jeden bod z této mnoziny — v takovém pripadé jich obsahuje do-
konce nekone¢né mnoho). Hromadny bod miize (ale nemust) byt prvkem
dané mnoziny (je to bud vnitfnt nebo hrani¢ni bod).
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Definice 1.24(i)

LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Necht n € N a x* je hromadnjm bodem D(f). Rekneme, ¥e funkce
f:

R” — R md v bodé x* € (R*)" limitu L, kde L € R*, jestlize ke

kazdému okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O*(x*) bodu x* takové,
ze pro kazdg bod x € O*(x*) N D(f) plati f(x) € O(L). V takovém,
pripadé piseme

Terminologie >
>
>

Poznamka >
>

lim f(x) = L.

X—x*

L € R = vlastni limita;
L € {00} = nevlastni limita;
x* € (R*)" = limitni{ bod.

Kdyby bod x* nebyl hromadngm bodem, existovalo by ryzi okoli ta-
kové, ze O*(x*) N D(f) = O (=izolovany bod — ten je vzdy prvkem
dané mnoZziny a soucasné je hrani¢nim bodem), a definici by vyhovo-
vala kazdd hodnota L. Proto budeme-li v dalSim text hovofit o limité
funkce, bude vzdy limitni bod soucasné bodem hromadngm.

Kromé pozadavku, Ze x* je hromadngm bodem, Zadné dalsi omezeni
na bod x* nejsou kladena. Funkce f nemusi byt v tomto bodé& ani
definovana, a je-li definovana, pak hodnota limity nezavisi na funként
hodnoté.
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Takto formulovana definice funguje zcela univerzalné v R, R? atd. Uve-
deme také analogii tzv. € — & definice vlastnt limity ve vlastnim bodé.
Definice 1.25(() Rekneme, Ze funkce f : R2 — R ma v bod& M = [xo, yo] € D(f) limitu
rovinu Cislu L € R, jestlize k libovolnému & > 0 existuje 6 > 0 takové, ze
pro kazdy bod [x,y] € O3 (M) N D(f) plati |f(x,y) — L| < €. V takovém
pripadé piseme
lim f(x,y) = L.

(x,y)—(x0,¥0)

Poznamka » S volbou maximalni metriky lze poiaclavek [x,yl € O5(M) N D(f)

’

také zapsat tak, Ze uvazujme body [x,y] € D(f) \ {[xo0, yol} spliiujici
Ixo — x| < daly—yl<bd.

» Nerovnost |f(x,y) — L| < € je totéz jako f(x,y) € (L—¢, L+ ¢).

Obrazek prevzat z: J. Kuben, S. Mayerova,

P. Rackové a P. Sarmanova, Diferencidlni
2= flx.y)
pocet funkci vice proménnych, dostupné

oV z http://goo.gl/ss160K
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» Pomoci definice popidme

lim f(x = +o00.
(x,y)—(1,0) Coy)

» Dokazme, ze
1

lim ———— = +4o0.
(x,y)—(0,0) X2 + y? *
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

Limita funkce vice proménngch ma podobné vlastnosti jako v R. Pro
. . , , 2 . ) , ,
jednoduchost jsou tvrzeni zformulovanad v R* (analogicka tvrzeni plati
ale i ve vyssich dimenzich). Dikazy jsou podobna odpovidajicim tvrzenim
zR.

i 2T Necht f, g : R? — R jsou funkce dvou prom&nnijch.
» Funkce f ma v bodé [xo, yol nejvgde jednu limitu. (Dtkaz?)

» Necht plati

lim fix,y)=L & lim g(x,y) = L,

(x,y)—(x0,¥0) (x,y)—(x0,¥0)

kde L1, L> € R. Pak pro kazdé ci,c € R plati
lim [caf(x,y) + c2g(x, y)] = a1l + 2 Lo,
(x,y)—(x0,¥0)

lim [f(x,y) g(x,y)] = LiLs.
(x,y)—(x0,Y0)
Je-li Ly # 0, pak také
lim o) = E
oy)= o) 8(X,y) L2

Priklad

1 2 2
Xty b lim Y

(a) lim —2—= (b) —
(y)—=(1,00 X +y + 3 (6y)=(0,0) \/x2 4+ y2 +1—1
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Veta1.25(y) Necht f, g, h: R? — R jsou funkce dvou proménnych.

> Necht lim(x )= (x0,y0) f (X, ¥) = 0 a funkce g je ohranic¢ena v néjakém
ryzim okoli bodu [xo, yo! (tj. existuje konstanta K > 0 takova, Ze plati
lg(x,y)| < K v tomto okoli N D(f)). Potom

lim  f(x,y)g(x,y) =0.
(x,y)—(x0,¥0)
» Necht h(x,y) < f(x,y) < g(x,y) v néjakém ryzim okoli bodu [xo, yol
a soucasné platt

lim h(x,y) = lim glx,y) = L.
(x,y)—(x0,Y0) (x,y)—(x0,Y0)
Pak také
lim f(x,y) = L.
(x,y)—(x0,¥0)
» Ma-li funkce f v bodé [xo,y0] € (R*)? N D(f) vlastni limitu, pak
existuje ryzi okoli bodu [xo, yol, v némZ je funkce f ohrani¢ena.

Priklad 1 1 1
a lim X+ y)sin = sin — b lim sin —.
@) i X YIS y b)  Mea? S
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Pro limity v nevlastnich bodech se obvykle vyuZiva substituce pomoct
1/u, 1/v, napt.

im fix,y)= lim f(1/u,1/v)
(x,y) = (+00,+00) (uui)%v(z%)
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Zasadni rozdil mezi limitami v R a v R" pro n > 2 spociva v dimenzi
okoli limitntho bodu. U funkce jedné proménné jsme se do limitntho bodu
mohli blizit pouze po pfimce (zprava nebo zleva, pokud se rovnaji, ma
funkce limitu), zatimco u funkce dvou a vice proménnych se do limitntho
bodu mizeme dostat v nekonecné mnoha smérech — po primkach, para-
boléach, kubickych kfivkach,... OvSem existence limity musi byt nezavisla
na cesté, po které se do limitntho bodu blizime.

\A
x

Pt

Pokud se ndm tedy podafi najit dvé rGizné krivky takové, ze pfi priblizo-
vani do limitntho bodu po téchto kfivkdch dostaneme riizné (¢astecné)

limity (ty bude obvykle mnohem jednodussi urcit), tak samotna limita
nemUZe existovat.
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Obvykle se za tyto krivky voli pfimky y = k(x—xo)+yo (typicky y = kx).
S jejich pomoci lze ukazat neexistenci limity (pokud v{raz zavisi na k).

Priklad
@ ) X2y2
||m 4. a4
(x,y)—=(0,0) X* 4y
Ovsem to, Ze vysledna limita nezavisi na k pro libovolnou piimku, jesté
neznamena, ze dana limita existuje (museli bychom vysetfit vSechny
mozné krivky).
Priklad

3x%y
] — 0
(x,y)—(0,0) x* + y?
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Necht f : R> = R je funkce dvou proménnich. Pak limita ve smyslu
Definice 1.24(i) nebo Definice 1.25(i) se nazgva dvojnd. Limitn{ proces
také mizeme aplikovat postupné.

Definice 1.32(0  Necht £ : R — R je funkce dvou proménnych. Pak limity

Ly = lim (lim f(x,y)) & Lg= ||m (lim f(x,y))

X—Xp \Y—Yo X—x0
se nazyvaji dvojndsobné (téz postupné).
Jaky je vztah mezi Ly, Lyx a L:=1lim(x ) (x0,y0) F (X, ¥)?
Véta 1.32(i) () Necht existuji limity L., a L, takové, ze L,, = L,. Pak limita L
nemust existovat.
(8) Necht existuje limita L. Pak Ly, a L, nemusi existovat.
(c) Existuji-li limity L.y, Lyx a L, pak Ly = Lyx = L.

D) Necht existuji limity Ly, a L,x takové, ze L, L. Pak limita L
) Y Lxy y y y
neexistuje.

D o 7 v v , v I3 roo , . .
Poznamka Posledni c¢ast predchozi véty nam dava nutnou podminku pro existenci
limity L.
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5x2 — 3y?

X sin % +y
m S T T
(xy)—(0,0) x2 +2y2’

(a) im
(xy)—(0,0) X+ y

(b)

)

(c) lim (xsin }—]; + ysin %), (d)

lim —_
(x,y)—(0,0) (6y)—(0,0) X2 + 2y2’
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Ovsem vypocet konkrétni limity v R" maZe byt zna¢né obtizny (zejména
kdy? nemame ani 'Hospitalovo pravidlo). Velmi t&inngm néstrojem v R?
je tzv. transformace do poldrnich soufadnic

X=Xo+pCos® y = yo+psing,

kde [xo, ol je limitni bod, p € [0,00) popisuje vzdalenost bodu [x,y]
od pevného bodu [xo, yo] a @ € [0,2m) je thel, kterg svira polopiimka
z bodu [xo, yol prochdzejici bodem [x, y] s kladnou &asti osy x.

A
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LIMITA FUNKCE ViCE PROMENNYCH

D, 4 . , . ’ ’ v . ’
Poznamka Zejména pokud po transformaci do polarnich souradnic platt

lim  f(x,y) = lim h(e)g(p),

(x,y)—(x0,¥0) p—01
kde lim,_,o+ g(p) = 0 a funkce h(@) je ohrani¢ena pro ¢ € [0, 27), pak

lim f(x,y)=0.
(%,y)—(x0,¥0)
Pomoci transformace do polérnich soufadnic prevedeme v(pocet limity
funkce dvou proménnych na vipocet limity lim,_,o+ g(p), k ¢emuz jiz
muzeme vyuzit i l'Hospitalovo pravidlo.

Priklad
3 3 2
(@ lim XY ) gim XY
(x,y)—(0,0) X2 + y (xy)—(0,0) X2 + y
2 2

. x“+(y—1)y . 2 2\ x2y?
C ||m —_— CI ||m X + Y o

© oy)—=(0,1) x2+ (y —1)2° (d (x,m—»(o‘m( y’)

P, A v . v 3 7 .
Poznamka Podobné lze postupovat i v R3, kde se vyuZiva transformace do sféric-

kych souradnic

X=Xo+pcos@sind y=yo+psin@sind, z=2z + pcosdv.
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SPOJITOST FUNKCE VICE PROMENNYCH

Pefinice 1370 Rekneme, e funkce £ : R” — R je spojitd v bodé x* € R”, jestlize plati
jedno z nasledujicich tvrzent
(A) bod x™ je hromadngm bodem defini¢niho oboru D(f), existuje v tomto
bodé vlastnt limita a platt
lim f(x) = f(x");

X—x*

(8) bod x* je izolovangm bodem defini¢niho oboru D(f).

D, 4 v 7 . Y 7 ” . s v , ,
Poznamka > 7 Casti (A) vyplgva, Zze f must byt definovdna v bodé x*, musi mit
v tomto bodé limitu a tato cisla si must byt rovna.

» Cast (B) zahrnuje body, v nichZ nelze limitu pocitat.

Priklad Uréeme body nespojitosti funkct
2x — by sin(x%y + xy?)
a) f = b) =—
(@) f(x,y) X2+y2—1) (b) f(x,y) cos(x — y)
Poznamka Necht funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé x* € D(f) C R".

Pak existuje okoli O(x™), ve kterém je funkce f ohranicena (tj. existuje
Cislo K > 0 takové, ze Vx € O(x™) N D(f) plati |[f(x)] < K). Je-li
navic f(x*) # 0, pak existuje okoli O(x™), ve kterém funkce f neméni
znaménko.
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Je-li funkce f : R* — R spojitd v bodé [xo, yol, pak jsou spojité i funkce
jedné proménné g(x) = f(x,y) a h(y) = f(xo,y). Tedy spojita funkce
dvou proménnych je zaroven spojitou funkct v proménné x pii konstant-
nim y a také spojitou funkct v proménné y pfi konstantnim x (analogické
tvrzeni plati it pro funkce vice proménnych). Opacné tvrzeni ale neplati.

Priklad Rozhodnéme o spojitosti funkce
0 xy#0
flx,y) = ’
1 xy=0.
z
™~ 1
~
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Rozhodnéme o spojitosti funkci

3

(@) Flx,y) = 4 @aw Pro Loyl [0,0,
, 0 pro [x,y] = [0, 0];

x3 2

(b) Flx,y) = 4 #0o7 Proboy1#[0,0L
’ 0 pro [x,y] = [0,0].
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SPOJITOST FUNKCE VICE PROMENNYCH

Véta1.40(() Necht jsou funkce f, g : R" — R spojité v bodé x* € R". Pak jsou v bodé
x* spojité také funkce f + g, fg, a je-li g(x™) # 0, pak i funkce f/g.

Nyni se podivame blize na nékteré vlastnosti spojitgch funkci dvou pro-

ménnych (analogicka tvrzenti plati i pro funkce vice proménnych).
Veta1.40(i) Necht g, h: R? — R jsou spojité v bod& [xo, yol. PoloZme uo = g(x0, Yo),
vo = h(xo, ¥o) a necht funkce f je spojitd v bodé [uo, vol. Pak je v bodé
[x0, yo] také spojitd slozend funkce F(x,y) = f(g(x,y), h(x,y)).

Pefinice 14000 Rekneme, Ze funkce f : R? — R je spojitd na mnoziné M C D(f) C R?,

jestlize pro kazd( bod [xo, yol € M plati

lim f(x,y) = f(xo, yo)-
(x,y)—(x0,¥0)
(x,y)eEM

Limitni vztah z predchozi definice chdpeme takto: ke kazdému ¢ > 0
existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé (x,y) € Os([xo,y0l) N M plati
If (x,y) — f(x0,¥0)| < ¢, viz Definici 1.25(i).
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Z teorie funkci jedné proménné zname (Weierstrassova véta):

Je-li funkce f : R — R spojitd na uzavieném intervalu (jednostranna
spojitost v krajnich bodech intervalu), pak funkce f je na tomto inter-
valu ohrani¢ena a nabyva zde své nejvétsi i nejmensi hodnoty. Co bude
analogil uzavieného intervalu?

Definice 1.41(() Metricky prostor (P, p) se nazgva kompaktni, jestlize z kazdé posloup-

nosti jeho bodt [ze vybrat konvergentni podposloupnost. Mnozina A C P
se nazyva kompaktni, jestlize mnoZzina A spolu s metrikou p je kompaktnt
metricky prostor. Je-li P = R", pak mnozina A C P je kompaktni pravé
tehdy, kdyz je uzaviena a ohranicena.
sl LAl Necht funkce f : R> — R je spojitd na kompaktni mnoZiné M C R
Pak funkce f je na mnoziné M ohrani¢ena a nab(va zde své nejvétsi
i nejmenst hodnoty (tj. existujt cisla k, K € R takova, ze k < K a k <
f(x,y) < K pro kazdé [x,y] € M).

Dikaz? B
Priklad Rozhodnéme, zda funkce
ﬁ pro [x,y] # [0, 0],
0 pro [x,yl = [0, 0],

nab(va své nejvétsi a nejmensi hodnoty na mnoziné M : x* + y* < 1.

flx,y) =
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Z teorie funkct jedné proménné zname (Bolzanova véta):

Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a, b] (jednostrannd spoji-
tost v krajnich bodech intervalu), pak funkce f nab(va vSech hodnot mezi
svoji nejvétsi a nejmensi hodnotou (tj. pro libovolné body x1, x> € [a, b] a
Cislo ¢ leZici mezi f(x1) a f(x2) existuje x3 € [a, b] takové, Ze f(x3) = ).

Definice 1.42(i) Metrick( prostor (P, p) se naz{va souvisly, jestlize P nelze vyjadrit jako

sjednocent dvou neprazdnych disjunktnich podmnoZin P, které jsou uza-
viené v P. Mnozina A C P se nazyva souvisld, jestlize metricky prostor
(A, p) je souvisly (tedy A nelze vyjadrit jako sjednoceni dvou neprézd-
nych disjunktnich podmnoZin A, které jsou uzaviené v A). Oteviena mno-
Zina A C R" je souvisld pravé tehdy, kdyz kazdé dva body z A lze spojit
lomenou carou, kterd lezi celd v A.
st LAl Necht funkce f : R?> — R je spojitd na oteviené souvislé mnoZing M C
R?. Necht pro body A, B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kazdému &islu
¢ lezicimu mezi hodnotamti f(A) a f(B) existuje bod C € M takovy, Ze
f(C)=c.

Zejména pro f(A) f(B) < 0 existuje C takové, ze f(C) = 0.
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Derivace funkce f : R — R v bodé xo je definovéna jako

f(x)— f(x
/ . 0
f'(x0) := lim M
X—Xo X — Xo
y“ t ///
// s
7
//
f(x) P,
7
//
T © f(x)—f(xg)
fxo) |__. Al
Ve X — Xo
7, y =f(x)
7
7
Ve
7
7
7
7
7
7
7
i) @ =
\ad
X0 X \
7
7
7

Geometricky vgznam: &islo f'(xo) je smérnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé& [xo, f(x0)],
. tg @ = f'(x0).



PARCIALNi DERIVACE (PRVNiHO RADU)

Pro funkce vice proménnygch se ovSem k uvaZovanému bodu mizeme

blizit z nekone¢né mnoha smérd. Je zcela prirozené nejdiive uvazovat

situaci, kdy se do daného bodu budeme priblizovat ve sméru rovnobéz-

ném s nékterou ze souradnych os (pro nezavisle proménné). V takovém

pripadé hovorime o parcidlni (¢astecné) derivaci. V pripadé pohybu do

daného bodu ve sméru daném vektorem & hovorime o smérové derivaci.
Pefinice 1450 Necht funkce f : R — R je definovdna v bod& [xo, yol a n&jakém jeho
okoli. PoloZme @(x) := f(x, yo). Ma-li funkce @(x) derivaci v bodé x,
nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé [xo, yol
a oznadujeme ji jako £ (xo, yo) nebo £ (xo, yo) nebo %(xo,yo). Tedy

ﬁ((XO,yO) — lim (p(x)_(p(XO) — lim f(X)yO)_f(XO)yO)
X—X0 X — Xo X—X0 X — Xo

Podobné, mé-li funkce ¥(y) := f(xo,y) derivaci v bodé yo, nazgvame ji
parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xo, yol a oznadu-

jeme ji jako f,(xo, o) nebo £, (xo, yo) nebo g—;(xo,yo).

Pro nas budou dilezité predevsim vlastni derivace, proto budeme slovem
,derivace” vzdy mit na mysli ,vlastni derivaci”.
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Vice pro- Parciélni derivace pro funkce n proménnych se definuji zcela analogicky.
ménnijch Pro f(xi,...,%,) @ vhodn( bod [x7,...,x;] definujeme
* * * * * *

of .« o= [ f(xl,'”aX'fl»XiaXiJrl»"-,Xn)7f(X13--~an)

— (X1 ey x,) = lim - s

aX,' x,'ﬁxl.* Xi — X;

kde i € {1,...,n}.
D, A Ve ” v .y ’ . v y v ; .
Poznamka Pri vipoctu parcidlni derivace podle néjaké proménné tedy postupujeme

tak, ze v8echny ostatni proménné povazujeme za konstanty. Proto lze
predpoklady Definice 1.45(i) oslabit:

Pro parcidlni derivaci podle x postacuje, aby spole¢né s bodem [xo, yol
nélezely do defini¢ntho oboru i body ve tvaru [x, yol pro x blizkd xo, tj.
néjakd mald Gsecka se stfedem v [xo, yol, ktera je rovnobéZnd s osou
x. Toto bude splnéno napt. ve chvili, kdy bod [xo, yol je vnitfnim bodem
defini¢ntho oboru funkce f. Podobné pozadavky postacuji pro parcialnt
derivaci vzhledem k y.

P A ’ . .7 ’ . v Ve 7
Pl Ma-li funkce f : R®> — R parcidlni derivace ve viech bodech né&jaké

mnoziny B C D(f), jsou tyto derivace funkcemi proménn(ch x, y. Tyto
funkce znadime jako £ (x,y) a f,(x,y), pip. f{(x,y) nebo gi (x,y) nebo

f;(x,y) nebo g—;(x,y).
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PARCIALNi DERIVACE (PRVNiHO RADU)

Protoze se vlastné jedna o derivovani funkce jedné proménné, nemusime
se ucit zadna nova pravidla pro derivovani.

Veta 1.47(i) Necht funkce f,g : R"” — R maji parcidlni derivace podle proménné
x, kde i € {1,...,n}, na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil,
soucin a podil (pokud g(x) # 0) mé na M také parcidlni derivaci podle
Xj, pficemz pro vsechna x € M plati

o[£+ £0)] = 2o () + 2

—

x),
aix,- [f(x)g(x)] = (%(X))g(x) + f(x) <§—f{(x)),
2

: (f(x)) _ (3500)stx) — 71 (3£)

axi \ g(x)

Priklad Vypoctéme parciadlni derivace pro funkce
(@) flxy) =arctg X, (b) flx,y) =x", x>0,

(0) Flx,y) = (x* +y*)%2 vbodé& [1,1], (d) f(x,y) =xIn(x* —y?),

2 2
(€) Flxay..eyXn) = \/m Gt
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Jaky je geometrick( vyznam parcidlni derivace?

z= f(x,y)
My

Y (x0 Yo)

Yy =Y

T Obrézek prevzat z: ). Kuben, S. Mayerové, P. Ratkova a P. Sarmanova, Diferen-

cidlni pocet funkci vice proménnijch, dostupné z http://goo.gl/ss160K. T

— Obrazek prevzat z: Z. Dosl4, R. Plch a P. Sojka, Diferencidlni pocet funkci vice

proménnych, dostupné z http://goo.gl/x9eRgT. —

Priintkem roviny 7 : y = yo a plochy
dané jako graf funkce f(x,y) je
kiivka v, ktera je grafem funkce @(x).
Pak parcidlni derivace f(xo, ¥o)
udavad smérnici te¢ny t1 k této kivce
v bodé M, = [xo,yo,f(xo,yo)], tj.
tg a = f(x0, yo).

Analogicky parcialnt derivace
fy(xo,¥0) urCuje smérnict tecny
t> vedené bodem My ke kfivce, ktera
vznikne prinikem roviny x = xo a gra-
fem funkce f(x,y), tj. tg p = £, (xo0, ¥0)-



http://goo.gl/ssl6OK
http://goo.gl/x9eRgT

PARCIALNI DERIVACE (PRVNIHO RADU)

Z teorie funkci jedné proménné zndme (Lagrangeova véta = véta o stfednti
hodnoté):

Je-li funkce f spojita na uzavi‘eném intervalu [a, b] (jednostrannd spoji-
tost v krajnich bodech intervalu) a ma-li v kazdém bodé x € (a, b) vlastni
neho nevlastni derivaci f’(x), pak existuje c € (a, b) takové, 7e

f(b) —f(a)
b—a '’

f'(c) = ti. f(b)—f(a)="f"(c)(b—a).
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st Lol Necht funkce f : R? — R ma parcidlni derivace f(x,y) a f,(x,y) v li-

bovolném bodé& obdélniku M C R? (tedy jeho strany jsou rovnob&zné se
soutfadngmt osami) a necht [xo, yol, [x1, y1] € M. Pak existuji redlna &isla
& € (min{xo, x1}, max{x0, x1}) @ € (min{yo, y1}, max{yo, y1}) takova, ze

f(x1,y1) — f(x0, y0) = (&, y1) (x1 — x0) + £, (x0,M) (y1 — y0).

Dikaz? B

P>, 5 v y s 3 ’ v ’

Poznamka Body [&, y1] a [xo,n] lezi na sousednich strandch obdélniku uréeného
body [xo, yol, [x1, ya]. Pfi nepatrné odliSném postupu diikazu dostaneme
velmi podobné tvrzent

f(x1,y1) — f(x0, y0) = £i(&1, yo) (x1 — x0) + fy (x1,M1) (y1 — o),

kde body a lezl na zbyvajicich stranach obdélniku.

A
"

n
n1
Yo

: >
X0 &1 & x1
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D A . v ’ v
Poznamka Pro funkci n proménnych lze Lagrangeovu vétu zformulovat takto:

Necht pro funkci f : R” — R existuji parcidlni derivace (prvniho fadu)
podle vSech proménngch na n-rozmérném kvadru M : [a1, bi] X --- X
lan, bnl, kde a; < bi pro i € {1,...,n}, a necht x = [x1,...,x], y =
[y1,...,¥n] € M. Pak existuji redlnd ¢isla & € (min{x;, yi}, max{x;, yi})
pro i € {1,...,n} takova, ze

FY) = £ = 3 o0 () (=) = (21) (12 = x0) =+ Fe(2n) (= 50),

i1
kde zi = [yiy.--yYi-1,&iyXit1y.--yXal pro i € {1,...,n} jsou vnitini
body hrany kvadru M, tedy tsecek, jejichz koncové body majti souradnice

(Vs e ooy Viedy Xiy Xit1y ooy Xn) @ [Viyeony Vi1, Vig Xit1y ooy Xnl-
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Poznamka

PARCIALNI DERIVACE (PRVNIHO RADU)

Z teorie funkct jedné proménné zndme:

Ma-Lli funkce f : R — R v bodé xg vlastni derivaci, pak je v tomto bodé
spojitd. Opacné tvrzent jiz neplati (napf. f(x) = |x|). Pozadavek exis-
tence ,vlastni” derivace je dllezity, nebot pii existenci pouze nevlastni
derivace tvrzen{ nemusi platit (napt. f(x) = ¥/x vs. f(x) = sgn(x) pro
X0 = 0)

Ovsem pro parcidlni derivace funkce vice proménngch podobné tvrzent
jiz neplati. Na sld. 38 jsme ukazali, ze funkce

0 xy#0,

f(x,y) =
(x,y) 1 =0,

nent spojita v bodé [0, 0]. OvSem plati £(0,0) =0 a £,(0,0) = 0 (proc?).
Toto je ale zcela prirozené, nebot parcialni derivace nam davaji infor-
mace pouze o chovant dané funkce ve smérech rovnobéznych se sourad-
nymi osami, pricemz v jingch smérech maze byt chovant i ,velmi divoké®.

Pomoci Lagrangeovy véty ovsem mizeme odvodit postacujici podminku
pro spojitost.
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Disledek 1.53()  Ma_|i funkce f : R? — R ohrani¢ené parcidlni derivace na otevfené

mnoziné K C R?, je funkce f na mnoziné K spojita.

Dikaz? B
Poznamka Vdimnéme si, Ze tvrzeni Diisledku 1.53(i) neni v rozporu s nespojitosti
funkce
0 xy#0
f(ny) = ’
1 xy=0.

Pomocna funkce (jedné proménné) @(x) = f(x, ), kde yo # 0 nemad
totiz vlastni derivaci v bodé x = 0, protoZe je zde nespojitd, tj. (0, yo) =
@’ (x) pro yo # 0 neexistuje. Podobné& je tomu pro f,(xo,0), kde xo # 0.
Na ose y tudiz neexistuje vlastni £ s vgjimkou pocatku a na ose x ne-
existuje vlastni f, s vijimkou pocatku. V bodech, kde £, a f, existuje,
je samozi‘ejmé nulova, tj. ohranicena. Avsak nejsme schopni nalézt okoli
pocatku (tedy otevienou mnozinu), v jehoz kazdém bodé by £ a f, exis-
tovaly. Nejsou tedy splnény pozadavky Dusledku 1.53(i).

Disledek 1.53()  NA_|i funkee f : R2 — R parcidlni derivace v okoli bodu [xo, yol, které

jsou v tomto bodé spojité, pak existuje okoli O(xo, yo), na némz je funkce
f(x,y) spojita.
Dakaz? B
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Z teorie funkci jedné proménné zname:

Necht funkce f, g : R — R maiji vlastni derivace v kazdém bodé otevie-
ného intervalu (a, b). JestliZe pro viechna x € (a, b) plati f'(x) = g’(x),
pak se funkce f,g lisi o konstantu, tj. existuje ¢islo ¢ € R takové, ze
f(x) = g(x) + c. Zejména jestlize f'(x) = 0 na (a,b), je f na (a,b)
konstantni.

Disledek1.54()  Necht funkce f : R — R mé na oteviené souvislé mnoZing M C D(f)

vSechny parcidlni derivace nulové. Pak je funkce f na mnoziné M kon-
stantnt.
Dikaz? &

Disledek 154(1)  Necht funkce f,g : R? — R maji na otevfené souvislé mnozing M C

D(f)N D(g) totozné vSechny parcidlni derivace. Pak existuje konstanta
¢ € R takova, ze na mnoziné M plati f(x,y) = g(x,y) + c.
Dakaz? B
Definice 1.54(() Necht f : R” — R a necht v bodé x* € D(f) existuji vSechny parcialni
derivace prvniho radu. Pak vektor

grad £(x") i= (Fia (x); .o, i (x7)

se nazgva gradientem funkce f v bodé x™.
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Podobné jako pro funkce jedné proménné mlizeme uvazovat i ,derivace
derivact” (nyni ovSem mame rizné permutace).

Jak jsme jiz diskutovali (viz sld. 46), pokud existuje f. ve vSech bo-
dech néjaké mnoziny M, pak dostdvdme na M novou funkci £i(x,y),
jejiz definiént obor je D(f), pficemz obecné plati D(f) # D(f.) (napf.
f(x) = V/x+sinxy). Pro tuto funkci miizeme také uvazovat parcidlni
derivace.

Definice 1.56()  Necht £ : R? — R a [xo, yo] € D(f). Existuje-li parcidln{ derivace funkce

f(x,y) podle promé&nné x v bodé [xo, yol, nazgvame ji parcidlni derivaci

druhého radu podle proménné x funkce f v bodé [xo, yol a znadime jako
d2f q q q s o

fix (X0, Yo) Nnebo 5-3(xo, yo). Existuje-li parcidlni derivace funkce fi(x, y)

podle promé&nné y v bodé [xo, yol, nazgvame ji smisenou parcidlni de-

rivaci druhého rddu funkce f v bodé [xo, yol a znacime jako f, (xo0, ¥o)

d2f
nebo W(xo,yo).

P A . ’ . 7 vz . .
Poznamka » Parcialni derivace druhého radu fx(xo, yo) a f,, (X0, yo) jsou defino-
vany zcela analogicky.
» Parcialni derivace m-tého radu (m > 3) definujeme jako parcialni
derivace derivaci (m — 1)-ho Fadu. Kolik ma funkce f : R” — R
derivact m-tého radu?
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Priklad

Priklad

Priklad

Véta 1.57(i)
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Vypoctéme parcidlni derivace druhého radu pro funkce (viz sld. 47)

(@) flx,y) = arctg%, (b) f(x,y) =x", x> 0.

Ukazme, Ze funkce u(x,y,z) = splituje rovnost ux + uy,, +

+y2+22
uz, = 0.

Zalezi u smiSenych parcialnich derivaci na porad( derivovani?

Vypoctéme smiSené parcialni derivace druhého fadu v bodé [0,0] pro

funkci
e 2

il oyl #00,0,

Flx,y) =
Lay) =1, x, y] = [0,0]

Necht pro funkci f : R? — R existuji v né&jakém okoli O(xo,y0)
bodu [xo, yol € D(f) smiSené parcialni derivace druhého radu £ (x,y)
a fx(x, y), které jsou spojité v bodé [xo, yol. Pak plati

fiy (X0, ¥0) = fyx(x0, o)
(tedy smiSené parcidlni derivace druhého adu jsou zaménitelné).

Dakaz? B
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Tedy spojitost smiSenych parcialnich derivact f,, a f,x postacuje pro
jejich rovnost. K tomu je ovSem potieba spocitat f,, a f,x — jenze z toho
uz bezprostredné pozndme jejich (ne-)rovnost. Tedy pouzitt Véty 1.57(i)
nent prilis efektivni, nastésti mame uzitecnéjsi tvrzent.

Véta1.58()  Necht v n&jaké okoli O(xo, yo) bodu [xo, yol € D(f) pro funkci f : R — R

platt:
> existuji parcidlni derivace prvniho fadu fi(x,y) a f,(x,y),

> existuje smiSena parcidlni derivace druhého Fadu £y (x, y) (s pfipad-
nou vyjimkou samotného bodu [xo, yol),

> existuje
lim f(x,y) = K.
(x,y)—(x0,50)
Pak obé& smiSené parcialni derivace druhého radu £, (xo, o) a fix(xo, yo)
existujt a plati
fy (X0, o) = K = fyx(x0, yo).

Poznamka Posledni predpoklad je splnén zejména ve chvili, je-li smiSend parcidlni
derivace druhého radu f(x,y) spojitd v bodé [xo, yol. Pak Véta 1.58(i)
ukazuje, ze z existence a spojitosti jedné smisené parcidlni derivace
druhého fadu jiz plyne existence druhé a jejich rovnost.

Dakaz? B
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Podobné tvrzent i pro smiSené parcialni derivace vyssich radd. Pro nés

bude postacujici nasledujici formulace tohoto tvrzeni.

Dikaz? B
Analogickd tvrzen{ plati i pro funkce f : R" — R. Kolik nejvgse maze mit

funkce f : R" — R rGznych parcialnich derivaci m-tého radu pfi splnént
pozadavkt Véty 1.59(i)?
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Parcialni derivace funkce f : R" — R v bodé x* € D(f) C R" je vlastné
obycejna derivace, kterou ziskdme ztzenim defini¢ntho oboru funkce f
na piimku jdouci bodem x* a rovnobéznou s i-tou soufadnou osou. Nyni
provedeme podobné zlZeni, oviem primka bude mit smér vektoru & =
(u1,u2) " € V2\ {0}, kde V2 je mnozina vektord v R Tedy misto funkce
f : R? — R budeme vydetiovat funkci @(t) = f(xo + tur, yo + tua).

Definice 1.61()  Necht f : R” — R, x* je vnitini bod D(f) a @ € V" \ {0}. Polome
©(t) == f(x* + td). Ma-li funkce @(t) derivaci pro t = 0, nazgvame ji
smérovou derivaci funkce f v bodé x™ (nebo derivaci funkce f ve sméru

vektoru &) a znadime jako fz(x™) nebo g—g(x*), tj.
. t)— (0 . (X +td) — f(x*
folx™) = lim et)— (0 _ . fl ) — X))
t—0 t t—0 t
Poznamka > Jestlize é1,...,€, je standardni baze prostoru V", tj. vektor & ma

pro i € {1,...,n} na j-té pozici jedni¢cku a na zbgvajicich pozicich
nuly, pak pro funkci f : R” — R plati fz(x") = £ (x*). Zejména
tedy pro f : R?> — R dostdvame rovnosti fi1,057 (X0, o) = £(x0, Yo)
a f(o,1y7 (X0, o) = fy (X0, Yo).

> Jestlize fz(x™) existuje, znamend to, Ze funkce @(t) je definovéna
v okoli nuly. Proto misto podminky, Ze x* je vnitfni bod D(f), stadi
pouze predpokladat, ze funkce D(f) obsahuje tsecku, ktera ma stred
v bodé x™ a je rovnobézné s vektorem .
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Poznamka Vzhledem k tomu, Ze i smérova derivace je vlastné definovana jako oby-
¢ejnd derivace funkce @(t), plati pro jeji poditani nésledujici pravidla.
Necht pro x* € R" existuje fz(x™) a gz(x™), pak
» pro kazdé c € R \ {0} existuje f.z(x*) a plati foz(x™) = ¢ fz(x™),
> (f £ g)alx™) = fz(x") £ galx™),

> (1)slx’) = filx') g(x") + F(x") galx),
e (£ 0y = B ) o gy 2

Geometrick( vjznam smérové derivace: tg o« = fz(x™).
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Poznamka Jestlize je vektor grad f(x) spojit] v bodé x*, pak plati
* * — 2 af *
fa(x") = (grad f(x"), i) = ) ~—(x")ux,
= an

S . ST o w©—n . T v
kde (@, V) :=d -V =3 |_, uxvk je skalarni soucin.

Priklad Vypodétéme smérovou derivaci fz(xo, yo), je-li déno:
(a) Fx,y) = x* = 3xy — 2%, bo,yol = [=1,1), 7= (2,-1)7,
(b) f(Xay) = arCtg(Xz +y2)a [XanO] = [1)_1}) 0= (1)2)T)
2_ .2

X -y
(c) flx,y) = m»

(d) Fx,y) = x?yIn § [xo, yol = [2,3], 7= (1,—-2)7,

[xo,y0l = [1,1], 7= (2,1)",

% [X)_y] # [0) 0}) — T
1) f = { & = = 1) .
(C) (X»y) {0 y [X,y] _ [0) 0}) [XO)yO] [Oa 0}) u (3) )
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D A el v o
Poznamka Je-li grad f( ) spojity v bodé x*, pak ze vzorce pro odchylku dvou vektor(

cos @ = kde ||dl| := \/(d, &), a z pFedchozi rovnosti plyne

HUHHVH'
fa(x") = (grad f(x"), ') = [|grad f(x”)|| || ]| cos @, (M
¢ € [0,7] je odchylka vektort grad f(x™) a 4.

Smérova derivace (podobné jako obycejnd a parcialni derivace) udava
rychlost zmény funkce f ve sméru vektoru 7. Uvazme nyni vSechny vek-
tory 's konstantni délkou, pak hodnota fz(x*) bude podle (1) maximalni,
jestlize @ = 0 (skalarni soucin {(grad f(x*), &) nabyva pro vektory & nej-
vétsi hodnoty, jestliZe jsou vektory grad f(x™) a i linedrné zévislé). Proto
grad f(x™) udavé smér, ve kterém funkce f v bodé x* roste nejrychleji.
Podobné —grad f(x™) je smér nejrychlejsiho poklesu funkce f v bodé
x*. Je-li & L grad f(x*), pak fz(x*) =0, tedy v tomto sméru se hodnota
funkce f v bodé x* neméni. Nebo-li plati ndsledujici véta.

st Ll Necht f : R®> — R a necht vektor grad f(x,y) je spojit] a nenu-

lovy v bodé [xo, yol. Pak smérova derivace fz(xo,yo) ve sméru jednot-
grad f(x0,y0)
[lgrad f (xo0,y0) |l

Maximalni hodnota potom je

kového vektoru & nabygva nejvétsi hodnoty pro 7 = a

grad f(Xu,yo)
[lgrad f(x0,y0)l *
fi(xo0, ¥o) = ||grad f (xo, yo)|| @ minimalni fz(xo, yo) = —||grad f(xo, yo)||-

nejmensi hodnoty pro & = —
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llustrace vznamu grad f pro f(x,y) = x*>/2+y?/2 v bodé [1, 1]. Definujeme Vf(x) :=

(grad f(x))T, tj. V zna&i tzv. Hamiltondv nabla operdtor V := ( 5% - a% ).
z z=f(x)
2 »
2 2

smér nulové
zmény funkce f
smér nejvetsiho

X poklesu funkce f / Vf— (1.1)

smér nejvétsiho
rUstu funkce f



Gradient vlastné udava smér nejvétsiho sklonu/spadu. Také plati, Ze vektor grad f(x™)
je normalou (tj. kolmy k te¢né) pro vrstevnict funkce f, kterd prochazi bodem x*.
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SMEROVA DERIVACE

SFF iy . , = 2 0 ol .
Priklad Najdéme jednotkovy vektor o, pro kter( je smérova derivace funkce
f(x,y) = +/x?+ y?+ 4 v bodé [2,1] nejvétsi, a ur¢eme jeji hodnotu.

Poznamka Vedle identit uvedenych na sld. 62 jiz vSak nemust platit aditivita sméro-
vych derivact vzhledem k vektortim urcujicim smér derivace. Jestlize exis-
tuji fz(x™) a fz(x™), nemusi existovat fz 7(x™). A i kdyz existuje fz;7(x™)
mize byt fzi7(x") # fz(x*) + fz(x*). Ov8em plati:

Necht fz(x* ) je spojita v néjakém okoli O(x*) bodu x* a necht existuje
f7(x*). Potom plati fz 7(x*) = fz(x*) + fz(x*).

Priklad Necht

xy (x+y)
fly) = § For DN 700
0 [x, y] # [0, 0]

[x0, ol = [0,0], @ = (1,0)7 a ¥ = (0,1)T. UkaZme, ¥e existuji z(0,0),
fV(O,O), fu+v( )r avsak fLT+ ( ) 7é (050) + f\?(o) 0)
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SMEROVA DERIVACE

Poznamka Jiz vime, Ze z existence vSech parcidlnich derivact prvniho Fadu funkce
f v bodé x* neplyne spojitost funkce f v bodé x* (viz sld. 52). Ovsem
ant existence smérové derivace fz(x*) v libovolném sméru neimplikuje
spojitost funkce f v bodé x*. Toto mdze byt na prvni pohled prekvapuijici,
protoze nynt jiz zahrnujeme vSechny sméry priblizeni. Ovsem vsechny
tyto sméry reprezentuji priblizent po primkach, pricemz definice limity (s
jejiz pomoct je definovéna spojitost) zahrnuje vSechny zptlsoby priblizent
do bodu x* (paraboly, kubické krivky, ...).

- vy
Priklad UkaZzme, ze funkce

Foxy) = 3L I,y #00,0],

0 [x,y] = [0, 0],

ma v bodé [0,0] smérovou derivaci f7(0,0) pro libovolném smér o €
V2 \ {0}, ovdem neni v tomto bodé spojita.
D, 4 v o .z ’ . , . , v I3 .
Poznamka Podobné jako u parcialnich derivact [ze definovat také smérové derivace
vy$sich rada, napf. fz(x*) = a%v(x*). Navic i pro smérové derivace
vyssich radu lze dokazat obdobna tvrzenti jako ve Vétach 1.57(i), 1.58(i)

a 1.59(i).
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Pro funkci jedné realné proménné f : R — R je diferencidl df,(h) definovan jako
prirastek funkce na tecné t ke grafu funkce f v bodé T = [xo, f(x0)]. Chceme vlastné
najit ¢islo A € R takové, aby priblizné platilo
f(xo 4+ h) — f(xo) = Ah,

kde |h| je malé redlné Cislo. PFi této aproximaci se ovsem dopustime chyby t(h) :=
f(xo + h) — f(x0) — Ah a je rozumné pozadovat, aby lims—o T(h)/h = 0 (pak totiz
existuje nejvyse jedno Cislo A s pozadovanymi vlastnostmi). Pokud takové ¢islo A €
R existuje, nazgva se funkce f diferencovatelnd a linedrni funkce dfq(h) := Ah se
nazyva diferencidl funkce f v bodé xo. Navic existence diferencialu je pro f : R — R
ekvivalentni s existenci vlastni derivace funkce f v bodé xo, pricemZ plati rovnost

dfio (h) = f'(x0) h.
A e
flxo + h) 7

f(xo) /\®

\




Na Uvod poznamenejme, Ze se v této kapitole zaméiime vjhradné na funkce dvou pro-
ménnych — pro funkce vice proménnych lze postupovat analogickgm zplisobem.

Uvidime, ze pro funkce vice proménnych predstavuje diferencidl z geometrického po-
hledu opét nadhradu funkce te¢nou (nad-)rovinou, ovsem jeho souvislost s parcidlnimi
derivacemi je mnohem komplikovanéjsi.

Uvazme funkci f : R? = R a zvolme pevné bod [xo, yo] € D(f) C R?, v jeho? né&jakém
okoll je funkce f definovédna. Vezméme nyni mala realna cisla h, k (kladnd, zaporné,
alespon jedno nenulové) a posuiime se z bodu [xo, yo] do bodu [xo + h,yo + k] (viz
obréazek nize pro h< 0 a k > 0).

A
vo + k [xo + h, yo + k]
Vh? + k2
Yo X0, Yol
§ »
xo + h X0 =

Cisla h, k se nazyvajt prirtistkem nezdvisle proménngch. Pokud x = xo+ha y = yo+k,
pak h = x —xo a k = y — yo. Analogicky se rozdil funkénich hodnot v bodech [xo, yol
a [xo+h, yo+ kK], tj. &islo f(xo+h, yo+k)—f(xo, yo) nazyva priristkem zdvisle proménné.



Nyni bychom chtéli nahradit funkci f : R2 S5 Rv jistém okoli O(xo, yo) bodu [xo, yol
linearni funkct (jejimz grafem bude rovina). Tedy chceme najit takové &isla A, B € R,
aby v ,dostate¢né blizkosti” bodu [xo, yo] platilo

f(Xo + hyyo + k) — f(Xo,yo) = Ah + Bk.

Pfi tomto nahrazent se pfirozené dopustime jisté chyby (pokud nent sama funkce f
linearni). Tato chyba zavisi na hodnotach h, k. Oznacime ji proto jako w(h, k), pii¢emz
platt

w(h, k) = f(xo + h, yo + k) — f(x0, ¥0) — Ah — Bk.

Zajiméd nas nyni, zda existuji &isla A, B takova, ze w(h, k) nabyva pro ,dostatecné
malé“ hodnoty |h| a |k| hodnot blizkgch nule. Co zde rozumime pojmem ,mald” hod-
nota? Ukazuje se rozumné (podobné jako pro funkci jedné proménné) pozadovat, aby
limita funkce w(h, k) délend vzdalenosti bodli [xo, yol @ [xo + h, yo + k] (méFené nyni
v Euklidovské metrice, tj. v/ h? 4 k2) se rovnala nule pro h — 0 a k — 0, tedy

im ik
(hk)—(0,0) /A2 - k2



DlFERENClA’L FUNKCE
Definice 1.73()  Necht funkce f : R> — R je definovana v n&jakém okoli bodu O(xo, yo).
Existuji-li takova konec¢nd &isla A, B € R, ze pro funkci w(h, k) defino-
vanou jako

w(h, k) = f(xo + hy yo + k) — f(xo0, yo) — Ah — Bk

platt
lim i
(h,k)=(0,0) \/h? + k2

pak Fikdme, Ze funkce f je v bodé [xo, yol diferencovatelnd. Linearnt
funkci df(xy,y0)(hy k) = Ah+ Bk nazgvéme totdlnim diferencidlem funkce
f v bodé [xo, yol.

=0, 2

Totalnt diferencidl z Definice 1.73(i) se ¢asto oznacuje pouze jako dife-
rencidl, p¥ip. silng nebo Fréchetuv diferencial. Existuji i jiné (obecnéjsi)
diferencialy, napf. tzv. slaby (Gateauxiv) diferencial.

focisnie Ve jmenovateli limity (2) je vgraz v/ h? + k2, kter( souvisi s volbou met-
riky pe. Pokud zvolime maximalni metriku poo, tj. nahradime jej vgrazem
max{h, k}, nebo souctovou metriku, tj. nahradime jej vgrazem |h| + ||,
obdrzime ekvivalentni definici diferencialu (vzdyt tyto metriky jsou ekvi-
valentni).
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Podobné jako v R diferencovatelnost funkce f : R? — R (zce souvisi
s parcialnimi derivacemi.

Dikaz? B

Jiz vime, Ze existence parcialnich/smérovych derivact nent dostacujict
pro spojitost funkce f. A diferencovatelnost?

Dikaz? B
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Priklad

Priklad

Véta 1.75(i)

DIFERENCIAL FUNKCE

Ukazme, ze funkce
0 xy #0,

f(x,y) =
(x,y) | xy—o.
neni v bodé [0, 0] diferencovatelna (viz sld. 38).

Jak ale pozndme, Ze dané funkce je diferencovatelnd v néjakém bodé&?
Z predchoziho plyne, Ze funkce musi byt v tomto bodé spojitd a musi
zde mit parcidlni derivace prvntho radu. To ale nent postacujict.

Ovérme, ze funkce

2 Iyl #00,0],

f -
(x,¥) 0 . y] = [0, 0],

je spojita v bodé [0,0], ma v tomto bodé ohé parcidlni derivace prvniho
radu, ale neni zde diferencovatelna (viz sld. 35).

Ma-li funkce f : R?> — R spoijité parcialni derivace prvniho ¥adu v bodé
[xo0, Yol, pak je v tomto bodé diferencovatelna.

Dilkaz? B
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DIFERENCIAL FUNKCE

Priklad Ovérme, ze funkce f(x, y) je v bodé [xo, yo] diferencovatelna a vypoctéme
df(xo»)’o) (h> k): jeStllfe

(8) Flx,y) = 2xy = 3x%y + y Inx, [xo, 0] = [1,2],
(b) f(x,y) = arctg ;, [x0, Yol = [1,—1].

Py v v . 7o NERTIY 7 .

Priklad Ovsem Véta 1.75(i) davé pouze postacujici podminku pro diferencova-
telnost funkce f : R? — R. UvaZme funkci f : R* — R definovanou
jako

flx,y) = o(x) + @(y), kde o(t)
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Predchozi visledky ukazujici souvislost mezi spojitosti, existenct parcialnich derivact
a diferencovatelnosti funkce f : R*> — R m(izeme tedy shrnout:

dfix,y0) (h, k) existuje = existuji f(xo, yo) a f,(xo, ¥o0),
viz Véta 1.74(\)

dfix.y0) (h, k) existuje = funkce f je spojité v [xo, yol,
viz Véta 1.74(ii)

fx(xo0, yo) a fy(xo, yo) existuji potom dfixo,y0) (h, k) Nnemusi existovat,
viz Priklad na sld. 75

f je spojitd a f(xo, o), fy (X0, ¥o) potom dfixo,y0) (h, k) Nnemust existovat,

existujt viz Priklad na sld. 75

fx(x0, ¥0), fy (X0, Yo) jsou spojité = dfixe,y0) (h, k) existuje,
viz Véta 1.75(i)

dfixe,y0) (s k) existuje potom fi(xo,¥0) @ f,(xo0,y0) nemusi byt

spojité, viz Priklad na sld. 76

Z existence diferencidlu tedy také plyne existence obou tecen t; a t» z obrazku na
slidu 48. Nynt si ukdzeme, ze rovina urcend témito primkami je skutecné tecnou ke

grafu funkce f(x,y) v bodé Mp.




Druhd podminka vlastné vyjadiuje, Ze pomér vertikalni vzdalenosti mezi
grafem funkce f(x, y) a rovinou T v bodé [x, y] a vzdalenosti bodi [x, y]
a [xo, Yol se bliZi k nule, jestlize se bod [x, y] blizi k [xo, yol, tj. Citatel se
blizt k nule rychleji nez jmenovatel.

Z prvni podminky plyne, Ze f(xo, yo) = Axo+Byo+C, tedy C = f(xo, yo)—
Axo — Byo, coz po dosazeni dava

T: z=A(x—x0) + B(y — y0) + f(xo0, ¥0).
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Dosazenim predchoziho vyjadient C do limity ve druhé podmince obdr-
zime pozadavek

f(X,y) _ f(XO,yO) _A(X_XO) — B(y—,\’o) x=xo+h‘ o

= lim
0 y=yo+k

(x,y)=(%0,¥0) (x—x0)2+ (y — y0)?

_ lim f(Xo + h,yo + k) - f(Xo,yo) — Ah — Bk
T (h0)—(0,0) VA2 £ k2 ’

coz je shodné s podminkou v Definici 1.73(i). Tedy existence tecné roviny
je ekvivalentni s existenci totalni diferencidlu df(.,,,,)(h, k). Navic podle

Véty 1.74(i) musi platit A = f(xo0,¥0) a B = f,(xo0, ¥o)-
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Je-li T te¢nd rovina ke grafu funkce f : R? — R v bodé My = [xo,yo,f[xo,yo)},
pak primka prochazejici bodem dotyku My a kolmd k roviné T se nazgva nor-
mdla ke grafu funkce f(x,y) v bodé My. Protoze normalovy vektor roviny T je
(£(x0, o), fy (X0, ¥0), —1), parametrické rovnice normély jsou

n: x=xo+tf(xo,y), y=yo+tf(xo,w), z=2z—t teR.

Jsou-li navic f(xo, ¥o) # 0 # f,(x0, yo), pak lze parametr t vyloudit, ¢imz dostaneme
X=X _ y—Y
fX(XanO) f\’(X()’yO).

n: f(xo,y0) —z=

V4
Plocha o rovnici
2 +y24+2z-9=0
M_0=[1,2,4]
I
|
|
|
Normaéla
.
| TecCna rovina
| |
Sy
1~z ‘I\g
|



DIFERENCIAL FUNKCE

» N v . . v 7 . 7
Priklad Urceme rovnici te¢né roviny a normaly ke grafu funkce
2 3, X Xx+2y
f(x,y) =2x"y —3xy” + = + e
y
v bodé [—2,1,7].
M . Qv . . v y .
Priklad Najdéme rovnici te¢né roviny ke grafu funkce

f(X»)/) :2X2_y2)

ktera je rovnobézna s rovinou p: 8x —6y —z —15=0.
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Z geometrického hlediska je tedy opét diferencidl funkce v daném bodé prirGistkem

funkce na te¢né roviné. Funkce w(h, k) urcuje rozdil mezi skute¢ngm prirdstkem a pri-
rastkem na tecné roving, tj. plati

f(X)y) - f(XanO) = df(xo,yo)(h) k) + W(ha k))

kde dfi, h, k) pfedstavuje linedrni ¢ast pfirastku (je to linedrni funkce) a w(h, k
(x0,y0) LTy )
predstavuje nelinedrni ¢ast priristku.

Obrazek prevzat

z http://goo.gl/mDgrHd.

Caam,buk,0)
Caiye) % Lo, biko) 3
Tanged line v %= direching: 'T..\“_A_ e ‘1_‘,,,4.;_‘:
Tise = tlope « runm rise = slope . run
= fulayn = fyta ke

Rovnice te¢né roviny je nejlepsi linearni aproximace funkce f(x, y) v okoli bodu [xo, yol.


http://goo.gl/mDqrHd

DIFERENCIAL FUNKCE

Pokud neni te¢na rovina T rovnobé&znd s osou x nebo y, tj. f(xo, yo) #
0 # f,(xo, Yo), je nelinedrni ¢ast prirastku w(h, k) mensi nez linedrni ¢ast
dfix,v0) (hy k), CehoZ se dé& vyuzit ke stanoventi priblizné funkéni hodnoty

f(x,y) = f(xo0, ¥0) + dfixg,y0) (hy k) pro [x,y] blizké [xo, yol.

Toto pouZiti jiz dnes ztratilo smysl, ovsem diferencidl se vyuziva napt.
pri ndhradé slozitgch nelinearnich Uloh jednodussimi (i kdyz méné pres-
ngmi) linedrnimi. Diferencidl se také ¢asto pouzivd k aproximaci abso-

lutnich a relativnich zmén velicin, tj.

Af(Xo,yo)

Af(xo0, yo) = f(xo + hyyo + k) — f(x0,y0) a
f(xo, yo)

Pak totiz plati

I h, k
AF(50,30) = Afig i (h k) o S70J0) _ Aove (D),

f (x0, yo) f(xo, yo)
Pti téchto aproximacich se dopustime jisté chyby, kterd je dédna funkci
Vs v ; v ’ w(h,k) Y _
w(h, k) v pFipadé absolutni zmény a podilem W v pripadé relativnt

zmény.
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DIFERENCIAL FUNKCE

Priklad Pomoct diferencialu vypoctéme priblizné
(a) 1,04>%%,  (b) v/2,982 + 4,052.

Dy 7 z v ’ 7 v Y

Priklad Vélcova plocha méla mit podle pléanu polomér 1dm a vgsku 5dm. Ne-
presnosti vgroby je polomér vétsi o 0,03 dm a vyska menst o 0,1 dm.
Odhadnéme pomoct diferencidlu absolutni a relativni zménu objemu.
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JEN NA OKRAJ... (I)  KMENOVA FUNKCE

Méjme zadano
P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (3)

kde P(x,y) a Q(x, y) jsou spojité funkce na oteviené jednoduse souvislé
mnoZiné Q, které zde maiji spojité parcialni derivace P, (x,y) a Q«(x,y).
Je viraz (3) totdlnim diferencidlem né&jaké funkce H(x,y)? Ano prévé
tehdy, kdyz plati

Py(x,y) = Q«(x,y) pro vsechny [x,y] € Q.

Hledana funkce H(x,y) se nazgva kmenovd funkce.
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Véta 1.87(i)

Priklad

Priklad

JEN NA OKRAL... (i)  DERIVACE SLOZENE FUNKCE
Pro funkce jedné proménné plat:
Necht funkce u = g(x) ma vlastni derivaci v bodé xo. Ma-li funkce
y = f(x) vlastni derivaci v bodé ug = g(xo), pak slozena funkce y =
F(x) = f(g(x)) ma vlastni derivaci v xo a plati y'(x0) = f'(uo) g(xo0).
Jak derivovat sloZené funkce vice proménngch?

Necht funkce u(x,y) a v(x,y) maji parcialni derivace prvniho radu
v bodé& [xo, yo]. PoloZzme up = u(xo,Y0), Vo = v(xo, o). Necht funkce
f(u,v) je diferencovatelnd v bodé [uo, vol. Pak slozena funkce F(x,y) =
f(u(x,y), v(x,y)) ma parcidlni derivace prvntho fadu v [xo, yol a plati

U ) = o, )y ) A ) )
% ) = du o Ty 0 ov Rl Ox 0, Yo)s
of

oF ou of ov
@(Xo»yo) =3, o Vo)a(Xo»yo) + 3, (Lo Vo)a(xo»yo),
nebo-li zkracené
Fc=fouc+fov, F,=fiu +1fv
Vypoctéme Fy a Fy, jestlize F(x,y) = f(u,v), kde f(u,v) = u® + v?,
ulx,y) =x—yav(xy)=x/y.

Pomoct transformace do polarnich souradnic x = pcos¢@ a y = psin @
najdéme véechny diferencovatelné funkce f : R? — R spliiujici rovnost

yfx(X»}/)—X@(X,Y) =0.
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Pro funkce jedné proménné plat:

Necht méa funkce f : R — R v okoli bodu xo vlastni derivace az do Fadu
n+1 véetn& pro n € NU{0}. Pak pro viechna x z tohoto okoli plati

f! fl "
70 = Fxa) + 70D (e g) o TP (o Ry,
kde R,(x) = %(x —x)"ta g je vhodné Cislo lezici mezi xp a x.


mailto:zemanekp@math.muni.cz



mailto:zemanekp@math.muni.cz

JEN NA OKRAJ... (1) IMPLICITNi FUNKCE

Necht F : R> = R je spojita funkce. Jaké vlastnosti funkce F zarud, Ze
rovinice F(x,y) = 0 je jednoznac¢né Fesitelnd vzhledem k y, tedy existuje
spojitd funkce g : R — R takovd, Ze rovnost F(x,y) = 0 je ekvivalentni
sy=g(x)?

Nebo uvazme mnozinu (kfivku)

M = {lx,yl € D(f): F(x,y) =0},

napt. pro F(x,y) = x> + y* — 1 je M jednotkovéd kruZnice se sttedem
v pocatku. Zvolme néjaky bod na kiivce M a chtéjme vysetfit chovant
krivky v okolt tohoto bodu (napt. rovnici te¢ny a zda funkce lezi nad/pod
te¢nou). Plati-li F(x,y) = y—g(x), pak je kiivka M piimo grafem néjaké
funkce jedné promé&nné a problém lze snadno vyfedit pomoci g’ a g”.
V nékterych jednoduchych pripadech to opravdu je mozné (napt. pravé
pro kruznici). Ovéem co kdy? nap¥. F(x,y) = x> + y* — 2xy?
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JEN NA OKRAL.. (I)  IMPLICITNI FUNKCE

Definice 1910 Necht F : R? — R, F(xo,y0) =0 a M = {Ix,y] € D(f) : F(x,y) = 0}.

Jestlize existuje néjaké okoli O(xo,y0) = {Ix,y] € D(F): [x — xo| < &,
ly — yol < 8} bodu [xo, yo] takové, Ze mnozina M N O(xo, yo) je totozna
s grafem funkce y = g(x) pro |x — xo| < &, fekneme, ze funkce g je v
okoli bodu [xo, yo] definovand implicitné rovnici F(x,y) = 0.
e Necht je funkce F : R? — R spojita na ¢tverci R = {[x,y] € D(F):
Ix —xo| < a,ly —yl < a} a necht F(xo,y0) = 0. Déle predpokla-
dejme, Ze funkce F ma spojitou parcialni derivaci Fy(x, y) v bodé [xo, yol
a plati Fy(xo,y0) # 0. Pak existuje okoli bodu [xo, yol, v némz je rovnosti
F(x,y) = 0 implicitné definovédna pravé jedna spojitd funkce y = g(x).
Maé-li navic F na ctverci R spojité parcialni derivace 1. fadu, pak ma
funkce g(x) v bodé xo derivaci a plati

/ _ F(x0,¥0)
g (xo) =— F v
v(x0, Yo
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LOKALNi EXTREMY

Hledant extrémd funkct je jednou z nejdulezitéjsich aplikact diferen-
cidlntho poctu. Jedna se vlastné o nalezent resent jisté optimalizacni
(max./min.) dlohy, se ktergmi se setkdme v fadé oblasti. RozliSujeme
nékolik typt extrém:

» lokalni,
» globalnt,

> vézané.
Pefinice 1.93()  Rekneme, e funkce f : R” — R nab(va v bodé x* € R" lokdlntho
maxima (minima), jestlize existuje okoli O(x™) bodu x* takové, Ze pro
kazdé x € O(x*) plati f(x) < f(x*) (f(x) > f(x*)).
Jsou-li nerovnosti ostré pro x # x*, mluvime o ostrgch lokadlnich maxi-
mech a minimech. Pro (ostra) lokalni maxima a minima budeme uZivat
jednotné oznacdent (ostry) lokdlni extrém.

Poznamka Z Definice 1.93(i) vyplgvd, Ze bod x* must bgt vnitinim bodem D(f),
protoZe funkce f musi byt definovana na jistém okoli O(x™). Definici by
samoziejmé Slo zménit tak, aby zahrnovala i hrani¢nt body (stacilo by
misto x € O(x™) uvazovat x € O(x*) N D(f)), ale pro nase tcely bude
tato definice postacovat.
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Lokalni maxima

\
/ .
°
Predstavime-li si graf funkce f : R*> — R

jako plastickou mapu, hleddme vlastné ko-
pecky (prip. pohofi) a doliky (pfip. udoli).

Lokalni —®
minimum

Jak mohou lokalnt extrémy vypa-
dat? (Obrazek prevzat z: J. Kuben,
S. Mayerovd, P. Ratkova a P. Sar-
manova, Diferencidlni pocet funkci
vice proménnych, dostupné z http:
//goo.gl/ss160K.)

== O (x0, y0)
[

/T\)ﬁ(-w- o)

== O(xo, Yo) /_5\)47()(()» Yo)

<

d) e)

Oznacent ,ostry” nemd nic spole¢ného s tim, zda je graf ,zakulaceng” ¢i nikoli. Jde
pouze o chovani funkénich hodnot v okoli O(x*) bodu x™.


http://goo.gl/ssl6OK
http://goo.gl/ssl6OK

LOKALNi EXTREMY
Priklad v ; 2 Pt , v
Rozhodnéme, zda ma funkce f : R® — R lokalni extrém v bodé [0, 0],

jestlize

(@) ) = VX2 552, (b) Flxy) =47

Vidime, Ze pro existenci lokalntho extrému v bodé x* neni nutna ani
existence parcialnich derivaci ani spojitost. Ma-li funkce f : R" — R
v bodé x™ lokalni extrém, pak kazda pomocné funkce jedné proménné
musi mit v tomto bodé také lokalnl extrém (pokud existuji prislusné
tecny, mus[ bth vodorovné). To tedy znamend, Ze pro kazdé i € {1,...,n}
plati bud 3 (x ) = 0 (viz pfedchozi obrazek a, d) nebo —(x*) neexis-
tuje (viz p|ec|c|1021 obrdzek b, c, e). | zde vsak plati, ze eXlStLIJe li tecna
(nad-)rovina, must byt vodorovna. Pro néds bude dostadujici vénovat po-
zornost funkcim, které maji v bodech lokalnich extrému vsechny parcialni
derivace prvntho radu.
Pefinice 1.95()  Necht f : R” — R. Rekneme, %e bod x* € R” je staciondrnim bodem
funkce f, jestlize v bodé x* existuji vSechny parcidlni derivace prvniho
radu a plati
of

a(x*):o proi=1,...,n
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Nyni mazeme zformulovat nutnou podminku pro existenci lokélniho ex-
trému.

Dikaz? B

Ovsem opacné tvrzeni neplati (stejné jako pro funkce jedné proménné),
tj. ne kazdy stacionarnt bod je lokdlnim extrémem.
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Véta1.97(i)

LOKALNi EXTREMY

A jak garantovat existenci extrému ve stacionarnim bodé? Pro funkci
jedné proménné g : R — R lze o existenci extrému ve stacionarnim
bodé xo, tj. g’(x0) = 0, rozhodnout bud pomoci znaménkové zmény prvni
derivace v okolt bodu xo nebo pomoct druhé derivace, nebot plati:

Je-li bod xo € R staciondrnim bodem funkce g a souasné g”(x0) < 0
(g”(x0) > 0), pak bod xo je ostré lokdlni maximum (minimum).

Necht bod [xo, o] € R? je staciondrnim bodem funkce f : R? — R
a necht mé funkce f v bodé [xo, yol a néjakém jeho okoli spojité parcidlni
derivace druhého radu. Jestlize plati

D(x0,¥0) : = Fuc(x0, Y0) fyy (X0, ¥0) — [y (x0, ¥0)]

fix(x0, Y0)  fy(x0 YO))
= d t ) y ) 0
< (fyx(xO,yoJ fy(x0yy0)) ~

pak ma funkce f v bodé& [xo, yol ostry lokalni extrém. Je-li fix(x0, y0) > 0,
jedna se o minimum, je-li fic(xo0, yo) < 0, jednd se o maximum. V piipadé
D(xo, yo) < 0 ma funkce f v bodé [xo, yo] sedlovy bod, zatimco v piipadé
D(xo, yo) = 0 nelze rozhodnout.

Dakaz? B
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LOKALNi EXTREMY
D, x q ;. a v . v
Poznamka Ilustrujme poslednt situaci z Véty 1.97(i). Uvazme funkce

@) Flx,y) =x*+y*  (b) flx,y) = x> +y>.

Pozni o Al p - . -
Poznamka V pripadé lokalntho extrému je nutné fu(xo,y0) # 0, protoze jinak
2 v . . o 7
D(xo0, o) = —[ﬁ(y(xo,yo)] < 0, coz je spor. Ze stejného diivodu takeé
f:"y(Xano) # 0.
Navic o typu lokalniho extrému lze se stejnou klasifikaci rozhodnout
L pomoct f,, (X0, y0), nebot f(xo,¥0) a £, (x0,y0) musi mit stejné zna-
ménko, jinak totiz D(xo, yo) < 0.
Dy % 7 s 7
Priklad Urceme lokdlni extrémy pro funkce

(a) Fx,y) =x* +xy +y* —6x =9y, (b) f(x,y) =x*+y* —3xy,

—(x2+y?)

() flx,y) = (x> + y?)e .
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LOKALNi EXTREMY

Pro funkci f : R” — R, kde n > 3, se postupuje podobné. Musime
urcit stacionarni bod (Definice 1.95(i)) a rozhodnout o definitnosti tzv.
Hessovy matice

faxa (x) faxa (x) - f><1><n(X)

H(x) =
foa(X) e fan(X)

Mgzl Matice M € R"*" se naz{va negativné semidefinitni, pokud
algebra

z'Mz<0 VzeR",

a pideme M < 0. Jestlize dokonce plati z"Mz < 0 pro viechny vektory
z € R"\ {0}, nazvé se matice M negativné definitni a zapisuje se jako
M < 0. Analogicky definujeme pozitivné (semi-)definitn{ matice. Jestlize
existuji vektory z, 7 € R” takové, 7e plati z'Mz > 0 a "Mz < 0, pak
se matice M nazyva indefinitni.
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LOKALNi EXTREMY

Jak poznat definitnost matice?

Vil L) Necht matice M € R"*" symetricka.

» Potom platt M < 0 (M > 0) pravé tehdy, kdyz vSechny jejt vlastni
hodnoty (pricemz symetrie zarucuje, Zze to jsou realnd cisla) jsou
zaporné (kladné).

» Potom plati M < 0 (M > 0) prévé tehdy, kdyz viechny jeji vlastni
hodnoty (pricemz symetrie zarucuje, Zze to jsou realnd cisla) jsou
nekladné (nezaporné).

» Vedoucl hlavni submatice a minory (VHM):

[E!

M

(Jak vzniknou? Kolik jich je?)

Platt M < 0 (M > 0) prévé tehdy, kdyz VHM st¥idaji znaménko
pocinaje zaporngm (vSechny VHM jsou kladné).
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LOKALNi EXTREMY

Véta1.101(i) Necht x* € R" je staciondrni bod funkce f : R” — R a necht funkce f
ma v bodé x* a néjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého
radu. Potom plati:

» ma-li funkce f v bodé x* lokdlni minimum (maximum), pak je pri-
slusna Hessova matice v tomto bodé pozitivné (negativné) semide-
finitn{;

> je-li Hessova matice funkce f v tomto bodé pozitivné (negativné)
definitni, nastava v bodé x* ostré lokdlni minimum (maximum);

> je-li Hessova matice funkce f v tomto bodé indefinitni, nenastava
v bodé x™ lokalni extrém.

D, 4 v , v 7 v 7 v . . . V7 v 7
Poznamka Predchozi véta ndm ovSem nedava odpovéd v situaci, kdy je prislusna
Hessova matice semidefinitni ve stacionarnim bodé x*.

» N v 7 , 7
Priklad Rozhodnéme o lokalnich extrémech pro funkce

@) flx,y) =x>+y* (b) flx,y) =x2(1+y%), (o) flx,y) =x"+y>.

Atk Uréeme lokdlni extrémy pro funkci f(x, y, z) = x> +2y?+32 +2xy +2xz.
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GLOBALNi EXTREMY

Definice 1.103()  Necht f : R” — R a M C D(f). Rekneme, e bod x* € M je bodem glo-
bdlntho (absolutniho) minima (maxima) funkce f na mnoziné M, jestlize
f(x*) < f(x) (f(x*) > f(x)) pro vSechna x € M. Jsou-li nerovnosti ostré
pro x # x*, hovorime o ostrych globalnich extrémech.

Poznamka » Bod, ve kterém funkce nabyva globalntho extrému nemust byt jeding,
viz f(x,y) = (x2 +y2)e’[’(2+y2] na sld. 98. A funkéni hodnota?
» Body globalntho extrému nemust pro danou funkci viibec existovat,
napt. f(x,y) = x +y na R? nebo f(x,y) = e~ ¥ ) ha R? nebo
f(x,y) =x+yna (0,1) x (0,1).

Jak ale prakticky postupovat pri hledani globalnich extrémt?

Véta 1.103(i) Necht M C R" je kompaktni mnozina a funkce f : R" — R je spojita
na M. Pak f nabyva svich globalnich extrémd bud v bodech lokalntho
extrému uvnitit M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.

Dakaz? B
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GLOBALNi EXTREMY

Dy
P4l Uréeme globélni extrémy funkce f : R? — R na mnoZiné M, jestlize
(@) Flx,¥) =xy —x* = y* + x +,
M = {Ix, y] €R2: x>0, y>0, y<4—x}
(b) F(x,y) = 2x> + 4x* + y* — 2xy,
M={xy] e R®: x> =2 <y <4}

Priklad Je dan drat délky /, kter( rozdélime nejvisSe na tii ¢asti. Z jedné ¢asti
utvorime kruh, z druhé &asti utvorime Ctverec a ze treti ¢asti utvorime
rovnostranny trojihelnik. Uréeme délky jednotlivgch ¢asti tak, aby plo-
cha vymezena témito obrazci byla maximalni/minimalnt.
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