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FUNKENI RADY A KONVERGENCE

Jiz zndme Eiselné fady Y 7 an, kde a, jsou dané ¢isla pro n € N. Oviem
co kdyz misto &isel a, budeme uvazovat funkce f,(x)? Specialni pfipady:
mocninné fady a Taylorova rada.

Definice 3.4(i) Necht {f,(x)}721 je posloupnost funkci na intervalu I a necht xo € / je

libovolné. Je-li ¢iselnd posloupnost {f,(xo0)}s>1 konvergentni, Fekneme,
ze posloupnost {f,(x)}321 je konvergentni v bodé xo.
Posloupnost {f,(x)}52; nazveme bodové konvergentni k funkci f(x) na
intervalu I, jestlize konverguje v kazdém bodé x € /, tj. ke kazdému
x € | a ke kazdému ¢ > 0 existuje no € N takové, Ze pro vSechna n € N,
n > no, plati |f,(x) — f(x)| < e. V takovém piipadé piseme

lim f,(x) =f(x) prox €/ nebo f,(x)— f(x)nal.

n—oo

D A v TR v v ’ .
Poznamka Na cem zavist volba ¢isla ng z predchozi definice?
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FUNKENI RADY A KONVERGENCE

Priklad Uvazme funkéni posloupnosti
(@) fax) = x" pro x € [0,1], (b) fo(x) = arctg nx pro x € R.

Spojitost?

[SE]
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FUNKENI RADY A KONVERGENCE

Bodova konvergence posloupnosti {f,(x)}32; a fady Y% | f,(x) zavisi na
intervalu /. Nejvétsi mnozinu (vzhledem k mnozinové inkluzi), na niz po-
sloupnost/fada bodové konverguje, nazgvdme oborem konvergence dané
posloupnosti/fady. Sou¢tem nekoneéné Fady Y 72 fa(x) je opét funkce.
Ovsem tento soucet nemust byt definovan na celem intervalu /I (kde
jsou definovanti jednotlivi scitanci), ale (obecné) pouze na néjaké jeho
podmnoZiné /™ C /| (tam, kde existuje limita lim,_ o0 Sn(X)).

» v v 7 v
Priklad Urceme obor konvergence pro funként rady
(a E (b E e
) n(n+1)° (b)
Priklad v VI 2
Uréeme obor konvergence pro funkéni fadu 3 >° e™.
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Je jasné, ze nékteré vlastnosti jednotlivch ¢lent se prenadseji i na limitnt
funkci (nezépornost, monotonie). Spojitost?

Priklad Vysetteme funkéni fadu
x+ (2 —x)+ (x> —x*) + :1+Z(X"—Xn71)
n=1
A
1 .
s(x)

\
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEJi KRITERIA A VLASTNOSTI

Definice 31000 Rekneme, ¥e posloupnost funkcl {f,(x)}32; konverguje stejnomérné

k funkci f(x) na intervalu 1, jestlize ke kazdému € > 0 existuje no € N
takové, ze pro vSechna n € N, n > ng, a vSsechna x € [ plati
|fa(x) — f(x)| < e. V takovém, piipadé piSeme

fo==f na I.

Rekneme, Ze fada funkci > > . falx) konverguje stejnomérné na inter-
valu | ke svému souctu s(x), jestlize posloupnost {s,(x)};; jejich ¢as-
te¢nych souctt konverguje stejnomérné na [/ k funkci s(x).

Jingmi slovy fekneme, Ze posloupnost funkct {f,(x)}321 konverguje stej-
nomérné na intervalu / k funkci f(x), jestlize mé tuto vlastnost: uvdzime-
-li libovolné Gzk( pas obsahuijici funkci f(x), pak vzdy existuje takovy
Clen f,o(x) dané posloupnosti, Ze tento ¢len a vsechny nasledujici (tj.
fro+1(X)y fag+2(x),...) leZi v tomto padsu pro vSechna x € [.
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Bodové vs. stejnomérna konvergence

fho & (Vxel)(Ve eRye>0)(Tno € N)(VneN, n> ng):
[fa(x) — F(x)| < &,

tedy no = no(e, x), zatimco

fLh=f& (VeeR, e>0)(Ing eN)(Vxel)(VneN, n>ng):
Ifa(x) — F(x)l <,

tedy no = no(e). Je zfejmé, Ze f, = f = f, — f. Plati i opacnd impli-
kace?

- . 7
Priklad Rozhodnéme, zda posloupnost funkct

2nx

F(x) = —DX
(x) 1+ n2x2

je stejnomérné konvergentni na intervalu [0, 1].
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Cauchyho—Bolzanovo kritérium predstavuje (teoreticky) nejdilezitéjsi kritérium konvergence
pro Ciselné fady: fada 3_°° ; a, je konvergentni prévé tehdy, kdyZ posloupnost ¢aste¢ngch
souctl je cauchyovska, tj. pro libovolné & > 0 existuje index ng € N takovy, Ze pro vdechna
n €N, n> ng alibovolné m € N plati [sp-m — Snl = lan41 + -+ + animl < €.

Jenze tato kritéria nejsou piilis pouzitelnd v praxi.
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Rozhodnéme o stejnomérné konvergenci pro

o sin nx — 1 .
(a); 2 , X ER, (b);nz—_'_lsmnx,xER,

(o] X" (o] 520 n
() Zm, xeR, (d) 2 (1+_x) , X ER.
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

P A . 2. 7 ’

Poznamka Weierstrassovo kritérium lze formulovat také pro posloupnost funkci
{fa(x)}521 na intervalu /. Pokud existuje posloupnost nezdporn(ch ¢i-
sel {an}52; takovd, Ze limita lim,—o an = 0 a plati

|fa(x) — f(x)| < an pro vSechna x €/ an€N,

pak posloupnost {f,(x)};21 konverguje stejnomérné na intervalu /
k funket f(x). Navic lze ukazat, Ze v pripadé volby

an = sup{|fa(x) — f(x)|: x €I}

plati lim,—o an = 0 prévé tehdy, kdyz f, = f na I.

» M4 v . v ; .
Priklad Rozhodnéme o stejnomérné konvergenci pro

(@) fa(x) = x" pro x € [0,1), (b) fa(x) = arctg nx pro x € R.
Priklad Urceme obory bodové a stejnomérné konvergence pro

(@) falx) =e ™, x eR, (b) fr(x) = % sinnx, x € R,

n

(c) fo(x) = sin % x€R, (d) flx) = 1—0—X7x x € R\ {~1},
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Pro ¢iselné fady plati: Je-li posloupnost {b,}7>; je monoténni a plati
jedna z podminek
(1) posloupnost ¢aste¢nych souctti fady Y 2, a, je ohrani¢end a
Iimnﬂoo bn - 0;
(n) fada Y % | a, konverguje a posloupnost {b,}52; je ohrani¢end,
M o] . _ ’
pak Fada ) 72 anb, je konvergentni.

Posloupnost funkci {fa(x)}321 na intervalu I nazveme neklesajici (neros-
touct), jestlize je ¢iselnd posloupnost {f,(xo0)}se1 neklesajicl (nerostouct)
pro vSechna xo € I. Neklesajict nebo nerostouct posloupnost nazgvame
souhrnné jako monotdnni na intervalu /.

Pozor: klesajict posloupnost vs. posloupnost klesajicich funkci, napf.
fa(x) =sinx —1/n.

O posloupnosti funkci {f,(x)}321 na intervalu I fekneme, Ze je na inter-
valu | stejnomérné ohranicend, jestlize existuje konstanta k > 0 takova,
ze pro vsechna n € N a vdechna x € I plati |f,(x)| < k.
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Priklad

sin nx

Dokazme, Ze tada ) 72,

- konverguje stejnomérné na intervalu
[5,27t— 6], kde 0 < & < 7.
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Rozhodnéme o stejnomérné konvergenci pro

oo n—1 ® (_1\n—1
(@ ) V™ xe0,1, (b) > %, x €R,
n=1 n=1

n +

= = sin x - sin nx
(c) E ——, x€[-5,8, 0<6<1, (d E —_—.
pt n+1 = Vntx
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Zpét ke spojitosti.

Véta 3.19(i) Necht posloupnost funkel {f,(x)}52; stejnomérné konverguje na intervalu
I k funket f(x). Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité na /, je i f(x) spojitd
na /.

Dikaz? B

Tvrzeni mizeme i otodit.

Disledek 3.19()  Necht funkce f,(x) jsou spojité na / pro kazdé n € N a necht posloupnost
funket {f,(x)}p21 konverguje bodové k nespojité funkci f(x) na [I. Pak
posloupnost funkct {f,(x)};>; nekonverguje stejnomérné.

Tedy pouze pomoci limitnt funkce lze rozhodnout o stejnomérné konver-
genci.

Priklad Rozhodnéme o stejnomérné konvergenci pro
(@) falx) = x", x € [0,1], (b) fo(x) = arctg nx, x € R,

(©) £,(x) = ﬁ x € [0,1].
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

» 44 v 7 .e .. y . . . v . v
Priklad Ovsem samotna spojitost limitni funkce neimplikuje nutné stejnomérnou
konvergenci. UvaZzme napf. f,(x) = nxe ™.

D 24 . ’ . v , .
Poznamka Tedy spojitost funkci fo(x) a stejnomérnd konvergence posloupnosti
{fa(x)}521 je postacujici podminkou pro spojitost limitni funkce. OvSem
ani jedna z téchto podminek nent nutnou:
» limitni funkce posloupnosti {x"};2; je na intervalu (0, 1) spojita,
ackoli posloupnost {x"}32; nenti stejnomérné konvergentni.

» Dirichletova funkce
1
X(X) — ) X € Q)
0, x¢Q,

. el v '3 v v (&S]
je nespojita v kazdém bodé x € R, ovSem posloupnost {%X(X)},,,l

konverguje stejnomérné na R k nulové funkci.

Kdy budou tyto podminky i nutngmi?
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Véta 3.21(i) Necht {f,(x)}721 je monoténni posloupnost spojitych funkci na intervalu

[a, b] a necht f,(x) — f(x) na [a, b]. Je-li funkce f(x) spojita na I[a, b,
pak dokonce f,(x) = f(x) na [a, b].
P 4 , o PR N v v . ’
Poznamka Tvrzeni zlstane v planosti i v pFipadé, Ze interval [a, b] nahradime
obecnou kompaktni ,mnoZinou“. Nicméné uzavienost a ohrani¢enost
(=kompaktnost) je podstatna, nebot napr.

x" — 0 na (0,1), ovéem x" A 0 na (0, 1),
1)\’ 1)\’
(x + E) — x% na R4, ovsem (X+ E) A x? na Ry.

Podobna tvrzent plati i pro rady funkct.

Véta 3.21(ii) Necht fada funkci 372, f,(x) konverguje stejnomérné na intervalu / a

ma soucet s(x). Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité na I, pak je i funkce
s(x) spojita na /.
Disledek 3.21()  Necht {f,(x)}2; je posloupnost nezdporn(ch (nekladngch) spojitgch
funkci na intervalu [a, b] a necht funkce s(x) = Y %2 f(x) je spojita
na [a, bl. Pak fada ) 2, f1(x) konverguje stejnomérné k funkci s(x) na
[a, b].
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Véta 3.22(i) Necht posloupnost funkci {,(x)}321 konverguje stejnomérné na intervalu
[a, b] k funkei f(x). Jsou-li vS8echny funkce f,(x) integrovatelné na [a, b,
je i f(x) integrovatelna na [a, b] a plati

b b b
J f(x) clx:J ( lim fn(x)>c|x= lim J fo(x) dx. (1)
n—oo n—oo
a a a
Bez pozadavku stejnomérné konvergence tvrzeni Véty 3.22(i) obecné ne-
plati.
Priklad Uvazme posloupnost
2.2
f(x) = 2n°xe” """ na intervalu [0, 1].
Ov8em na druhou stranu stejnomérné konvergence neni pro platnost
identity (1) nutnou podminkou.
Priklad Uvazme posloupnost

fa(x) na intervalu [0, 1].

T 1+mx?
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UvaZzme fadu funkci )" ) r" cos nx = s(x), kde 0 < r < 1. UkaZme, Ze
2 cex VX 270
funkce s(x) je spojitd na R a vypoctéme [;™ s(x) dx.
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STEINOMERNA KONVERGENCE, JEIi KRITERIA A VLASTNOSTI

Véta 3.24(i) Necht {f,(x)}321 je posloupnost funkci, které maji na otevi‘eném intervalu
I derivaci, a necht je konvergentni na I. Necht déle {f; (x)}>2; konverguje
stejnomérné na /. Pak funkce f(x) = limp—oo fo(x) ma na intervalu /

derivaci a plati
f'(x) = (lim f(x))" = lim £(x).
n—oo n—oo
Poznamka » Predpoklad konvergence {f,(x)}52; je nutny, zatimco stejnomérna
konvergence {f; (x)}321 nutnd neni, napt. f,(x) = = pro x € (0, 1).

» Ovsem pokud {f;(x)}321 nekonvergu]e stejnomérné, nemust tvrzent
Véty 3.24(i) platit, napt. fo(x) = X sin n(x + 7/2) na R.

Véta 3.24(ii) Necht {f,(x)}32; je posloupnost funkct, které maji na otevieném intervalu
I derivaci, a necht > > f,(x) konverguje na /. Necht dale > 7 (x)
konverguje stejnomerne na /. Pak funkce s(x) = Y 72, f(x) mé na in-
tervalu / derivaci a platt
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Specialni priklad: mocninna rada

Z an(X 7X0)'1‘

n=0

Polomér konvergence R =1/r, kde
r = limsup v/l|axl,
n—oo

pri¢emZ pro posloupnost kladngch ¢isel {bn}52; plati

lim |mc = < Aiminf /b, < limsup Vb, < ||m sup b"“.
n—oo bn n—oo n—oo —00 b

Je-li R > 0, pak kazda mocninnd rada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu

[—p, p] C (—R, R) a jeji soucet je spojita funkce, kterd je integrovatelna i diferencova-

telna.

Obzvlasté: Taylorova (Maclaurinova) rada pro funkci f : R — R, kterd ma v bodé xo

derivace vSech radu,
o0
F (xo) n
E — (x—xo)
n!
n=0

S pomoci mocninnych ¥ad tedy miZeme aproximovat funkce, které maji derivace libo-
volného fadu v bodé xo na néjakém jeho okoli.
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Jiz vime, ze pomoci Taylorovy tady

X r£(n) X
T =Y Ty

n:
n=0

muzeme v okolt bodu xo aproximovat kazdou funkci majici derivace libovolného fadu
pravé v bodé xo. V praktickgch ulohach se ¢asto vyskytuji periodické funkce. Nynt si
proto ukdzeme, jak aproximovat periodické funkce. Nejjednodussimi priklady téchto
funkct jsou sin nx a cosnx. Proto se prirozené nabizi myslenka aproximovat funkci
pomoct trigonometrického polynomu (pro¢ ,polynom*“?)

Th(x) = a0+ Z(ak cos kx + by sin kx),  ao, ak, bx € R,

k=1

nebo trigonometrické rady

ao + Z(ak cos kx + by sin kx).

k=1
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FouRIEROVY RADY OBECNY ORTOGONALNi SYSTEM { @ p (x) }

Definice 3.29(() Necht f,g : R — R jsou integrovatelné funkce na intervalu [a, b]. Cislo

b
(f, g) = J f(x) g(x) dx

a
nazgvame skaldrnim soucinem funkct f, g. Funkce f, g se naz{vajt or-
togondlni na [a, b], jestlize (f, g) = 0. Normou funkce f rozumime ¢islo

=& A = ([ e dx)l/z.

Funkce f se nazgva normovang, jestlize ||f|| = 1.

Definice 3.29(i) Necht {@n(x)} je koneénd nebo spoletnd posloupnost integrovatel-
nych funkci na intervalu [a, b]. Tato posloupnost se nazgva ortogondlni,
jestlize kazdé dvé funkce @m a @, pficemz m # n, jsou ortogonalni
a kazda funkce @, md kladnou normu. Pokud navic ||@,|| = 1, nazgva
se tato posloupnost ortonormdlni.

Jingmt slovy, posloupnost {¢n(x)} je ortonormalni, jestlize

(O ) =S =4 T

1, m=n.

Je-li {@n(x)} ortogonalni posloupnost, pak {m (p,,(x)} je ortonormalni

posloupnost.
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FouRIEROVY RADY OBECNY ORTOGONALNi SYSTEM { @ p (x) }

Véta 3.30(i
L Necht {@n(x)}72;1 je ortogondlni posloupnost funkci na intervalu [a, b] a

necht {cn}o>;1 je posloupnost realnych &isel. Necht déle fada

Z Cn@n(x)
n=1

konverguje stejnomérné na [a, b] k funkct f(x). Pak pro ¢isla c,, n € N,

platt
<fa (Pn> _ <f, (Pn>
(@n, @n)  ll@all?

Ch =

. 2)

Specialné je-li posloupnost {@n(x)}52; ortonormalni.
Ddkaz? B
Definice 3.30(i) Necht {@n(x)};21 je ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b] a
funkce f integrovatelna na [a, b]. Pak ¢&isla ¢, dand vztahem (2) naz(-
vame Fourierovgmi koeficienty funkce f na [a, b] vzhledem k ortogonalni
posloupnosti {@,(x)}5>; a fadu

(Df = Z Ch©n,
n=1

kde ¢, jsou tyto Fourierovy koeficienty, nazgvame Fourierovou fadou
funkce f na [a, b] vzhledem k ortogonalnimu systému {@,(x)}5;.
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FOURIEROVY RADY = OBECNY ORTOGONALNI SYSTEM { @ py (x) }

Ovsem v tuto chvili je pfifazent fady @ k funkci f pouze formalni. Ne-
vime totiz, zda tato fada viibec konverguje, a pokud konverguje, zda je
jejlm souctem préavé funkce f. Z Véty 3.30(i) pouze plyne to, ze k libo-
volné integrovatelné funkci f existuje nejvyse jedna rada tvaru @y, ktera
na [a, b] konverguje stejnomérné k funkci f.

Nicméné v nasledujici vété ukazeme, ze ¢astecné soucty Fourierovy fady
funkce f aproximuji mezi vSemi linedrnimi kombinacemi funkci @, v jis-
tém smyslu nejlépe. ,Jistg smysl”: kvadratickd odchylka funkct f, g

b 1/2
If —gll = {J [f(x) —g(x)de} )

a

Véta 3.31(() Necht {@n(x)}32; je ortogondlni posloupnost funkci na intervalu [a, bl,

funkce f je integrovatelnd na [a, b] a n € N. Mezi viemt linedrnimi kom-
binacemt funkct @1,..., @, ma od funkce f nejmensi kvadratickou od-
chylku ta, jejiz koeficienty jsou Fourierovgmi koeficienty funkce f vzhle-
dem k posloupnosti {@n,(x)}p2;.

Dakaz? B
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1 FuNKENT RADY A KONVERGENCE

2 STEINOMERNA KONVERGENCE, JEJi KRITERIA A VLASTNOSTI

3 FouRriEROVY RADY
Obecny ortogonalni systém {@,(x)}
= Systém {cos nx, sin nx}
Konvergence
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Nyni budeme uvazovat Fourierovy rady vzhledem k systému
{1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . .., COS nx, sin Nx, ... (3)

Protoze jsou tyto funkce 2m-periodické, pujde v tomto pripadé o apro-
ximaci 2m-periodickgch funkct.

Dtikaz? B

Dikaz? B
Ze systému (3) pak dostaneme ortonormalni posloupnost jako

1 1 1 1
COSs X sin x cos2x, — sin2x,...... .
{ o 5 om0 G s g v v

Nyni se omezime pouze na interval [—m, 7], ovSem podobné lze postu-
povat na kazdém intervalu [c, ¢ + 27] pro libovolné ¢ € R.
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FouRIEROVY RADY SyYSTEM {cos nx, sin nx}

Véta 3.34(i) Fourierova fada libovolné integrovatelné funkce f na intervalu [—m, 7]
ma vzhledem k systému (3) tvar

% 4 %(an cos nx + b, sin nx),
kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f, pro néz platt

1 7T

an = fj f(x)cosnxdx, ne NU{0},
T —7T
1 7T

b,,:fJ f(x)sinnxdx, néeN.
T —7T

Dakaz? B

Disledek 3.34())  Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [—m, 7.

> Je-li funkce f suda, ma jeji Fourierova rada tvar

fee)

a 2 (™
2 Z apcosnx, kdea,==| f(x)cosnxdx, né& NU{0}.
2 7 Jo
n=1
» Je-li f licha, ma jejt Fourierova rada tvar

[e) 2 s

Zb,,sin nx, kde b, = ;J f(x)sinnxdx, né€N.
n=1 0
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Poznamka

FouRiEROVY RADY  SYsTEM {cos nx, sin nx}

UvaZzme integrovatelnou funkci f na intervalu [0, 7t]. PoloZime-li f(x) =
f(—x) pro x € [—m0), zkonstruujeme tzv. sudé rozsifeni funkce f na
interval [—7t, 7). Fourierové fadé sudého rozsirent funkce f fikdme rozvoj
funkce f v kosinovou Fadu na intervalu [0, 7).

Podobné&, mame-Lli integrovatelnou funkci f na intervalu (0, 7] a poloZime-
lt f(0) =0 a f(x) = —f(—x) pro x € [—m,0), sestrojime tzv. liché roz-

Stfeni funkce f na [—m, 7). Fourierové fadé lichého rozsifeni funkce f
fikdme rozvoj funkce f v sinovou fadu na intervalu [0, 7.

Jak nalézt Fourierovu fadu pro 2h-periodickou funkci f, kde h # m?
Necht f je integrovatelnd na intervalu [—h, h] a definujme funkct g(t) :=
f(%t). Pak funkce g(t) je 2m-periodicka a miZzeme ji priradit Fourierovu
fadu na [—m, . Pak zpétnou transformaci t = 7 x dostaneme

+Z a,,cos x+b smn:)

kde jsou Fourierovy I<oeﬁc'tentg dany vztahy

1 (" nT
a, =~ f(x)cos —xdx, n€NU{0},
hl_, h
b _ljh f(x)sinﬂxdx neN
n*h 0 h D :
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3 FouRriEROVY RADY
Obecny ortogonalni systém {@,(x)}
Systém {cos nx, sin nx}
© Konvergence
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Je zfejmé, ze pokud Fourierova Fada konverguje na intervalu [—7, 7],
pak konverguje na celém R a jejt soucet je 2m-periodicka funkce. Proto
se opét zamérime pouze na 27m-periodické funkce. Navic pro tuto funkci
stadi, aby byla definovana na intervalu (—m, 7] nebo [—m, 7t), nebot pak

Vv

o PNV - oy ,
je jednoznaéné urceno jeji 27mt-periodické rozsitent.

Oznacme (pokud uvedena limita existuje)

fixg) = lim f(x), f(xg):= lim f(x),

+ —
XHXO XHXD

Funkci f nazveme po ¢dstech spojitou na [a, b, pokud ma na intervalu
[a, b] pouze kone¢né mnoho bod{i nespojitosti, pficemz se jedna o neod-
stranitelné nespojitosti |. druhu (tj. ,skok").

Funkci f nazveme po &lstech monoténni na [a, bl, pokud existuje dé-
lent intervalu [a, b] (s koneéngm poctem délicich bodt) takové, Ze uvnit
kazdého délictho intervalu je funkce f monoténni.
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FOURIEROVY RADY  IKONVERGENCE

Véta 3.38(i) , )
Necht funkce f je po ¢astech spojita a po ¢dstech monotonni na intervalu

[—m, i]. Pak jeji Fourierova fada ®@¢(x) konverguje na [—m, 7 a plati:
> D¢(x0) = f(xo0) v kaZzdém bodé xo € (—m, ), v némz je f spojitd,
> Of(x0) = 3 [f(xo) + f(xg )] v kazdém bod& xo € (—,7), v ném je
f nespojita,

> Of(—m) = Or(nr) = 3 [f(—n") + f(7)].

D 2 . v v v . 7 v ’ . 7 .

Poznamka Jsou-li splnény pozadavky Véty 3.38(i), pak z této véty vime k jaké funkci
konverguje @¢ na intervalu [—m, 7tl. Na intervalu (—oo, c0) konverguje
tato rada k tzv. 2m-periodickému rozsifeni funkce f, tj. k funkei

f(x), x € (—m, ),
f*(x) = < f(x —2km), x € ((2k —1)m, (2k + L)), k € Z,
%[f(fﬂ_'—)‘i’f(ﬂ_n, x = (2k+1)m, k € Z.
Poznamka Zejména, mame-Li 2m-periodickou funkci f, ktera je soucasné po ¢astech

spojitd a po ¢astech monotonni na intervalu [—m, 7t], pak jeji Fourierova
rada @¢(x) konverguje v kazdém bodé x € R k aritmetickému priméru
limity zprava a limity zleva funkce f, tj. platt

> Of(x0) = f(x0) v kazdém bodé xo € R, v némz je f spojita,

> Of(x0) = 1 [f(xo) + f(xg )] v kazdém bod& xo € R nespojitosti f.
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Je jasné, ze pokud funkce f je nespojitd alespon v jednom bodé xp €
[—7t, 7, pak jeji Fourierova fada nemdze konvergovat stejnomérné, viz
Vétu 3.21(iv).
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ICONVERGENCE

Priklad Najdéme Fourierovu fadu pro funkct f(x) = x na intervalu [—m, 7] a ur-
¢eme k jaké funkci konverguje Fourierova fada na (—oo, 00).
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FOURIEROVY RADY  IKONVERGENCE

Pii - ' . . .
Priklad Najdéme Fourierovu fadu pro funkct f(x) = x na intervalu [—m, 71 a ur-

¢eme k jaké funkci konverguje Fourierova fada na (—oo, c0).
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Pt % . v . .
Priklad Najdéme Fourierovu fadu pro funkct f(x) = x na intervalu [—m, 71 a ur-
ceme k jaké funkci konverguje Fourierova fada na (—oo, c0).

S~ ey 2sin(na)
> (-1 =
=
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Najdéme Fourierovu tadu, ktera je periodickgm prodlouzenim funkce
f(x) = x? na intervalu [—1,1].
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