Priklady na precvicovanie — Fourierove rady

Dalsim vyznamnym typom funkcionalnych radov s trigonometrické rady,
pri ktorych st jednotlivé ¢leny trigonometrickymi funkciami. Konkrétne, jedna

sa o rady tvaru
oo

% + Z(an cosnx + by, sinnx) (1)
n=1
kde ag, a, a b,, n € N st redlne konstanty a nazyvaju sa koeficientami radu
(1). Klacovym rysom trigonometrickych radov je pozorovanie, Ze systém ich
tvoriacich funkcii

S ={1, cosz, sinx, cos2x, sin2zx, ..., cosnx, sinnz, ...}

mé nasledujuce vlastnosti. Kazda funkcia systému S' je periodickd s periodou
27 a pre kazda dvojicu funkcii ¢(x), ¥ (x) € S plati

™ = 07 @ 7é ¢>
/ (@) - (e) de ()
- #0, p=1.

Vlastnost (2) sa zvycajne oznacuje ako ortogonalita systému funkeii S (v
tomto pripade hovorime, ze funkcie systému S st vzajomne ortogondlne).
Nech f(x) je redlna funkcia definovana a integrovatelna na intervale [—m, 7].
Trigonometricky rad (1) s koeficientami

1 T

Ay = — - f(z)-cosnxdx, n e Ny, (3)
™ —T
1 T )

by, = —- f(z)-sinnxdzr, neN, (4)
™ —T

sa potom nazyva Fourierov rad funkcie f(z) vzhladom na ortogonalny systém
S. Cisla a,, b, v (3) a (4) sa oznacuji ako Fourierove koeficienty funkcie
f(z) vzhladom na systém S. Ak funkcia f(z) je parna, potom b, = 0 pre
kazdé n € N (samy si premyslite :)) a rad (1) sa oznacuje ako kosinusovy.
V pripade neparnej funkcie f(z) plati a,, = 0 pre kazdé n € Ny (i toto si
samy premyslite :)) a rad (1) sa oznacuje ako sinusovy. Castokrat sa stava,
ze zadand funkcia f(z) je definovand a integrovatelnd iba na intervale [0, 7],
pripadne (0, 7]. V tomto pripade sa zvycajne konstruuje jej tzv. pdrne, resp.
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nepdrne rozsirenie na cely interval [—m,7]. Pod pojmom parne rozsirenie
funkcie f(z) rozumieme novi funkciu f(z) definovani

f(=z), z¢€[-m0).

Podobne, neparne rozsirenie funkcie f () bude predstavovat nova funkcia
f(x) dana predpisom

f(z), z € (0,7,
f(z)=1<¢ 0, =0,
—f(=x), z€[-m0).

Vsimnime si, Ze funkcie f (z) a f(x) st definované na celom intervale [—, 7],
pricom f(z) je parna a f(z) je neparna (samy sa presvedcte :)).

Konvergencia Fourierovho radu — Dirichletova veta

Ak trigonometricky rad (1) konverguje na intervale [—7, 7], potom nutne
konverguje na celom R. Vyplyva to z faktu, ze sinus a kosinus st periodické
funkcie svojho argumentu s periédou 27 (samy si to dobre premyslite :)).
Dany stucet je potom tiez periodickou funkciou (premennej x) a je definovany
na celom R. Je prirodzené oc¢akavat, ze Fourierov rad funkcie f(x), t.j., rad
(1) s koeficientami v (3) a (4), bude mat na intervale [—m, 7] za sicet prave
funkciu f(x). Ukazuje sa vSak, Ze nie kazda funkcia f(z) integrovatelna na
[—7, ] méa takato pekna vlastnost. Postacujicu podmienku, ktora treba v
tomto pripade nalozif na funkciu f(z), udava slavna Dirichletova veta. Prv,
ako ju vyslovime, zavedieme dva pomocné pojmy.

e Funkcia f(x) sa nazyva po castiach spojitd na intervale [a, b], ak ma na
tomto intervale iba koneéne vela bodov nespojitosti, pricom sa jedné
iba o skoky (teda v kazdom bode = € [a,b] ma funkcia f(z) obidve
vlastné jednostranné limity).

e Funkcia f(x) sa nazyva po castiach monotonna na intervale [a, ], ak
na tomto intervale existuje iba konecne vela bodov, v ktorych sa meni
monoténnost funkcie f(x).



Pre jednoduchost ozna¢me symbolmi f(z¢+) a f(xo—) limitu sprava a limitu
zlava funkcie f(z) v bode zy. Dirichlet (ako prvy korektne :)) dokazal, Ze ak
funkcia f(z) je po Castiach spojita a po Castiach monoténna na intervale
[—m, 7], potom jej prislusny Fourierov rad (1) s koeficientami v (3) a (4)
bodovo konverguje na intervale [—m, 7| k funkcii f*(x) definovanej takto

% fle=)+ f(z+)], z€(—mm),
fHx) =
% [f(m=)+ f(=7+)], x=—m, resp. x = .

Funkcia f*(x), ako sucet Fourierovho radu, je zrejme periodické a definovana
na celej realnej osi (pozri komentar vyssie :)). Predizenie f*(z) na inter-
val (—o0, 00) sa zvykne oznacovat ako 2m-periodické rozsirenie funkcie f(z).
Vsimnime si, ze v kazdom bode xy € (—m, 7), v ktorom je f(z) spojita, plati
f*(xo) = f(xp) (samy si premyslite :)).

Uvedené Dirichletove podmienky zarucuju bodov1, nie v§ak rovhomernua
konvergenciu Fourierovho radu funkcie f(z) na intervale [—m, 7|. Ak vSak je
funkcia f(x) spojitd na [—m, 7] s f(—m) = f(n) a jej prva derivacia f'(x) je
po Castiach spojita na [—m, 7|, potom dany Fourierov rad (1) s koeficientami
(3) a (4) konverguje na intervale [—m, 7| rovnomerne k stcétu f(x).

Besselova nerovnosf a Parsevalova I'OVIlOSt’

Nech f(z) je funkcia integrovatelnd na intervale [—m,7|. Jej Fourierove
koeficienty v (3) a (4) vzdy spliiaji tzv. Besselovu nerovnost

™

a? > 9
T ) <= [ P

—T

Posledna nerovnost obzvl4st znamend, Ze nekone¢ny ¢iselny rad > (a2 + b?)

konverguje, a teda hm a, =0 = hm b, (samy si premyslite :)). Ak naviac

funkcia f(z) spliia podmlenky DlrlchletoveJ vety (pozri komentar vyssie :)),
t.j., Fourierov rad funkcie f(z) konverguje, potom uvedené Besselova nerov-
nost prechddza v tzv. Parsevalovu rovnost

B> (@) -~ [ v
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Riesené priklady

Priklad 1
N4jdime Fourierov rad funkcie f(z) = 22 na intervale [—m, 7).

Riesenie:
Funkcia f(x) je iste spojitd na [—m, 7|, a teda i integrovatelnd na tomto
intervale. Pomocou (3) a (4) vypocitame jej Fourierove koeficienty, konkrétne

1 T 1 T 1 T
_ 2 _ 2 _ 2
- n - n -
ao . rdr, a . x“cosnxdxr, b . x“sinnz dx,
T

™ ™

—T —T —T
kde n € N. Nechdvame na citatela, aby ukazal, Ze

2 4

ag=—--1m", a,= (1" —,

07 3 (1) n?

(premyslite si, Ze rovnost b, = 0, n € N, ihned vyplyva zo skutocnosti, ze

f(z) je parna funkcia; jednd sa o kosinusovy rad :)). Hladany Fourierov rad
funkcie f(z) méa teda tvar

b, =10, prekazdéne N

% Z -cosnx pre kazdé x € [—, 7.

A kedze funkcia f(x) je spojitd na [—m, 7] a f(—m) = f(m), podla Dirichle-
tovej vety plati pozoruhodna identita

:—+Z -cosnx pre kazdé x € [—m, 7.

Jednou z vyznamnych aplikacii Fourierovych radov je urcovanie stuctov nie-
ktorych nekonecnych ¢iselnych radov. Tak napriklad volbou x = 7 v posled-
nej rovnosti dostavame

o
72
= — E - COSNT.
3 =

Nakolko cosnm = (—1)" pre kazdé n € N (samy overte ;)), mame

2 o 2 o
o T ., 4 n T 1
™ _§+Z(—1) 5 (1) _§+4-Zﬁ
n=1 n=1



Z poslednej identity potom ziskame hodnotu stcétu (konvergentného) radu
>~ =, konkrétne

=1 T

2
—~n 6

(samy overte :)). Podobne, volbou z = 0 v odvodenom Fourierovom roz-
n—1
voji funkcie f(z) dostaneme vzorec pre sucet alternujiceho radu (_1732 )

Nechévame na ¢itatela, aby preveril, Ze plati identita

o —1)n1 2
Z—( n)2 =5

n=1

No a do tretice, aplikdciou Parsevalovej rovnosti pre ziskany Fourierov rad
funkcie f(z) mame

1 /2 5\ & 4717 1 [T,
i i .= == .
2 (57) Rl ] = L

—Tr

Vykonanim naznacenych vypoctov a jednoduchych tprav dostaneme (samy
overte :))

Priklad 2
Stanovme Fourierov rozvoj funkcie f(x) = €” na intervale [0, 27].

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. V tomto pripade
v8ak funkcia f(z) nie je ani parna, ani neparna, preto musime poctivo vypo-
¢itat vSetky jej Fourierove koeficienty v (3) a (4) :-/. Okrem toho, namiesto
intervalu [—7, ] teraz pracujeme na intervale [0, 27|, opéf sa vSak jednd o



interval dizky 27. Vzorce (3) a (4) budi preto fungovat analogicky, avsak s
tym rozdielom, Ze integrovat budeme cez interval [0, 27|. Konkrétne, mame

1 2w
an:—-/ e’ -cosnrdr, n €N,
T Jo

1 21
bn:—-/ e’ -sinnxdr, néeN.
T Jo

Samy overte (napriklad pomocou vhodnej integracie per-partes :)), Ze pre
c¢isla a,,, b, plati

27
em —1
ap = . , n € Ny,
T n?+1 0
27
e’ —1 n
b, = — . , nelN.
T n?+1

Hladany Fourierov rad funkcie f(x) ma teda pre kazdé x € [0, 27] tvar

2 _q o 2 _ 1 1 2r _ 1
e27T +Z[e . -cosnx—e "

. -sinnx| .
T n?2+1 T n? +

n=1

Funkcia f(z) je spojita na intervale [0,27] a f(0) = 1 a f(27) = ™. Podla
Dirichletovej vety potom pre kazdé = € (0, 27) plati rovnost

27r_1 27r_1

z_e € . 1 ) _e ] n Cw
e’ = 9r +nz_:l[ - 21 cosnNx - 21 smnw}

Na druhej strane, pre hodnoty z = 0, resp. = 27 dostavame identitu

1+e2™ 2™ -1 Re™—1 1
LN e
2 or o n?+1

——
F)+f(2m)
2

Z poslednej rovnosti vypadne po drobnej Gprave elegantny vzorec pre sucet
konvergentného ¢iselného radu n++1’ konkrétne




Podobne, volbou z = 7 v ziskanom Fourierovom rozvoji funkcie f(z) méme
identitu (zrejme plati cosnm = (—1)" a sinnm = 0 pre kazdé n € N ;))

oo
e27r

-1 e?m — 1 1
7T: . . _1 TL.
¢ 27 +; T n?+1 (=1)

Po tpravéch ziskame vztah pre hodnotu stctu alternujiceho ¢iselného radu

> (;12):; *, konkrétne

i (—1)n! 1 m-er )
n2+1 2 er—-1

n=1

(samy overte vSetky odvodené identity ;)).

Priklad 3

Zostrojme kosinusovy rozvoj funkcie f(x) = x na intervale [0, 7].

Riesenie:
Na to, aby sme zostrojili hladany Fourierov rad, potrebujeme predizit funkciu
f(z) inainterval [—m,0). A kedZe mame najst kosinusovy rozvoj funkcie f(z),
potrebujeme stanovit parne rozsirenie f(x), t.j.,
x, xe€l0,7],
flz) =

-z, x € [-m,0)

(samy si to dobre premyslite :)). Hladdme teda Fourierov rad pre funkciu
f(z) na intervale [—m, 7]. Vdaka tomu, ze f(x) je parna funkcia (nakreslite
jej graf :)), bude sa jednat o rad tvaru

oo
% +;ancosnx, x € [—m, 7.

Zo vzorca v(3) a z definicie funkcie f(z) pre Fourierove koeficienty a, po-
stupne dostavame

a0:%~/_:f(x)dx:%~ l/_i(—x)da:—l—/oﬂxdx}
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1 0 T 1 T T 2 T
= —. |- rdx + rzdx| = —- rdx + zdx| = —- zdr=m
™ 7 0 ™ 0 0 ™ Jo

(v druhom riadku vypoctu sme v prvom integrale vykonali substiticiu x —
—x, samy si to premyslite ;)). Podobne, pre indexy n € N mame

| 1 0 0
——'/ f(z) - cosnrdr =—- [/ (—x)-cosnxdx+/ x-cosnxdx]
Vs o T . 0

1 0 ™ 2 T
= —- {—/ x-cosnxda:+/ x-cosnxda:} :—-/ T - cosnx dx
™ 7 0 ™ Jo

(opédt sme vyuzili trik so substiticiou x — —z :)). Aplikujic metédu per-
partes na posledny integral, dostaneme

(samy overte :)). Hladany Fourierov rad funkcie f(x) mé teda tvar

—2 ()" -1
Z— -cosnx, x € |[—m, .
m

Nakolko funkcia f(x) je spojitéd na [—m @] a f(—n) = m = f(x), podla
Dirichletovej vety plati identita

x 2 (-1)"—-1
f(f):g+;;-%-cosnw pre kazdé x € [—m, 7).

Obzvlast, pre kazdé x € [0, 71| mame rovnost

Toto je pozadovany kosinusovy rozvoj funkcie f(z) na intervale [0,7]. Po-
slednt identitu mozno vyuzitim poznatku

- CoSnx.

>1|l\3

r = f(x) =

l\-’>|>l

0, n parne,
(—1)"—1-=
—2, n neparne,



(samy si dobre premyslite :)) zapisat v tvare

xr =

| X

4 & 1
— %.kzm-cos@k— Dz, »€l0,7]

1

(i toto si samy velmi dobre premyslite ;)). Specialne, volbou z = 0 posledna
rovnost dava identitu

0 2

1 = 1 T
@k—17 E:@k—D2:§_ )

T
0=2—

2
k=1

4
m

k=1

Priklad 4
Rozvinme funkciu f(z) = = do sinusového rozvoja na intervale [0, 7].

Riesenie:
Postupujeme tplne analogicky ako v predchadzajicom priklade. Teraz hla-
ddme neparne rozsirenie funkcie f(x) na cely interval [—, 7], t.j., funkcia

f(z) bude mat tvar f(x) = x pre kazdé x € [—m, 7] (samy si premyslite :)).
Jej odpovedajuci Fourierov rad bude potom obsahovat len ¢leny so sinusmi

oo
an sinnz, « € [-m .
n=1

Nechévame na citatela, aby ukazal, Ze pre Fourierove koeficienty b,, plati

2 [T 2
bn:_/ xSlnnI‘dx:(—l)n_l—, n € N.
0

™ n

Hladany Fourierov rad funkcie f(z) bude mat teda tvar
n—1 2 :
E (=) - —.sinnz, =z € [—m, 7.
n

Ked7e funkcia f(x) je spojitd na intervale [—m, n1], z Dirichletovej vety vyp-
Iyva rovnost

> 2
r = Z(_l)"_l o -sinnx pre kazdé x € (—m, 7).

n=1



Toto je zaroven i hladany sinusovy rozvoj funkcie f(z) na intervale [0, 7].

Konkrétnou volbou x = 7 ziskame z poslednej rovnice identitu

T - nei 2 . nm
5 = nz:;<—]_) . E - S1n 7

Nakolko plati

0 pre n = 2k,

sin — = ke N
2 (—1)k1 pren =2k —1,

(samy si dobre premyslite :)), posledna identita nadobudne tvar

T - ) . 2 (—1)k1!
522(_1)k '%—_1'(_1)k :2';(2]{)_1

k=1 1

(_1)k71 _7T ‘
Z 2k —1 4 )

1

\
k=

(i toto si samy dobre premyslite ;)).
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