Priklad
Uréme vsetky redlne hodnoty ¢ € [—m, ), pre ktoré existuje limita nh_}n;() elnv .
Riesenie:
Pri rieSeni tohto prikladu je vhodné pouzit Cauchyho—Bolzanovo kritérium
konvergencie postupnosti komplexnych ¢isiel. Toto kritérium poskytuje nutnta
a postacujicu podmienku konvergencie danej postupnosti bez toho, aby sme
poznali hodnotu samotnej limity. Funguje rovnako ako v pripade realnych
postupnosti. Konkrétne, postupnost {a,}>>; C C mé kone¢nu limitu (v C)
prave vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuje index ng € N taky, Ze pre kazdy
index n > ng a pre kazdé k € N plati nerovnost

| — an| < €.

Cauchyho—Bolzanovo kritérium vlastne vyjadruje fakt, ze postupnost {a,} je
konvergentnd v C prave vtedy, ked je cauchyovskd v metrike indukovanej ab-
solttnou hodnotou na C (samy si premyslite letmou spomienkou na krasne
¢asy Matematickej analyzy II, konkrétne na metrické priestory; obzvlast,
mnozina C je vzhladom na metriku dant absolitnou hodnotou tplnym met-
rickym priestorom :)).

V naSom pripade zafixujme nejaki hodnotu ¢ € [—m,7) a predpokla-

dajme, Ze lim e"¥ existuje kone¢na. Potom na zdklade prave uvedeného
n—o0

kritéria pre kazdé € > 0 existuje index ng € N tak, ze
ety _ e"?| < e pre kazdy index n > ng a pre kazdé k € N.

Posledna nerovnost sa d& upravit na tvar
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Tato nerovnost vSak plati pre kazdé € > 0 a pre kaZdé k € N (samy si velmi
pozorne premyslite; uvedend nerovnost plati nezdvisle na indexe nyg :)). Z toho



vSak ihned vyplyva, ze nutne ¢*? — 1 = 0 pre kazdé k € N (i toto si samy
premyslite ;)). Obzvlast, pre hodnotu £ = 1 méme e'¥ = 1, ¢o signalizuje,
ze ¢ je nejaky celociselny nasobok 27 (samy overte :)). V intervale [—m, )
vsak lezi len jediny celistvy nasobok 27, a to ¢ = 0. Preto limita v zadani
prikladu existuje kone¢na iba pre hodnotu ¢ = 0. V tomto pripade plati

lim " = lim 1= 1.
n—o0 n— o0
Na zéaver eSte ostava si premysliet, Ze pre ziadne ¢ € [—7, 7) nemdze nastat

situdcia lim e™¥ = oo (komplexné nekonecno :)), nakolko vyraz e™¥ splia
n—oo

e"?| =1 pre kazdé ¢ € [, m) a kazdé n € N (samy overte ;)).




