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Osnova

�e²ení nelineárních rovnic

Polynomy

�e²ení soustav lineárních rovnic � p°ímé metody

�e²ení soustav lineárních rovnic � itera£ní metody

�e²ení soustav nelineárních rovnic

P°edpoklady

Lineární algebra

Diferenciální po£et v R (Rn)

Integrální po£et v R
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Chyby

x : p°esná hodnota, x̃ : aproximace x
x̃ − x : absolutní chyba aproximace x̃
|x̃ − x | ≤ α: odhad absolutní chyby

x−x̃
x
: relativní chyba∣∣ x−x̃

x

∣∣ ≤ δ: odhad relativní chyby
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Symbolika O, o

f � funkce de�novaná v okolí bodu a (m·ºe být i a = ±∞)
g � funkce nenulová v prstencovém okolí bodu a

f (x) = O(g(x)) pro x → a lim sup
x→a

|f (x)|
|g(x)|

<∞ .

Význam: funkce f se v okolí bodu a chová �podobn¥ � jako
funkce g .

f (x) = o(g(x)) pro x → a lim
x→a

|f (x)|
|g(x)|

= 0 .

Význam: funkce f konverguje v bod¥ a k nule �rychleji � neº
funkce g .
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Podobn¥

an = O(bn) nebo an = o(bn) pro n→∞ ,

kde an, bn jsou prvky posloupností.

Dodatek �pro x → a� se £asto vynechává, pokud je jasné,
o které a se jedná. Nap°. an = O(1/n), f (h) = o(h3).

P°íklad: Taylor·v rozvoj

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h +
f ′′(ξ)

2
h2

f (x+h) = f (x)+f ′(x)h+O(h2), f (x+h) = f (x)+f ′(x)h+o(h)
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Motiva£ní p°íklad

Pro kruºnici k1 o polom¥ru r sestrojte kruºnici k2 se st°edem
na kruºnici k1 tak, aby oblast ohrani£ena ob¥ma kruºnicemi
m¥la polovi£ní obsah neº vnit°ek kruºnice k1.

r x

k1

k2
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Úloha ze starého Egypta

Stojí² p°ed st¥nou, za kterou je studna Lotosu jako kruh
Slunce. Vedle studny je poloºen jeden kámen, jedno dláto a
dva stvoly t°tiny. Jeden stvol je dlouhý t°i míry, druhý je
dlouhý dv¥ míry. Stvoly (op°ené ve stabilní poloze v diametráln¥

protilehlých bodech na okraji dna) se k°íºí na povrchu vody ve
studni Lotosu a ten povrch je jednu míru nade dnem. Kdo ur£í
velikost nejdel²í délky, kterou lze umístit do dna studny
Lotosu, ten si vezme oba stvoly a bude kn¥zem boha Ra.
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�e²ení nelineárních rovnic

�e²íme rovnici f (x) = 0 na uzav°eném intervalu I = [a, b],
pro reálnou spojitou funkci f , ξ � °e²ení rovnice,

Itera£ní proces: vytvá°íme posloupnost (xk)∞k=0
, xk → ξ.

(xk)
∞
k=0

� itera£ní posloupnost.

Metoda p·lení intervalu � bisekce

f (a) · f (b) ≤ 0, a0 = a, b0 = b, poloºíme x0 = (a0 + b0)/2.

Pokud f (a0) · f (x0) ≤ 0 volíme
a1 = a0, b1 = x0, jinak
a1 = x0, b1 = b0,
tedy ξ ∈ [a1, b1].
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Obecn¥: známe ak , bk , f (ak) · f (bk) ≤ 0, tedy ξ ∈ [ak , bk ],
poloºíme xk = (ak + bk)/2.

Pokud f (ak) · f (xk) ≤ 0 volíme
ak+1 = ak , bk+1 = xk , jinak
ak+1 = xk , bk+1 = bk ,
tedy ξ ∈ [ak+1, bk+1].

Odhad absolutní chyby v k-tém kroku:

|xk − ξ| ≤
b − a

2k+1

Algoritmus kon£í, pokud je absolutní chyba dostate£n¥ malá.
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Metoda pevného bodu, prostá itera£ní metoda

Tato metoda se pouºívá pro rovnici x = g(x)

Funkce g je spojitá na I = [a, b]

�e²ení ξ této rovnice nazýváme pevným bodem funkce
g

Itera£ní proces

Zvolíme x0 ∈ I a poloºíme x1 = g(x0)

Obecn¥ xk+1 = g(xk)

Funkce g se nazývá itera£ní funkce
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Geometrická interpretace

Pevný bod ξ je pr·se£ík grafu funkce g a p°ímky y = x .
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Existence pevného bodu

V¥ta: Jestliºe spojitá funkce g zobrazuje interval I do sebe,
tj. pro kaºdé x ∈ I platí g(x) ∈ I , pak na intervalu I existuje
alespo¬ jeden pevný bod ξ funkce g .

Jednozna£nost pevného bodu

De�nice Funkce g zobrazující interval I do sebe se nazývá
kontrakce na I , jestliºe existuje taková konstanta L
(Lipschitzova konstanta), 0 ≤ L < 1, ºe pro kaºdé x , y ∈ I
platí

|g(x)− g(y)| ≤ L|x − y |.

Banachova v¥ta o pevném bod¥

Jestliºe g je kontrakce na I , pak g má na tomto intervalu
jediný pevný bod a itera£ní posloupnost de�novaná vztahem
xk+1 = g(xk) konverguje k pevnému bodu funkce g pro
libovolné x0 ∈ I .
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Odhad chyby

V¥ta: Nech´ g je kontrakce s Lipschitzovou konstantou L na I
a x0 ∈ I je libovolné. Pak pro itera£ní posloupnost de�novanou
vztahem xk+1 = g(xk) platí odhad

|xk − ξ| ≤
Lk

1− L
|x0 − x1|
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Ur£ení konstanty L pomocí derivace

Lagrangeova v¥ta o st°ední hodnot¥:

g(x)− g(y) = g ′(µ) · (x − y)

Bod µ leºí mezi x a y .

Pokud pro kaºdé x ∈ I platí |g ′(x)| ≤ L < 1 a g zobrazuje I
do sebe, je g kontrakce na I .

L = max
x∈I
|g ′(x)|
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