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Opakování

Normy matic

Souhlasnost maticové a vektorové normy

�ekneme, ºe maticová norma ‖ · ‖ je souhlasná s danou
vektorovou normou ‖ · ‖ϕ, jestliºe

‖Ax‖ϕ ≤ ‖A‖ ‖x‖ϕ, ∀x ∈ Cn, ∀A ∈Mn.

P°idruºená norma

Nech´ ‖ · ‖ϕ je vektorová norma na Cn. Pak £íslo

‖A‖ϕ = max
‖x‖ϕ=1

‖Ax‖ϕ

je maticová norma souhlasná s danou vektorovou normou
‖ · ‖ϕ.
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V¥ta

P°idruºená maticová norma je nejvý²e rovna libovolné
maticové norm¥ souhlasné s danou vektorovou normou.

V¥ta

Nech´ maticová norma ‖ · ‖ je souhlasná s danou vektorovou
normou ‖ · ‖ϕ. Pak pro v²echna vlastní £ísla λ matice A platí:

|λ| ≤ ‖A‖ .
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V¥ta

Nech´ ‖B‖ < 1, ‖ · ‖ je souhlasná s danou vektorovou
normou. Pak matice E − B je regulární a platí∥∥(E − B)−1

∥∥ ≤ ‖E‖
1− ‖B‖

.

Konec opakování
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Itera£ní metody °e²ení systém· lineárních rovnic

Systém
Ax = b

p°evedeme na
x = Tx + g

x∗ � °e²ení
x∗ = (E − T )−1g za p°edpokladu, ºe E − T je regulární.

x0 ∈ Rn � libovolná po£áte£ní aproximace. Posloupnost{
xk
}∞
k=0

ur£ená rekurentn¥ vztahem

xk+1 = Txk + g , k = 0, 1, . . .

se nazývá itera£ní posloupnost a matice T se nazývá
itera£ní matice
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Problémy:
1 Jak zvolit itera£ní matici T, tj. jakým zp·sobem p°evést

systém Ax = b na systém x = Tx + g?
2 Za jakých p°edpoklad· posloupnost

{
xk
}∞
k=0

konverguje
pro libovolnou po£áte£ní aproximaci k p°esnému °e²ení
x∗?

x1 = Tx0 + g ,
x2 = Tx1 + g = T (Tx0 + g) + g = T 2x0 + (T + E )g ,
x3 = Tx2 + g = T 3x0 + (T 2 + T + E )g ,

...
xk+1 = T k+1x0 + (T k + T k−1 + . . .+ E )g .

De�nice

�ekneme, ºe matice H je konvergentní, jestliºe

lim
k→∞

Hk = O,

kde O je nulová matice, konvergence je bodová.
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V¥ta

Následující tvrzení jsou ekvivalentní:
1 H je konvergentní matice.
2 lim

k→∞
‖Hk‖ = 0 pro n¥jakou p°idruºenou maticovou normu.

3 ρ(H) < 1 (ρ(H) je spektrální polom¥r H).
4 lim

k→∞
Hkx = o pro libovolný vektor x ∈ Rn.

Lemma

Nech´ ρ(T ) < 1. Pak E − T je regulární a platí

(E − T )−1 = E + T + T 2 + . . .
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Hlavní v¥ta o konvergenci itera£ního procesu

Posloupnost
{
xk
}∞
k=0

ur£ená itera£ním procesem x = Tx + g

konverguje pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn práv¥
tehdy, kdyº ρ(T ) < 1, p°i£emº

lim
k→∞

xk = x∗, x∗ = Tx∗ + g

D·sledek

Nech´ pro n¥jakou p°idruºenou maticovou normu platí
‖T‖ < 1. Pak posloupnost

{
xk
}∞
k=0

generovaná itera£ním
procesem x = Tx + g konverguje k °e²ení x∗ = (E − T )−1g
pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn. Dále platí

‖x∗ − xk‖ ≤ ‖T‖k‖x∗ − x0‖,

‖x∗ − xk‖ ≤ ‖T‖k

1− ‖T‖
‖x1 − x0‖.
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Kriteria pro zastavení výpo£tu

1 ‖xk+1 − xk‖/‖xk‖ < ε

2 ‖r k+1‖ ≤ ε(‖A‖ ‖xk+1‖+ ‖b‖), kde r k+1 = Axk+1 − b

maticová norma je p°idruºená dané vektorové norm¥, ε > 0 je
poºadovaná p°esnost.
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Jacobiova itera£ní metoda

Ax = b, A =


a11 · · · · · · a1n
a21 a2n
...

...
an1 · · · · · · ann


Matici A zapi²me ve tvaru

A = D − L− U,

kde

D =

 a11 0
. . .

0 ann

 ,
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L =


0 0

−a21
. . .

...
. . . . . .

−an1 · · · −an,n−1 0

 ,

U =


0 −a12 · · · −a1n

. . . . . .
...

. . . −an−1,n
0 0

 .

D je diagonální matice, L je dolní trojúhelníková matice
s nulami na diagonále a U je horní trojúhelníková matice
s nulami na diagonále.
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Ax = (D − L− U)x = b

Dx = (L+ U)x + b.

Pokud aii 6= 0, i = 1, . . . , n, je matice D regulární
a z p°edchozí rovnice lze vypo£ítat

x = D−1(L+ U)x + D−1b.

D−1 =


1

a11
0

. . .
0 1

ann

 ,

Ji°í Zelinka Numerické metody 8. p°edná²ka, 14. dubna 2016 12 / 21



Maticový tvar Jacobiovy itera£ní metody

Jacobiova itera£ní matice: TJ = D−1(L+ U)

xk+1 = TJx
k + D−1b,

TJ = (tij), tij = −aij

aii
pro i 6= j , tii = 0 pro i = 1, . . . , n.

TJ =



0 −a12
a11

· · · −a1n
a11

−a21
a22

0 −a2n
a22

...
. . .

...

−an1
ann

−an2
ann

· · · 0


, D−1b =



b1

a11
b2

a22
...

bn

ann


.
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Realizace výpo£tu:

Z první rovnice vypo£teme x1:

a11x1+a12x2+· · ·+a1nxn = b1 ⇒ x1 =
1
a11

(b1−a12x2−. . .−a1nxn)

xk+1

1
=

1
a11

(b1 − a12x
k
2
− . . .− a1nx

k
n ),

z druhé rovnice vypo£teme x2:

xk+1

2
=

1
a22

(b2 − a21x
k
1
− a23x

k
3
− . . .− a1nx

k
n ),

obecn¥ z i -té rovnice vypo£teme xi :

xk+1

i = −
n∑

j=1

j 6=i

aij

aii
xk
j +

bi

aii
,

aº z n-té rovnice vypo£teme xn, a na pravé stran¥ takto
získaného systému jsou prvky matice TJ .
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V¥ta o konvergenci Jacobiovy itera£ní metody:

Posloupnost
{
xk
}∞
k=0

generovaná metodou
xk+1 = TJx

k + D−1b konverguje pro kaºdou po£áte£ní
aproximaci x0 ∈ Rn práv¥ tehdy, kdyº %(TJ) < 1.

Odhad chyby:

‖x∗ − xk‖∞ ≤
‖TJ‖k∞

1− ‖T‖∞
‖x1 − x0‖∞.

P°íklad

Geometrický význam
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Silné °ádkové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze °ádkov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|aii | >
n∑

j=1

j 6=i

|aij |, i = 1, . . . , n.

Pak Jacobiova itera£ní metoda konverguje pro kaºdou
po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.

Silné sloupcové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze sloupcov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|akk | >
n∑

i=1

i 6=k

|aik |, k = 1, . . . , n.

Pak Jacobiova itera£ní metoda konverguje pro kaºdou
po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.
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Gaussova-Seidelova itera£ní metoda

Z první rovnice vypo£teme x1:

a11x1+a12x2+· · ·+a1nxn = b1 ⇒ x1 =
1
a11

(b1−a12x2−. . .−a1nxn)

xk+1

1
=

1
a11

(b1 − a12x
k
2
− . . .− a1nx

k
n ),

z druhé rovnice vypo£teme x2, pro x1 pouºijme novou iteraci:

xk+1

2
=

1
a22

(b2 − a21x
k+1

1
− a23x

k
3
− . . .− a1nx

k
n ),

ze t°etí rovnice vypo£teme x3, pro x1 a x2 pouºijme novou
iteraci:

xk+1

3
=

1
a33

(b3 − a31x
k+1

1
− a32x

k+1

2
− a34x

k
4
. . .− a1nx

k
n ),
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Obecn¥

xk+1

i = −
i−1∑
j=1

aij

aii
xk+1

j −
n∑

j=i+1

aij

aii
xk
j +

bi

aii
, i = 1, . . . , n.

Maticový zápis:

Ax = b ⇒ (D − L− U)x = b

(D − L)x = Ux + b.

aii 6= 0, i = 1, . . . , n, ⇒ matice D − L je regulární a

x = (D − L)−1Ux + (D − L)−1b.

Poloºme TG = (D − L)−1U, Gaussova-Seidelova itera£ní
metoda je tvaru

xk+1 = TGx
k + g , g = (D − L)−1b.
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V¥ta

Posloupnost
{
xk
}∞
k=0

generovaná Gaussovou-Seidelovou
itera£ní metodou xk+1 = (D − L)−1Uxk + (D − L)−1b.
konverguje pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn práv¥
tehdy, kdyº %(TG ) < 1.

Silné °ádkové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze °ádkov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|aii | >
n∑

j=1

j 6=i

|aij |, i = 1, . . . , n.

Pak Gaussova-Seidelova itera£ní metoda konverguje pro
kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.
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Silné sloupcové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze sloupcov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|akk | >
n∑

i=1

i 6=k

|aik |, k = 1, . . . , n.

Pak Gaussova-Seidelova itera£ní metoda konverguje pro
kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.

P°íklad

Geometrický význam
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V¥ta (Stein-Rosenberg)

Nech´ pro prvky matice A platí aij ≤ 0 pro v²echna i 6= j

a aii > 0, i = 1, . . . , n. Pak platí práv¥ jedno z následujících
tvrzení:

0 < %(TG ) < %(TJ) < 1

1 < %(TJ) < %(TG )

%(TJ) = %(TG ) = 0

%(TJ) = %(TG ) = 1.

To znamená, ºe konvergují-li ob¥ metody, Gaussova-Seidelova
metoda konverguje rychleji.

V¥ta

Nech´ A je pozitivn¥ de�nitní matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kaºdou po£áte£ní aproximaci.
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