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Opakování

Itera£ní metody °e²ení systém· lineárních rovnic

Systém
Ax = b

p°evedeme na
x = Tx + g

xk+1 = Txk + g , k = 0, 1, . . .

Hlavní v¥ta o konvergenci itera£ního procesu

Posloupnost
{
xk
}∞
k=0

ur£ená itera£ním procesem x = Tx + g

konverguje pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn práv¥
tehdy, kdyº ρ(T ) < 1, p°i£emº

lim
k→∞

xk = x∗, x∗ = Tx∗ + g
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Jacobiova itera£ní metoda

Ax = b, A =


a11 · · · · · · a1n
a21 a2n
...

...
an1 · · · · · · ann


Matici A zapi²me ve tvaru

A = D − L− U,

kde

D =

 a11 0
. . .

0 ann

 ,
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L =


0 0

−a21
. . .

...
. . . . . .

−an1 · · · −an,n−1 0

 ,

U =


0 −a12 · · · −a1n

. . . . . .
...

. . . −an−1,n
0 0

 .

D je diagonální matice, L je dolní trojúhelníková matice
s nulami na diagonále a U je horní trojúhelníková matice
s nulami na diagonále.
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Ax = (D − L− U)x = b

Dx = (L + U)x + b.

Pokud aii 6= 0, i = 1, . . . , n, je matice D regulární
a z p°edchozí rovnice lze vypo£ítat

x = D−1(L + U)x + D−1b.

D−1 =


1

a11
0

. . .
0 1

ann

 ,
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Maticový tvar Jacobiovy itera£ní metody

Jacobiova itera£ní matice: TJ = D−1(L + U)

xk+1 = TJx
k + D−1b,

TJ = (tij), tij = −aij

aii
pro i 6= j , tii = 0 pro i = 1, . . . , n.

TJ =



0 −a12
a11

· · · −a1n
a11

−a21
a22

0 −a2n
a22

...
. . .

...

−an1
ann

−an2
ann

· · · 0


, D−1b =



b1

a11
b2

a22
...

bn

ann


.

Ji°í Zelinka Numerické metody 9. p°edná²ka, 21. dubna 2016 6 / 24



Realizace výpo£tu:

Z první rovnice vypo£teme x1:

a11x1+a12x2+· · ·+a1nxn = b1 ⇒ x1 =
1
a11

(b1−a12x2−. . .−a1nxn)

xk+1

1
=

1
a11

(b1 − a12x
k
2
− . . .− a1nx

k
n ),

z druhé rovnice vypo£teme x2:

xk+1

2
=

1
a22

(b2 − a21x
k
1
− a23x

k
3
− . . .− a1nx

k
n ),

obecn¥ z i -té rovnice vypo£teme xi :

xk+1

i = −
n∑

j=1

j 6=i

aij

aii
xkj +

bi

aii
,

aº z n-té rovnice vypo£teme xn, a na pravé stran¥ takto
získaného systému jsou prvky matice TJ .
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V¥ta o konvergenci Jacobiovy itera£ní metody:

Posloupnost
{
xk
}∞
k=0

generovaná metodou
xk+1 = TJx

k + D−1b konverguje pro kaºdou po£áte£ní
aproximaci x0 ∈ Rn práv¥ tehdy, kdyº %(TJ) < 1.

Odhad chyby:

‖x∗ − xk‖∞ ≤
‖TJ‖k∞

1− ‖T‖∞
‖x1 − x0‖∞.
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Silné °ádkové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze °ádkov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|aii | >
n∑

j=1

j 6=i

|aij |, i = 1, . . . , n.

Pak Jacobiova itera£ní metoda konverguje pro kaºdou
po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.

Silné sloupcové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze sloupcov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|akk | >
n∑

i=1

i 6=k

|aik |, k = 1, . . . , n.

Pak Jacobiova itera£ní metoda konverguje pro kaºdou
po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.
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Gaussova-Seidelova itera£ní metoda

Z první rovnice vypo£teme x1:

a11x1+a12x2+· · ·+a1nxn = b1 ⇒ x1 =
1
a11

(b1−a12x2−. . .−a1nxn)

xk+1

1
=

1
a11

(b1 − a12x
k
2
− . . .− a1nx

k
n ),

z druhé rovnice vypo£teme x2, pro x1 pouºijme novou iteraci:

xk+1

2
=

1
a22

(b2 − a21x
k+1

1
− a23x

k
3
− . . .− a1nx

k
n ),

ze t°etí rovnice vypo£teme x3, pro x1 a x2 pouºijme novou
iteraci:

xk+1

3
=

1
a33

(b3 − a31x
k+1

1
− a32x

k+1

2
− a34x

k
4
. . .− a1nx

k
n ),
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Obecn¥

xk+1

i = −
i−1∑
j=1

aij

aii
xk+1

j −
n∑

j=i+1

aij

aii
xkj +

bi

aii
, i = 1, . . . , n.

Maticový zápis:

Ax = b ⇒ (D − L− U)x = b

(D − L)x = Ux + b.

aii 6= 0, i = 1, . . . , n, ⇒ matice D − L je regulární a

x = (D − L)−1Ux + (D − L)−1b.

Poloºme TG = (D − L)−1U, Gaussova-Seidelova itera£ní
metoda je tvaru

xk+1 = TGx
k + g , g = (D − L)−1b.
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V¥ta

Posloupnost
{
xk
}∞
k=0

generovaná Gaussovou-Seidelovou
itera£ní metodou xk+1 = (D − L)−1Uxk + (D − L)−1b.
konverguje pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn práv¥
tehdy, kdyº %(TG ) < 1.

Silné °ádkové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze °ádkov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|aii | >
n∑

j=1

j 6=i

|aij |, i = 1, . . . , n.

Pak Gaussova-Seidelova itera£ní metoda konverguje pro
kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.
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Silné sloupcové suma£ní kriterium:

Nech´ matice A je ryze sloupcov¥ diagonáln¥ dominantní, tj.

|akk | >
n∑

i=1

i 6=k

|aik |, k = 1, . . . , n.

Pak Gaussova-Seidelova itera£ní metoda konverguje pro
kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rn.

P°íklad

Geometrický význam
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V¥ta (Stein-Rosenberg)

Nech´ pro prvky matice A platí aij ≤ 0 pro v²echna i 6= j

a aii > 0, i = 1, . . . , n. Pak platí práv¥ jedno z následujících
tvrzení:

0 < %(TG ) < %(TJ) < 1

1 < %(TJ) < %(TG )

%(TJ) = %(TG ) = 0

%(TJ) = %(TG ) = 1.

To znamená, ºe konvergují-li ob¥ metody, Gaussova-Seidelova
metoda konverguje rychleji.

V¥ta

Nech´ A je pozitivn¥ de�nitní matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kaºdou po£áte£ní aproximaci.
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Relaxa£ní metody

Modi�kace Gaussovy�Seidelovy metody, ω � relaxa£ní
parametr

xk+1

i = (1− ω)xki +
ω

aii

[
bi −

i−1∑
j=1

aijx
k+1

j −
n∑

j=i+1

aijx
k
j

]
.

Relaxa£ní metodu lze maticov¥ zapsat takto

xk+1 = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωU]xk + ω(D − ωL)−1b

Tω = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωU]
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Hodnoty parametru ω:

Pro 0 < ω < 1 se itera£ní metody nazývají metodami dolní
relaxace. Tyto metody jsou vhodné v p°ípad¥,
ºe Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje.

Pro ω = 1 je relaxa£ní metoda totoºná s Gaussovou-
Seidelovou metodou.

Pro 1 < ω se metody nazývají metodami horní re-
laxace, nebo £ast¥ji SOR metodami (SOR
= Successive Over-Relaxation). Tyto metody
lze uºít ke zrychlení konvergence Gaussovy-
Seidelovy metody.

V¥ta (Kahan).

Nech´ aii 6= 0, i = 1, . . . , n. Pak

%(Tω) ≥ |ω − 1|.

D·sledek: Má smysl uvaºovat jen ω ∈ (0, 2).
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V¥ta (Ostrowski-Reich).

Pro pozitivn¥ de�nitní matici A platí %(Tω) < 1 pro v²echna
ω ∈ (0, 2).

T°ídiagonální matice:

A = (aij)
n
i ,j=1

, aij = 0, pro |i − j | > 1

V¥ta.

Nech´ A je t°ídiagonální pozitivn¥ de�nitní matice. Pak
%(TG ) = %2(TJ) < 1 a optimální hodnota relaxa£ního
parametru je dána vztahem

ω = ωopt =
2

1 +
√

1− %2(TJ)
.

P°i této volb¥ je %(Tω) = |1− ω|.
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Cykly v itera£ních metodách

Nap°íklad pro systémy

x1 + kx2 = b1

x1 − kx2 = b2

Jacobiova metoda: cyklus délky 4
Gaussova�Seidelova metoda: cyklus délky 2

Relaxa£ní metody: cykly r·zných délek

x1 + x2 = 1
qx1 + x2 = 1.

Pro ω = 2:

T2 =

(
−1 −2
2q 4q − 1

)
, λ1,2 = cosϕ±i sinϕ, q =

1
2

(1+cosϕ)

ϕ = 2πl/p, 0 < l < p/2⇒ existuje cyklus délky p.

Body cyklu leºí na elipse se st°edem v hledaném °e²ení.
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Itera£ní metody pro systémy nelineárních rovnic

f1(x1, . . . , xm) = 0
...

fm(x1, . . . , xm) = 0

Ko°en systému: uspo°ádaná m-tice reálných £ísel

ξ = (ξ1, . . . , ξm),

která tomuto systému vyhovuje.

Vektorový tvar:

F (x) = o, x ∈ Rm,o = (0, . . . , 0)T ∈ Rm.
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Systém p°evedeme na ekvivalentní rovnici

x = G (x), x ∈ Rm

neboli
x1 = g1(x1, . . . , xm)

...
xm = gm(x1, . . . , xm)

a budeme hledat pevný bod zobrazení G : Rm → Rm.

De�nujme nyní v prostoru Rm metriku:

%(x , y) = max
1≤i ≤m

|xi − yi |.

Prostor Rm s takto de�novanou metrikou je úplným
metrickým prostorem. Nyní lze pro vy²et°ování konvergence
itera£ního procesu xk+1 = G (xk), k = 0, 1, 2, . . . uºít
Banachovy v¥ty o pevném bod¥.
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V¥ta

Nech´ zobrazení G : Rm → Rm je kontrakce na Rm,

%(G (x),G (y)) ≤ q%(x , y), 0 ≤ q < 1.

Pak pro kaºdou po£áte£ní aproximaci x0 ∈ Rm je posloupnost{
xk
}∞
k=0

, k = 0, 1, 2, . . ., xk = G (xk−1), konvergentní v Rm

a lim
k→∞

xk = ξ, kde ξ je jediný pevný bod zobrazení G .

V¥ta

Nech´ ξ ∈ Rm je pevný bod rovnice x = G (x). Nech´ funkce
gi , i = 1, . . . ,m, mají spojité parciální derivace pro v²echna
x ∈ Ω(ξ, r), Ω(ξ, r) = {x |%(x , ξ) ≤ r}. Nech´ dále platí∣∣∣∣∂gi(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ q

m
, i , j = 1, . . . ,m,

0 ≤ q < 1 a nech´ x0 ∈ Ω(ξ, r). Pak v²echny iterace
{
xk
}∞
k=0

ur£ené vztahem xk+1 = G (xk) leºí v mnoºin¥ Ω(ξ, r)
a lim

k→∞
xk = ξ.

Ji°í Zelinka Numerické metody 9. p°edná²ka, 21. dubna 2016 21 / 24



Jednodu²²í p°edpoklad:

max
1≤i ≤m

m∑
j=1

∣∣∣∣∂gi(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ q < 1.

Seidelova matoda

Pro výpo£et xk+1

i pouºijeme jiº vypo£tených hodnot xk+1

1
, . . . ,

xk+1

i−1 , tj.

xk+1

1
= g1(xk

1
, xk

2
, . . . , xkm)

xk+1

2
= g2(xk+1

1
, xk

2
, . . . , xkm)

xk+1

3
= g3(xk+1

1
, xk+1

2
, . . . , xkm)

...

xk+1

m = gm(xk+1

1
, . . . , xk+1

m−1, x
k
m).
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Newtonova metoda pro systémy nelineárních rovnic

F (x) = o, F ∈ C 2(O(ξ))

JF (x) =


∂f1(x)

∂x1
· · · ∂f1(x)

∂xm
...

. . .
...

∂fm(x)

∂x1
· · · ∂fm(x)

∂xm


Taylor·v rozvoj:

F (x + h) = F (x) + JF (x) · h + O(‖h‖2) · (1, . . . , 1)T

x = xk , xk+1 = xk + h ⇒ h = xk+1 − xk

Zanedbáme chybový £len,
F (x + h) = o ⇒ JF (xk)(xk+1 − xk) = −F (xk)
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xk+1 = xk − J−1F (xk)F (xk)

Itera£ní funkce

G (x) = x − J−1F (x)F (x)

V¥ta

Nech´ ξ je ko°enem rovnice F (x) = o. Nech´ JF (x) je
regulární matice se spojitými prvky v okolí O(ξ) bodu ξ,
p°i£emº ∥∥J−1F (x)

∥∥
∞ ≤ K , K = konst.,

pro v²echna x z tohoto okolí. Nech´ funkce fi , i = 1, . . . ,m,
mají spojité druhé parciální derivace v O(ξ).
Posloupnost

{
xk
}∞
k=0

ur£ená Newtonovou metodou konverguje
ke ko°enu ξ za p°edpokladu, ºe po£áte£ní aproximace x0 leºí
dostate£n¥ blízko ξ. �ád metody je roven dv¥ma.
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