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Délka zivota T,

m Kombinace finan¢ni matematiky a matematického
modelovani imrtnosti- pojistna udalost spociva v amrti
nebo doziti se urcitého véku.

m charakteristika Umrtnosti:

m dva stavy- "naZivu"a "zemrely", o prisluSném stavu
kazdého z pojisténych Ize jednoznacné rozhodnout;
m prechod mezi témito stavy pouze jednim smérem- amrti;
m okamzik umrti je ndhodny a mdze byt popsan jen
s pouzitim pravdépodobnosnich nastroju.
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Délka zivota T,

Délka zivota :
m spojitd nahodna veli¢ina predstavujici délku zivota pravé
narozeného jedince (doba mezi vékem 0 a umrtim);
m méfi se v letech;
Predstava na niz je zaloZzen model umrtnosti:

m nahodné vybereme jednoho jedince z velké skupiny
x-letych, jeho délka Zivota neni znama, ale mizeme na ni
pohlizet jako na nahodnou veliinu s odhadnutelnym
pravdépodobnostnim rozdélenim.
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Pravdépodobnostni rozdéleni

m Pravdépodobnostni rozdéleni délky zivota Ty popisujeme

pomoci distribu¢ni funkce

Fo(t) = P(To < 1)
diky spojitosti mizeme psat
P(To <t)= P(Top < t).
m Nékdy se zavadi také funkce preziti
So(t) = P(To > 1) =1— Fo(t)
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m Budouci délku zivota ve véku x za podminky, Ze jedinec
se dozil véku x budeme znacit Ty.

m Distribu¢ni funkci délky zivota ve véku x pocitame
pomoci podminéné pravdépodobnosti:

Fx(t) = P(Tx<t)= P(To < X+ t[To > x) =
_ P(x < ToSX%t)_Fo(XJrZ‘)*Fo(X)
P(T0>X) N 1—F0(X)

m Pro funkci preziti ve véku x plati

Sx(t) = P(Ty>t)= P(Top>x+1tTy>x)=
_ P(To>x+1t)  So(x+1)
 P(To>x)  So(x)
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Znaceni

m gy - pravdépodobnost umrti ve véku x:
pravdépodobnost toho, ze jedinec, ktery je nazivu ve véku
X, se nedozije véku x + 1

ax = Fx(1) = P(Tx < 1);

m py - pravdépodobnost doziti ve véku x:
pravdépodobnost toho, ze jedinec, ktery je nazivu ve véku
X, se dozZije veku x + 1:

B ;g - pravdépodobnost toho, zZe jedinec, ktery je nazivu ve
véku x, zemre pfed dosazenim véku x + ¢

tqx = Fx(t) = P(Tx < t);
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Znaceni
B ;P - pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve
veéku x, se dozZije veku x + t
thx = Sx(t) = P(Tx > 1);

B 5|gx - pravdépodobnost toho, Ze jedinec, ktery je nazivu ve
véku x, zemfe ve véku x + s

S|qX:FX(S+1)_FX(S): P(s < Ty <s+1);

B ;gx - pravdépodobnost toho, ze jedinec, ktery je nazivu ve
véku x, se dozije véku x + s, ale zemre pred dosazenim
veéku x + s+t

sitdx = Fx(s +1) — Fx(s) = P(s < Tx < s+1).
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m O¢, - stiedni délka Zivota ve véku x - udava primérny
pocet let Zivota zbyvajici jedinci ve véku x. Plati

Oey = E(Ty).
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Intenzita umrtnosti

m OznaCme si pravdépodobnostni hustotu veli€iny Ty jako

fo(t) = ?dt’:o(t) = ?dt(t%) = %(1 — tPo) = —thrpo-
m Jelikoz plati
tQx + tPx = 1,
pak pravdépodobnostni hustota veli¢iny Ty je

Wt = SR = 5060 = S0 ) = - L)

m Pro fy a f, plati

bx+1) _ h(x+1)

MO =77 Fo(x) ~ xpo
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m Intenzita umrtnosti ve véku x

) 1 d d
Hox «(0) Do Do dXxpo dx (xPo)
B _hx) 1 d . d
px+t = Ft(0) = Pl PT T In(xpr)-

m Budeme-li predpokladat malé prirtistky Ax, pak plati
fo(X)Ax ~ Fy(x + Ax) — Fo(x) = P(x < Ty < x + Ax),
pak muzeme psat
pxAx = fK(0)Ax =~ Fx(Ax) — Fx(0)
= P(x < To<x+ Ax|Ty > x).

m Vyraz uxAx udava pravdépodobnost umrti ve vékovém
intervalu (x, x + Ax) malé délky Ax za podminky, ze dany
jedinec se dozil véku x.
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Zakony umrtnosti

m Praktické vyuZiti intenzity amrtnosti.

m Snaha modelovat lidskou imrtnost pomoci matematickych
vzorcu, konstrukce kfivek umrtnosti pro danou populaci.

m Jedna se pak o usporny popis velkého mnozstvi tdaju.
m Umrtnostni kivky jsou hladké a pfispivaji k vyhlazovani
umrtnostnich tabulek.

m Pro rozliSeni riznych zakond umrtnosti jsou vhodné riizné
volby intenzit Umrtnosti.
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Konstantni intenzita umrtnosti

m Intenzita dmrtnosti je konstantni, tedy
Px = A
Vyjdeme ze vztahu
d
Fxts = ~ s In(spx)

jehoz integraci od 0 po t dostaneme

t
tPx = EXp <— / lix+s ds) = e
0

Komutaéni ¢isla
0000

m Funkce preziti ;py zde nezavisi na véku, a proto je tento

zakon umrtnosti pro lidskou populaci nevhodny.
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Moivruv zakon umrtnosti

m Jedna se o rovnomérné rozdéleni délky Zivota
s pravdépodobnostni hustotou

1
fx(t)_m, pro0 <t <w — X,

kde w je stanoveny nejvy$si vék pro uvazovanou populaci.
m Plati

th:1—th:1—FX(t):w_7X_t, pro0 <t <w— X.

m Intenzita Umrtnosti
1
= f,(0) = ——, pr
px = f(0) w_x,p00<x<w,

je hyperbolicky rostouci funkce.
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Dalsi zakony umrtnosti

m Gompertziv zakon umrtnosti: exponencialné rostouci
intenzita Umrtnosti

ux = Bc*, kde B > 0, a ¢ > 1 jsou parametry.

m Makehamuyv zakon umrtnosti: zobecnéni Gompertzovy
intenzity umrtnosti do tvaru

ux = A+ Bc* kde A > 0 je dal$i parametr.
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Podrocni pravdépodobnosti umrti a doziti

m Nékdy je tfeba v praxi urCit rozsah kmene pojisténych /. ¢,
kde 0 < t < 1, jestlize zname rozsahy kmene pojisténych
Ix pro celoCiselné véky x.

m Uvedeme si pro to dvé metody souvisejici s intenzitou
amrtnosti.

Silvie Kafkova
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Predpoklad konstantni intenzity umrtnosti mezi
celociselnymi véky

m Metoda je zaloZzena na predpokladu
lx+t = 4 = konstanta, pro0 <t <1,
X je pevné zvoleny celoCiselny veék.
m Pro konstantni intenzitu Umrtnosti jsme jiz drive odvodili
tpx = e *. Dosazenim t = 1 dostavame
p=—In(1px) = —In(px).
m Hledané podrocni pravdépodobnosti jsou

t
tPx+s = €xp <—/ Hx+s+z dZ) = e M,
0

_ —put
tQx+s = 1—e 1,
Silvie Kafkova
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Predpoklad podroc¢ni linearity umrtnosti

m Metoda je zaloZzena na predpokladu
tdx = tqx, 0 <t < 1.

m Souvislost s intenzitou imrtnosti je vidét zde:

d d d
= Gl = Gt = GpFx(0) = () = Pt
plati
Qx
— <t<1.
:UX-H 1 - t_qx’ = t_ 1
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Pro hledané podro¢ni pravdépodobnosti pak plati

s+tPx _ 1 —(s+1)qgx

Prrs = Ty T 1-sq
g
tx+s 1—sqy’

s,t>0,s+t<1.
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Priklad
Necht jsou znamy hodnoty g5 = 0,0049867,

gs1 = 0,00557449, g5, = 0,0061396, psy = 0, 99501,
ps1 = 0,99442, a pso = 0,99386. Najdéte hodnoty

B 05050,
B 20505,
W (52 75.
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Umrtnostni tabulky
m jsou zakladnim nastrojem pro vypocCty provadéné v ramci
zivotniho poijisténi. Prezentuji model imrtnosti praktickym
zpusobem.

m poskytuji zakladni informace o umrtnosti uzaviené
stacionarni populace- nedochazi k migraci obyvatelstva a
v Case se nemeéni ani velikost populace a jeji vékové
slozeni.

m pro Ceskou republiku je kazdoroéné publikuje Cesky

statisticky urad.
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Rozlisuji se umrtnostni tabulky:
m uplné - maji jednoleté vekové intervaly (tzn. daje pro vék
0,1,... ,w roku)
m zkracené - maji viceleté vékové intervaly
m bézné (prirezoveé) - vychazeji z Gmrtnostni zkusenosti
populace béhem kratkého (vétsinou ro¢niho) ¢asového
obdobi obvykle nepresahujiciho 10 let
m generacni - predstavuji skutecny zaznam prubéhu zivota
konkrétni generace
V pojistovaci praxi se pouzivaji predevsim bézné uplné
amrtnostni tabulky.

Silvie Kafkova
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Popis umrtnostni tabulky

Sloupce umrtnostni tabulky pfedstavuji konkrétni veliCiny, napfr.
predstavuji hodnoty veliin uvedenych ve sloupcich pro
konkrétni vék.

Charakteristika konkrétnich veli¢in uvedenych
v umrtnostnich tabulkach:
m X - vyjadfuje vék osoby - x € {0,1,...,w}, kde w je
predpokladany nejvyssi vék, ktery maze dosahnout osoba
sledovaného souboru

Silvie Kafkova
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Veli¢iny umrtnostni tabulky

m pravdépodobnost doZiti py - vyjadiuje pravdépodobnost,
Ze x-leta osoba se doZije véku (x + 1)

m pravdépodobnost umrti g - vyjadiuje pravdépodobnost,
Ze x-letd osoba se nedozije véku (x + 1)

m plati px + gx = 1

m pocet dozZivajicich se véku x I- vyjadfuje pocet osob
Zijicich ve véku x. Pocatecni hodnota Iy vyjadiuje
pocatecni pocet osob modelovaného souboru a nazyva se
kofen umrtnostni tabulky.

Silvie Kafkova
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m Pro libovolna pfirozena x muzeme definovat posloupnost /x
jako
Iy =Io -x Po
m ProtoZe pro libovolné pfirozené n plati vztah

x+nPo =x Po ‘n Px, dostaneme z néj vynasobenim rovnice
kofenem fy vztah

Ix4n = Ix -n Px.
m Pak pro n = 1 dostavdme rekurentni vztah pro
posloupnost Iy
/x+1 = Iy * Px-

Silvie Kafkova
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m MUzeme tedy vyjadrit pravdépodobnost doziti z véku x do
veéku x + n jako

/
nPx = X;;n'
m Plati také
b= leyn
=T

m Jestlize Iy je pocCet jedincl ve véku 0, pak pocet jedincd,

M,

nezavislému umrtnostnimu chovani jedincti ndhodna
veliina s binomickym rozdélenim Bi(ly,x po)-

m Stfedni hodnota této veliCiny je tedy Iy -x po = Ix-

Silvie Kafkova
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m /x |ze interpretovat jako stfedni pocet jedincu, ktefi se pfi
daném vychozim stavu fy doZiji véku x.
m Je ziejmé, ze posloupnost /x je nerostouci tedy

o>h=>h>..

m Byva zvykem v praxi stanovit nejvy$si vékovou hranici w

jako nejniz8i vék x takovy, Ze pak jiz
IX = 0, X > w.

m w se voli vék takovy, jehoz doziti je jiz malo
pravdépodobné.

Silvie Kafkova
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m pocet zemrelych ve véku x dy - vyjadfuje pocet osob,
které zemrely ve véku x.

m Definujeme
dy = Ix — Iy, 1 s tim, Zze plati d,, = L.
m Plati tedy, ze

Qx = % 1ebo obecngji ,gx = en

X IX

m dy se analogicky interpretuje jako stfedni pocet jedincq,
ktefi pfi daném vychozim stavu ly zemfou ve véku x.

Silvie Kafkova
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m L, - pocet let proZitych jedinci ve véku x je stfedni pocCet
roku, které ve véku x celkem prozije Iy jedincu
z umrtnostni tabulky.

m VyuzZijeme dfive zavedenou aproximaci ;gy = tqx, coz dava
gx = f(t). Pak

1 1
0 0

1 1
bt + qu = lepr + édx-

m Z puvodnich I jedincl ve véku x prispéje kazdy z /Iy 1
jedincl, ktefi se doziji véku véku x + 1, do Ly jednim
rokem, tj. celkem Iy 4 roky. Navic kazdy z Iy -t px - pix+t
jedincu ktefi zemrou pred dosazenim véku x + 1 ve véku
X + t, prispéje jesteé t roky, tj. celkem t - Iy - px - juxr ¢ roky.

Silvie Kafkova
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m T, - pocet zbylych let Zivota jedinct ve véku x je stfedni
pocet roku, které do konce svého zivota jesté celkem
prozije Iy jedincl z dmrtnostni tabulky.

m Plati, Zze
w—X 1
T = Lt Lyt ot L = y / th(t) ot = Iy / t Pt OF
0 0
m Oe, - stfedni délka Zivota ve véku x vyjadfuje primérny

pocCet rokd, kterych se jesté dozije jedinec ve véku x let.
m Plati nasledujici aproximativni vztah

Silvie Kafkova
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Kolik osob ve véku 60 let zemrelo béhem

m 5 rokU;
m 7 rok?
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Komutacni Cisla

m Jedna se o Casto se opakujici souciny a soucty
v pojistnych vypoctech.

m Tyto soucCiny a souCty byly oznaceny a jejich hodnoty jsou
tabelizovany.

m Hodnoty komutacnich Cisel zavisi na imrtnostni tabulce a
na vysce Urokové miry.

m V dalSim budeme pouzivat oznaceni v pro diskontni

faktor

v
140

kde i je irokova mira.
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Rozlisujeme komutacni cisla:
m nultého fadu:

D, = Iv* diskontovany pocet dozivajicich se véku x
Cx = dyv**' diskontovany podet zemrelych ve véku x

m prvniho fadu
w—X
Ny = > Dy
j=0

w—X
MX - Z CX+]
=0

Silvie Kafkova
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m druhého fadu

w—X
SX - Z NX+j
j=0

w—X
Re = > My
j=0

s v

m Komutacni Cisla vySSich fadli se nepouzivaji.
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