11. Galtoniv — Watsoniv proces \tveni

11.1. Definice:Neclt jedinec tvaici nultou generaci fize dat vznik 0, 1, 2, ... jedifum
(potomkim) prvni generace. Analogicky kazdy jedinec z pgererace five dat vznik O, 1, 2,
... jedindim druhé generace atditem predpokladame, ze
a) paet potomk X ndhodr zvoleného jedince ma praywbdobnostni funkci

p, prok =0,1,2,...
P(X = k) = {Ojinak , kterd nezavisi na zvoleném jedinci ani na gemedamiz
prislusi;
b) jedinci z dané generace davaji vzniknout svytoméim vzajemi nezavisle.
Ozname X, pcet jedind n-té generace (specidlfe X, = 1). Za uvedenychipdpoklad
posloupnost nahodnych wh {X,;n0N,} tvoii homogenni markovskietszec s mnoZinou
stava J = {0, 1, 2, ...}. Tentdettzec se nazyva Galtén — Watsoiiv proces ¥tveni.



11.2. Ozn#&eni: Zavedeme nahodneé vghy U, k = 1, 2, ... které maji stejné rozlozeni jako
nahodna vetina X; a jsou stochasticky nezavislé jak mezi seboungakeltinach X, X, ...
Velicina U, udava poet potomk k-teého jedince v n-té generaci. fejme, ze

Xn+1: Un1+ Un2+ aen U1Xn-

llustrace:
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Ditkaz: Py =PX, = /X, =i)= ;Un—Lk =Xy :ij = ;,Un-l,k = J'J ={p} podle &ty 10.10.



11.4. Riklad: Neclt {Xn ;n0l No} je Galtoriv — Watsofiv proces ¥tveni s mnozinou stdév
J={0, 1, 2, ...} a vektorem gatenich pravdpodobnostp(0) = (V4, ¥4, Y2, 0, ...). Najte
matici prechoduP.
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11.5. \Wta: Pro pravédpodobnostni vytviujici funkci ndhodné veliny X, plati:
_ |9x_ (94 (2))pron=12,...

0x,. @ =1 0

Opron=20

nahodné vetiny X.

, kde g(z) je prav@podobnostni vytviujici funkce

Xn
Diikaz: ProtozeX na = ;Unk je sowet nahodného @tu nahodnych vetdin, tvrzeni plyne
z vty 10.15.



11.6. Friklad: Nech {X,;n 0 No} je Galtorfiv — Watsofiiv proces ¥tveni, ficemz

pravdspodobnostni vytvajici funkce nahodné véliny X, ma tvardy (2) =1-a(l-z)° | kde
0 <o, B <1 jsou konstanty. Najte pravé@podobnostni vytviujici funkci ndhodné valiny X..

Resent: 0x, () =0, @, @) =1-ofl-f-a(-2f | =1-ala@- 2} =1-a*2@- 2"
Oy, (2) =9y, Oy (2)) =1- 0(3“{1— [1— a(l- z)B]}BZ =1- aB“[a P (1- 2)83]: 1-a'®* (1-z)°

Obecrs: Ox, (2) =1-a"** ¥ (1-2f hron=1, 2, ..
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11.7. \Kta: Neclt p je stedni hodnota &? je rozptyl nahodné veliny X;. Pak pro sedni
hodnotu a rozptyl nahodné vehy X, plati:
(2, . n-1(,,n _
ST
D(X,)=9 H-1
(no’prop =1
Diikaz: Provedeme matematickou indukci. &w10.15. plyne:
E(X n+1) — E(Un+1,1 + + Un+1,Xn) — E(>(n)l'l — un“ — unﬂ .

Necht’ u# 1. Pak

2,,n-1(,, n _
D(Xn+l):D(Un+11+"'+Un+1X ):D(Xn)p'z+E(Xn)o-2 :G u (u]_ 1)“2"'““02 =
y 1N l-‘l_

E(X,) =",

_ 0'2|J.2n+1 _ O.an+l + O.Zun+1 _ O.Zun _ O.ZIJn (un+1 _1)
n-1 n-1

Nech n = 1.
Pak D(%1) = D(X,) + 6° = no” +o° = (n + 1)o°.




11.8. Fiklad: Pro zadaniipkladu 11.4. vypdtéte stedni hodnotu a rozptyl ptu potomk v n-

té generaci.
(Pripomeaime, ze vektor ptatetnich pravdpodobnostp(0) = (Y4, ¥4, %2, 0, ...).)

Reseni:
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11.9. Eta: Ozna&me g, = P(X, = 0) pravdpodobnost vyhynuti v n-té generaci. Pak plati:
d, =9y (0.

Diukaz: an (Z) = Z P(Xn = k)zk :>gxn (O) = P(Xn = 0) =0, .

k=0



11.10. Wta: Necht 0 < p< 1. (Krajni gipady p = 0 a g = 1 vyliCujeme, protoze progp= 0 je
g.=0provsechnan=1,2,...apgppljeg=1provSechnan=1, 2, ..)

a) Je-lip<1, paklima, =1,
b) Je-lip > 1, paklimd, =& kde & (01) je nejmensi kladny Ken rovnice z = g(z).

Interpretace: Je-li < 1, pak s prawtpodobnosti 1 proces dosahne jen KoBennoha generaci.
Je-lip > 1, pak s prawipodobnostE proces dosahne kofré¢ mnoha generaci a

s prav@podobnosti 1 € dosdhne nekokeé mnoha generaci.

Dukaz: nebudeme provéid

11.11. Riklad: Pro Galtoidv — Watsoiiv proces z fikladu 11.4. najéte limitni hodnotu
pravcEpodobnosti vyhynuti.
Reseni:
5 5
V piikladu 11.8. bylo vyp&eno, 2eE(X1)=Z. Protoze, >1 podle tvrzeni b) &ty 11.10.

2
Ima, =¢, kde&O (01) je nejmensi kladny ken rovnice z = g(z) = gpkzk =
1.1 .1 3+.9-8 :<1
4

=ttt P Aleze 228 227 -2 +1=0=2, = 1. Podminku spiuje kaen %,
2

tedy limitni hodnota pravgbodobnost i vyhynuti je O,



11.12. Poznamke Predchozi vysledky lze snadno zobecnit fipad, kdy nulta generace je
tvorena k> 1 jedinci. Pak pron=1, 2, ... plati.

a) E(Xn) = koun

(ko qun_l(“n _1)prop £1
b) D(X,) =5 u-1
(k,no“prop =1
_ lprop <1
c) A :{Ek(’ prop >1

Lze si totiz pedstavit, Ze vedle sebe se navzajem nezawisle ky populaci, z nichz kazda
vznikla z pra¢ jednoho jedince.



