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Uvod
Tady bude tvod.

Lukas Vokiinek

Sylabus prednasky

Tady bude sylabus.
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1. Motivace

1. Motivace

Algebraickd geometrie zkouma mnoziny FeSeni algebraickych (polynomidlnich) rovnic, resp.
soustav rovnic. Ve specidlnim pripadé linedrnich rovnic dostdvame afinni geometrii a pro
kvadratické rovnice pak teorii nadkvadrik.

Zabyvejme se nyni o néco zajimavéjsi mnozinou, tzv. Descartovym listem o rovnici

flay)=2"+2° —y* =0

v R2. Tuto kiivku lze pomérné jednoduse parametrizovat: kdyz si namalujeme jeji obrizek a
uvédomime si, ze pocatkem prochédzi dvé vétve, dostaneme jako prunik s y = tx dvojndsobny
pocatek a zbyly prusecik pak lze jednoduse dopocitat,

P4ttt =21+ -t =0

davad x = t?>—1 a dale pak y = tz = t(t> —1). Ziizenim této parametrizace na t € Q dostaneme
pravé vsechna racionélni feseni rovnice f(x,y) = 0.

Rekneme, 7e kiivka je raciondlnd, jestlize existuje parametrizace pomoci racionélnich lo-
menych funkei, ¢ — ( E ; E?) kde vSechna p, g,r € Q[t].

Jednoduchym piikladem, kde si nevystacime s polynomy jako v pfipadé Descartova listu,
je hyperbola zy = 1 s parametrizaci t — (¢, %)

Podobnym zptuisobem lze racionalné parametrizovat vSechny kuzelosecky. Uvazme napiiklad
bod [0, —1] na kruznici 22 + y? — 1 = 0 a vedme jim opét pifmku o smérnici ¢, tj. y = tz — 1.
Zase bude jednim pruse¢ikem bod [0, —1] a druhy dopocitdme,

24tz —1)2—1=z(t*+1)z—2t)=0
dava ¢ = tffrl, y = gﬁ (Tento vypocet samoziejmé souvisi s popisem Pythagorejskych
trojuhelniki (2st,t? — 52,12 4 52).)

Velka Fermatova véta se zabyva raciondlnimi fesenimi 2" +y" —1 = 0 (ty zjevné odpovidaji
celo¢iselnym Fesenim z™ + y" — 2™ = 0), konkrétné jejich neexistenci pro n > 2. My zde
ukdzeme, ze vyse uvedend kiivka nemd raciondlni parametrizaci (tj. zhruba fec¢eno téchto
feseni neexistuje moc).

p(t)

Piedpokladejme, ze ¢(t) = Y(t) = t) je raciondlni parametrizace, kde p,q,r € Q|[t]

, (t

T

a muzeme piedpokladat, ze ged(p, q,r) = tl p(t)" + q(t)" —r(t)™ = 0 a derivaci podle ¢
dostaneme p(t)"~1p/(t) + q(t)" ' (t) — r(t ) L'(t) = 0. Tedy (p"~1,¢" 1, —r"~1) je feSenfm
soustavy linedrnich rovnic nad Q[z] s matici

p g T
o oqd )

Podle “Cramerova pravidla” je fesenim také (qr' — r¢’,rp’ — pr’',pq’ — qp’). Toto Feseni je
nenulové, protoze z rp’ — pr’ = 0 plyne (£)" = 0, tj. 2 by muselo byt konstantni, nutné
pak i 1 a nejednalo by se o parametrizaci. Tedy prostor feSeni je jednorozmérny a protoze

ged(pt, ¢t —r" 1) = 1, mélo by byt viceméné jasné, ze

t)
(®)

(gr' —rq',rp’ —pr'pgd’ — qp') = (", ¢" "t ="



2. Rezultanty

pro h € Q[t] (zFejmé tento vztah plati v rozkladovém télese Q(t); pokud bychom psali h = 5
n—1 ,.n—1 )

s gcd(f,g) = 1, dostali bychom g | p"~ 1, ¢ r" 1 a z jejich nesoudélitelnosti pak g = 1
Porovnanim stupnu degp = a, degg = b, degr = ¢ dostdvame

b+c—1>deg(qr' —rq) > degp™ ! =a(n—1),

a anlogicky c+a—1 > b(n—1),a+b—1 > ¢(n—1); se¢tenim 2(a+b+c)—3 > (a+b+c)(n—1),
tji. (a+b+c)(3—n)>3an<3.

2. Rezultanty

Hlavnim objektem naseho studia bude okruh polynomu k[z1, ..., z,] ve vice proménnych nad
télesem k. Z algebry vime, Ze se jednd o obor integrity. Pro induktivni dukazy byvé casto
uzitetné uvazovat tento okruh jako okruh k[zi,...,z,—1][x,] polynomu v jedné proménné
nad okruhem kzq,...,z,—1]. Pii této identifikaci se vSak nezachovava stupen polynomu — v
prvnim pifpadé jej budeme znacit deg f, ve druhém deg, f, tj. stupen polynomu f vzhledem
k proménné z,. Plati deg(fg) = deg f + deg g (vedouci ¢len fg je soucinem vedoucich ¢lenu
f a g a je nenulovy, protoze je k[x1,...,zy] obor integrity).

Necht A je okruh, pfi¢emz vSechny nase okruhy budou komutativni s jedni¢kou. To stejné
potom plati pro okruh polynomu A[z].

Véta 2.1. Pokud A je UFD, pak také Alx] je UFD.

Pied vlastnim dukazem uvedeme dulezité tvrzeni, tzv. Gaussovo lemma, ke kterému
potiebujeme ndsledujici pojmy. Pro polynom f € A[z] nad UFD A definujeme jeho obsah
c(f) jako nejvétsi spoleény délitel jeho koeficientl. Rekneme, Ze polynom f je primitivnd,
pokud je ¢(f) = 1.

Lemma 2.2 (Gauss). Necht A je UFD. Pak soucin primitivnich polynomai je primitivni. Pro
obecné polynomy f, g plati ¢(fg) = c(f) - c(g).

Dukaz. Predpoklddejme, Ze f, g jsou primitivni. Pro kazdy ireducibilni prvek p € A je A/(p)
obor integrity (v GCD je ireducibilni prvek prvocislem) a protoze f je nenulovy v A/(p) (jinak
by p | ¢(f)), stejné tak g, je nenulovy i souc¢in fg, takze néjaky koeficient fg neni délitelny p
a pte(fg). Protoze toto plati pro libovolny ireducibilni prvek p, je ¢(fg) = 1.

Druhé tvrzeni plyne jednoduse z prvniho a z vyjadieni f = ¢(f) - g , kde g = f/e(f) je
primitivni. O

Diikaz Véty 2.1. Necht k je podilové téleso A. Vime, zZe k[z] je UFD.

Zjevné jednotky A[z] jsou praveé jednotky A, ktery chdpeme jako podokruh konstantnich
polynomu. Kazdy ireducibilni prvek k|z| je asociovany primitivnimu polynomu z A[z] (pfevedeme
na spoleény jmenovatel a vytkneme nejvétsi spolecny délitel koeficientt), pficemz tento je
jednoznaény az na asociovanost v Alz]: jsou-li p,q € Alx] primitivni a asociované v k[z], tj.
g=a/b-pproa,be A, pak b|a-c(p) =a a symetricky také a | b.

Uvazme rozklad polynomu f v okruhu k[z], pfi¢emz ireducibilni ¢initele budeme pfedpokladat
primitivni z A[x]:

f:a/b'pl"'pr-
Podle Gaussova lemmatu 2.2 mame b | a - ¢(p1 - - - pr) = a, takze a/b € A; protoze A je UFD,
mé a/b jednoznacny rozklad na soucin ireducibilnich v A, tedy i v Alx].



2. Rezultanty

Zbyvéa dokézat jednoznacnost. Protoze je rozklad v k[z]| jednoznacény, plyne z druhého
odstavce jednoznacnost €initeli p; az na asociovanost, tedy i jednoznacénost a/b az na asoci-

ovanost. Rozklad tohoto é&isla je pak jednoznacény, protoze A je UFD. O

Iteraci dostdvame, ze také Alzy,...,z,] = Alz1,...,2zh—1][xs] je obor s jednoznaénym
rozkladem. Pokud je k téleso, pak podilové téleso k[x1, ..., z,], tj. téleso raciondlnich funkci,
znacime symbolem k(z1,...,zy).

Zatimco déleni obecnym polynomem je nad obecnym okruhem problematické, déleni nor-
movanym polynomem funguje stejné jako nad télesem — toho vyuzijeme pozdéji. Zejména plati
p(xo) =0 & (x —x0) | p- Protoze pro polynomy vyssich stupniu déleni se zbytkem nefunguje,
nefunguje ani Eukleiduv algoritmus a tedy ani Bezoutova rovnost, kterd v ptipadé okruhu po-
lynomu k[z] nad télesem vyjadiuje nejvétsi spoleény délitel jako kombinaci ged(f, g) = kf+1g.

Nyni popiSeme, kdy maji f a g néjaky spoleény délitel, pro polynomy ve vice proménnych
nad télesem, zacneme vsak piipadem jedné proménné. Pro polynomy f,g € A[x] definujme
Sylvesterovu matici Syl(f, g) jako matici (r 4+ s) x (r + s), kde r = deg f, s = deg g, pomoci
koeficientu polynomu f a g,

f=aa’ +---+ag, g=bsz’+ -+ by,

takto:
aw 0 -+ 0 by 0 - 0
ar_1  ap - 0 bsy by - 0
: Qyr_1 0 : bs—l 0
aq ey by - . b
Syl(f,9) = . .

(:9) ap ay a1 by b1 obso1

0 ag 0 bo
. al b1
0 0 - a 0O 0 - b

s koeficienty a; v prvnich s sloupcich a b; v poslednich 7 sloupcich (akorét ag v prvnim sloupci
a by v (s+ 1)-nim sloupci nemusi byt ve stejném rddku). Déle definujeme rezultantu f, g jako
Res(f,g) = det Syl(f, g).

Protoze jsme predpokladali, ze r = deg f, je a, # 0 a analogicky bs = 0. V nasledujicim se
nam vSak bude hodit i rozsiteni na ptipad, kdy néktery z téchto koeficienttt muze byt nulovy.
Budeme pak determinant vyse uvedené matice znacit Res, s(f, g).

Véta 2.3. Necht k je téleso. Pak nekonstantni polynomy f, g € k[zx] maji spolecny faktor (tj.
f =hf1, g = hg1 pro néjaky nekonstantni polynom h), pravé kdyz Res(f,g) = 0.

Lemma 2.4. Necht k je téleso, f, g € k[z] nekonstantni polynomy. Potom f, g magi spoleéns
faktor, pravé kdyz existuji polynomy k,l € klz| takové, Ze kf +1g = 0, k # 0, I # 0,
degk < degg, degl < deg f.
Dukaz. Jestlize f = hf1, g = hgy, staci vzit k = g1, | = — f1.
Piedpokladejme naopak, ze pro k # 0, [ # 0 je kf +1g = 0 a pfitom ged(f, g) = 1. Potom
existuji k, [ tak, ze 1 = kf + lg. Po vynasobeni k dostavame
k=kkf+klg=—klg+klg = (—kl + kl)g.

Protoze k # 0, dostdavame deg k > deg g, takze k, | nespliiuji podminku na stupen. O



2. Rezultanty

Dukaz véty. Podle pfedchoziho lemmatu maji f, g spoleény faktor, pravé kdyz existuji k =
Co12 V4 H g, I = dr_12" ! 4+ -+ 4 dy nenulové takové, ze kf + lg = 0. Rozepsdnim
koeficientu dostdvdme soustavu rovnic

Syl(f,g)(cs—1,...,co,dp_1,...,do)T = 0.
Ta m4 nenulové feseni, pravé kdyz det Syl(f, g) = 0. O
Nyni vyjadiime rezultantu pomoci kofent polynomu f a g. PiSme tedy
f=a(@—o) - (@—a), g=biz—p1) - (x—P),
kde obecné o; a 3 lezi v algebraickém uzavéru k.
Véta 2.5. Plati Res(f,g) = a,°b," []; ;(ci — B;).

Dikaz. Pracujme v okruhu polynomu kla,, a1, ..., ap, bs, 81, . .., Bs], pfipadné v jeho podilovém
télese. Podle Vietovych vztaht

Ap_f = (—1)kar0'k(04), bs—1 = (_1)lbsal(/6)7

kde o () znac¢i k-ty symetricky polynom v proménnych o = (aq,...,qa,). Dosazenim do
determinantu Sylvesterovy matice je pak ziejmé, ze Res(f,g) = a,°b,/ p(«, ), kde p je poly-
nom stupné rs v proménnych «; a stupné rs v proménnych 3; (kazdy sloupec je délitelny
a, nebo bg; v levych sloupcich jsou oy («), k < r, v pravych se «; nevyskytuji; symetricky
pro f3;). Jelikoz vime, ze Res(f,g) = 0 v piipadé, ze a; = f3; pro néjakou dvojici i, j, plati
(o — Bj) | p(ev, B) a diky jednoznacénosti rozkladu také

[T, (i = 8) | p(. ).

protoze vsichni ¢initelé jsou ireducibilni a riuzni. Porovnanim stupiu se musi tyto polynomy
rovnhat az na konstantu. To, ze ve skute¢nosti se rovnaji presné, pak plyne napiiklad z
Res(z", (x +1)%) = 1. O

Piiklad 2.6. Zékladnim piikladem je Res(f, f) = a,disc(f) (plati totiz, ze prvni fddek
Sylvesterovy matice je délitelny a,). Ztejmeé pak f obsahuje ndsobny ireducibilni faktor, prave
kdyz disc(f) = 0. V pifpadé kvadratického polynomu f = ax? + bx + ¢ dostdvame

a 2a 0
Res(f,f)=det [b b 2a| = ab® - 2a(b* — 2ac) = a(—b* + 4ac)
c 0 b

s tedy disc(f) = —b? + 4ac.
Piiklad 2.7. Spoctéte diskriminant disc(x® + pz + q).

Resend. Protoze je 2® + px + ¢ normovany, je diskriminant roven determinantu

1 0 3 00
01030
det|p 0 p 0 3| =4p3+274 o
g p 0p O
0 g 00 p



2. Rezultanty

Pro polynomy f,g € k[xy,...,z,] definujeme rezultantu vzhledem k proménné z,, tak,
ze chapeme f, g jako polynomy v proménné z, nad okruhem k[zi,...,x,_1] a znaéime
Res(f,g;xn) € klx1,...,2y—1]. Analogicky bychom mohli definovat rezultantu vzhledem k
ostatnim proménnym x;.

Lemma 2.8. Nekonstantni polynomy f, g maji spolecny faktor s kladngm stupném v proménné
T, pravé kdyz Res(f, g;xn) = 0.

Dikaz. Podle predchoziho je Res(f, g; x,,) = 0 ekvivalentni tomu, Ze f, g maji spole¢ny faktor

jako prvky k(z1,...,xp—1)[zs]. Je tedy implikace = ziejmé. Necht naopak f = %f—cl, g= %%1,
kde ¢,d,e € k[x1,...,xn-1] & f1,91,h € K[z1,...,2,] a h m4 kladny stupen v proménné x,,.

Potom obsahuje h ireducibilni faktor h; s kladnym stupném v z, a z
fec=hfi,  fed=hg

musi také hy | fec. Protoze jsou vsak ¢, e stupné 0 v proménné z,,, musi byt h; | f, analogicky
pak také hy | g. O

Zabyvejme se nyni vyznamem kofenu Res(f, g; x,).

Véta 2.9. Necht je k algebraicky uzaviené téleso. Bod (pi,...,pn—1) € K" je korenem
rezultanty Res(f, g; xy,), prdavé kdyz bud’
e (p1,...,Pn—1) je korenem vedoucich koeficienti f,g € k[z1,...,zn—1][xn] nebo

o cxistuje p, € k tak, Ze f(p1,...,Pn—1,Pn) =0=g(P1,.. -, Dn—-1,Pn)-
Dikaz. Zabyvejme se Res, s(f,g). V piipadé, ze by = 0, plati
Resr,s(fa g) = Qr Resr,sfl (f7 g)

a v piipadé, ze a, = 0, plati podobné Res, s(f,g9) = (—1)°bsRes,—1 5(f, g).
Je-li nyni (p1,...,pn—1) libovolné a r = deg, f, s =deg, g, pak

Res(f,g; In)(pla o 7pn—1) == Resr,s(f(pla <y Pn—1, _)>g(p17 <y Pn—1, _))

a toto je rovno bud

e ( v piipadé, ze jsou vedouci koeficienty obou f(p1,...,pn-1,—), 9(P1,-..,Pn—1, —) nulové,
nebo

e nenulovému konstantnimu ndsobku Res(f(p1,--.,Pn-1,—),9(P1,---+Pn-1,—)); v tomto
piipadé je tedy hodnota nulova, pravé kdyz maji tyto polynomy spolecny faktor, tedy
spoleény kofen. O

Disledek 2.10. Nechf k je algebraicky uzaviené téleso. Pokud f, g nemaji spolecnsj faktor,
maji rovnice f(x,y) =0 a g(z,y) = 0 pouze konecné mnoho spolecnych resent.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze rovnice ze zadani majf nekoneéné mnoho spoleénych feseni. Necht
tato spole¢nd Feseni maji nekoneéné mnoho ruznych prvnich souradnic. Potom Res(f,g;y) €
k[z] m& nekonecné mnoho kofent, a proto je nulovy. To ale znamend, ze f, g maji spole¢ny
faktor (kladného stupné v proménné z). O

Piiklad 2.11. Maji f = 2y — 1, g = x? + y? — 4 spoleény faktor?
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3. Bezoutova véta

Resend. Spocitame Res(f,g;x) = y>(y> —4)+1# 0 aRes(f, g;y) = 2%(22 —4) +1 # 0, takze
nemaji. o

Piiklad 2.12. Spoctéte spolecnd Feseni rovnic 22 + y? —4 = 0, 1622 + y? — 16 = 0.

Resend. Spocitame Res(f,g;x) = —9(5y% — 16)2. Plati, ze Res(f, g;2) je nulové v y = o,
praveé kdyz f(—,v0), 9(—, yo) maji spoleény koten, tj. pravé kdyz f = 0, g = 0 maji spolecné
feSeni s y = yo. V naSem piipadé tak dostavame y = i%. Analogicky bychom dostali
Res(f,g;y) = 9(52% — 4), tj. = = i%. Obecnéjsi metodu, fungujici pro vice polynomu,
probereme pozdéji. o

Piiklad 2.13. Spoctéte diskriminant 22 +22y% +y+ 1 € C[y][z]. Interpretujte kofeny tohoto
diskriminantu.

Reseni. Protoze je polynom normovany, je diskriminant roven determinantu

1 2 0
det | 202 202 2 | =4(—y*+y+1).
y+1 0 29°

Kofeny jsou ta yo, pro néz f(—,yo) ma nasobny kofen; z Bezoutovy véty bude jasné, ze to
jsou préave horizontalni piimky y = yo, které se ,dotykaji“ kiivky f(x,y) = 0 (dalsi moznost
by byla, ze protinaji kfivku v jejim singuldrnim bodé). o

Véta 2.14. Existuji nenulové polynomy k,l € k[x1, ..., x,] takové, Ze Res(f, g;xn) = kf +1g
a pro stupné v proménné x, plati deg, k <deg, g, deg, [ <deg, f.

Dukaz. V ptipadé, ze f, g maji spoleény faktor kladného stupné v proménné x,, tj. f = hfi,
g = hgy, tvrzeni plyne z Res(f, g;xn) = 0= g1f + (= f1)g.
Necht jsou naopak f, g nesoudélné jako prvky k(z1,..., o, 1)[z,]. Pak fesme soustavu

kf +1g = Res(f, g: @n), tj-
SYI(f, 9)(Cm—1,--->C0rdn_1,---,do)" = (0,...,0,Res(f,g;2n))T.
Podle Cramerova pravidla

 det(-) g - det(=)
9T Res(fogiam) 0 Res(f,gian)

pricemz kazdy citatel je Res(f,g;x,)-ndsobkem jistého minoru Sylvesterovy matice (diky
tvaru pravé strany) a vsechny podily ¢;, d; tedy lezi v k[z1,...,zp—1]. O

3. Bezoutova véta

Budeme znacit A™ mnozinu k™ chépanou jako afinni prostor nad k, zatimco k™ budeme
pouzivat pro stejnou mnozinu chapanou jako vektorovy prostor. V nésledujicim bude hrat
zésadni roli vztah mezi polynomy, tj. prvky F € k[z1,...,2,] a polynomidlnimi funkcemi
f+ A" =k, (p1,...,pn) = f(p1,-...,pn). Volba souradnic na A™ zadava interpretaci proménnych



3. Bezoutova véta

x; jako afinnich funkci na A™ (standardné je x; funkce posilajici bod na jeho i-tou souradnici)
a takto dostavame homomorfismus okruhu

klzi,..., 2z, — Map(A", k).

Zjevné vysledna polynomialni funkce zavisi na zvolenych soufadnicich. Algebraicky od-
povida afinni zména soutfadnic x = Ay + b tomu, Ze veSkeré polynomy prepiseme do novych
proménnych x; = ) a;;y; + b; (navic jsou mozné i obecnéjsi zmény soufadnic).

Zobecnénim zndmé véty pro polynomy v jedné proménné je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1. Je-li k nekoneéné téleso (zejména je-li k algebraicky uzaviené), pak kazdy
polynom je jednoznacéné urcen svou polynomidlni funkct.

Dukaz. Jelikoz je ptifazeni F' — f zjevné homomorfismus okruhi, staci se zabyvat piipadem,
kdy f =0 a dokazat, ze pak i F' = 0. Pisme F € k[z1,...,zn_1][zs] Ve tvaru

F =Gz, + -+ Gz, + Go,

kde G; € k[z1,...,z,_1]. Podle pfedpokladu m4a polynom F'(pi,...,pn—1,—) € k[x,], vznikly

dosazenim za proménné z1,...,z,_1, nulové hodnoty a je tedy nulovy, tj. Gi(p1,...,pp—1) =
0. Indukci pak musi platit G; =0 a tedy i F' = 0. O
Dasledek 3.2. Pro kazdy polynom F € Kk[x1,...,xz,] stupné r existuji souradnice tak, Ze

koeficient u x, je nenulovy.

Dukaz. Piseme-li F = G, + lot, kde G, je homogenni stupné r a “lot” znaé¢i ¢leny nizsiho
stupné, pak staci volit soufadnice tak, aby G,(0,...,0,1) # 0; to lze, protoze polynomialni
funkce zadana G, je nenulova. O

Aplikaci na soucin F' = F} - - - F}, 1ze najit soutfadnice tak, ze koeficient kazdého F; u x,%,
je nenulovy, kde r; = deg F;. Vhodnou volbou linearniho F; lze navic nékteré sméry osy x,
zakazat, konkrétné ty z ker Fj.

Véta 3.3 (Bezoutova véta, prvni verze). Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Pokud f,
g nemagi spolecny faktor, maji rovnice f(x,y) = 0 a g(x,y) = 0 mazimdlné deg f - degg
spoleénych resent.

Diikaz. Jiz vime, Ze je téchto spoleénych feseni pouze koneéné mnoho. Zvolme souradnou
soustavu tak, aby zadné dva z téchto prusecikii nemély stejnou x-ovou soutadnici, a zaroven
aby oba f, g jako polynomy v proménné y byly stupnu r = deg f, s = deg g, tj. aby obsaho-
valy 4", ¥® s nenulovym koeficientem — to l1ze diky pfedchozimu disledku a jeho nasledného
zobecnéni. Potom tyto souradnice musi byt koteny rezultanty Res(f, g;y) € k[z]. Zabyvejme
se nyni stupném tohoto polynomu. Zjevné na pozici (i, j) piislusné matice je polynom stupné
maximalné ¢ — j v piipadé j < s a stupné maximalné ¢ — j + s v ptipadé j > s. Protoze druha
moznost nastava pravé pro r voleb j, dostdvame pro kazdou permutaci i = o(j) stupen
odpovidajiciho ¢lenu determinantu maximélné

S el) =)+ D (0(G) —i+s)=rs.
Jj<s j>s

Zaroven je rezultanta nenulova, protoze f, g nemaji spoletny faktor, a proto mize mit ma-
ximdlné rs kofenu. O
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Ptesnéjsi tvrzeni Bezoutovy véty bude nasim hlavnim cilem v této prednasce, konkrétné
tvrzeni, ze v jistém smyslu je téchto prusecikt presné deg f - deg g. Upfesnéni Bezoutovy véty
je ve své podstaté podobné tvrzeni, ze kazdy polynom z k[x| stupné d ma pravé d korenu.
Prvné je potieba prejit k projektivnimu rozsiteni, ve kterém se vyskytuji nékteré pruseciky,
které bychom jinak vynechali (napiiklad y = 0, y — 1 = 0 m4a spole¢né feseni v nekoneénu ve
sméru spoleéném témto primkdm) — na drovni polynomu to odpovidé piipadu, kdy koeficient
u 2% je nulovy a pifslusnému “kofenu z = oo”. Za druhé je potfeba vzit v tivahu nésobnost
prusec¢iku (na drovni polynomu néasobnost kofenu).

4. Lokalizace

Definice 4.1. Lokdlni okruh je okruh (komutativni s jednickou) s jedinym maximalnim
idedlem.

Véta 4.2. Necht A je okruh a I C A vlastni idedl. Potom I je jedinyg mazimdlni idedl A,
pravé kdyz A~ I obsahuje pouze jednotky.

Dikaz. Implikace = je zfejmd — kazdd nejednotka a € A ~ I generuje idedl (a), ktery je
obsazem v né&jakém maximalnim idedlu m # I.

Naopak, nechf A \ I obsahuje pouze jednotky. Potom I je zfejmé maximdlni (pfidanim
libovolného prvku dostaneme A) a také kazdy vlastni idedl J C A lezi v I. O

Definice 4.3. Necht A je okruh a S C A multiplikativnid podmnoZina, tj. podmnozina spliiujici
1eS;z,ye S =axycS. Definuyjme na A x S relaci

(a1,s1) ~ (az2,s2) < ds€S5: (a1s2 —azs1)s = 0.

Piislusny rozklad budeme znacit S~! A, ifkdme mu lokalizace okruhu A vzhledem k podmnoziné
S, a jeho tiidy znatime [a,s] = ¢. Na S~ A lze zavést strukturu okruhu

al n az  a182+ a8 ar az  aia

51 52 5182 51 s2  s182
Zobrazeni \: A — S7'A, a 1 je homomorfismus okruhi.

Lokalizace mé nasledujici univerzalni vlastnost. Ta tiké, Ze se jedna o univerzalni okruh,
kde v8echny prvky s € S maji inverzi.

Véta 4.4. Necht p: A — B je homomorfismus okruhi takovy, Ze p(s) € B je jednotka pro
kazdé s € S. Potom existuje jeding homomorfismus okruhi p: S™'A — B takovyj, Ze p = pA.

A—" .B

P
)\l e
/ p
S—tA
Diikaz. Protoze ¢ = A(a)A(s)™!, jsme nuceni polozit p(%) = p(a)p(s)~'. Ukdzeme, ze je
zobrazeni dobie definované; to, Ze se jednd o homomorfismus okruht, se ukéze podobné.
Necht tedy Sh= 3, t]. existuje s € S takové, ze (a182 — ags1)s = 0. Proto také
(p(ar)p(s2) — plaz)p(s1))p(s) = 0.
Vzhledem k tomu, ze p(s) je jednotka, je také p(aq)p(s2) — p(az)p(s1) = 0, z ¢ehoz jednoduse
plyne p(a1)p(s1)~" = plaz)p(s2)~". O
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Specialnimi pfipady jsou

e S ={l,a,a?, ...}, potom S~'A vznikne z A piiddnim inverze k prvku a, znaéime jej
Ala™Y.

o S=A~p, kde p C A je prvoidedl. Potom S je vskutku multiplikativni a S~'A znaéime
Ay — je to lokalizace A v prvoidedlu p.

e Zejména, pokud je A obor integrity, pak 0 je prvoidedl a Ay je podilové téleso okruhu A.
DU 1. Dokaite nasledujici izomorfismy:

o Ala~Y) 2 Alt]/(at — 1),

o (A/I)[t] = A[t]/J a popiste ideél J,

o A/(I+J)=(A/I)/J" a popiste idedl J' ve stylu “je to v zdsadé J, jenom...”.
Veéta 4.5. Lokalizace v prvoidedlu p je lokdini okruh.

Diikaz. Jednoduse se vidi, ze doplnék idedlu m = {% [ a € p, s ¢ p} se sklddd z jednotek. [
Definice 4.6. Necht A je okruh. Potom A-modul je komutativni grupa M spoleéné s operaci
MxA—M, (xr,a)— za

spliiujici axiomy vektorového prostoru, tj.
xl =z, (xa)b = x(ab)
z(a+b) = xa + zb, (x 4+ y)a = za + ya.
Dulezitym piikladem je ideal — ten je uzavieny na s¢itani a nasobeni prvky okruhu.

Véta 4.7 (Nakayamovo lemma). Necht A je lokdlni okruh s mazimdlnim idedlem m. Necht
N je konecéné generovany A-modul takovy, Ze Nm = N. Potom N = 0.

Diikaz. Necht x1,...,x, generuji N. Pisme
Tj =T1015 + -+ Tplpj

pro vhodnd a;; € m. Pfevedenim na levou stranu dostaneme (z1,...,z,)(E — M) = 0, kde
M je matice slozend z prvku a;;. Vyndsobenim adjungovanou matici dostaneme

(x1,...,zy) det(E — M) =0,

tedy xjdet(E — M) = 0. Nésobeni prvkem det(E — M) tedy zadava na N nulové zobrazeni.
Piitom det(E — M) € 1 + m a jednd se tedy o jednotku (nelezi v m). Proto N = 0. O

5. Noetherovské okruhy

Definice 5.1. Necht A je okruh. Rekneme, ze A-modul M je Noetherovsky, jestlize spliuje
podminku rostoucich tetézcu pro podmoduly, tj. jestlize neexistuje ostie rostouci posloupnost

podmoduli M. Specidlné fekneme, ze A je Noetherovsky, jeslize je Noetherovsky jako A-
modul, tj. jestlize je splnéna podminka rostoucich fetézcu pro idedly v A.
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Véta 5.2. A-modul M je Noetherovsky, pravé kdyz je kazdy jeho podmodul koneéné genero-
vany.

Dukaz. Predpokladejme, ze M je Noetherovsky, ale L C M neni kone¢né generovany. Defi-
nujme induktivné posloupnost ostie rostouci posloupnost koneéné generovanych podmoduli
L, C L takto: Ly = 0; v indukénim kroku L,, # L, protoze jinak by byl L kone¢né generovany
a polozime L1 = Ly + (xp41), kde 41 € L\ Ly,

Predpoklddejme nyni naopak, ze kazdy podmodul M je konecné generovany a My C M; C
-+« je posloupnost podmoduliu M. Potom M., = U, M, je také podmodul, necht je generovany
My = (z1,...,x1), piicemz x1,. ..,z € My. Potom M,, = M,4+1 =---. O
Véta 5.3. Necht 0 — M’ % M 2 M" — 0 je krdtkd exaktni posloupnost A-modulii. Potom
M je Noetherovsky, prdvé kdyz jsou Noetherovské M' a M".

Diikaz. Pokud je M Noetherovsky, pak svazy podmodulu M’ a M"” = M /M’ jsou podsvazy
svazu podmoduli M a neobsahuji tedy nekoneény rostouci fetézec.

Necht naopak M’, M" jsou Noetherovské a necht My C M; C --- je posloupnost podmo-
dulti. Potom M}, = a~!(M,) je konstantni pro n > 0 a stejné tak M/ = 3(M,). Potom ale
musi byt konstantni i M,: je-li x € My,11, pak f(x) € M), = M a tedy B(x) = B(y) pro
néjaké y € M,. Analogicky, x — y = «(z) pro né&jaké z € M), a proto z = y + a(z) € M,.
(Alternativné: inkluze M, — M, 1 je rozsifenim inkluzi M), — M), , a M — M), které
jsou pro n > 0 izomorfismy, a podle 5-lemmatu je izomorfismus i inkluze M,, — My,1, tj.
My, = My.1.) [

Diikaz. Nechf naopak M’, M" jsou Noetherovské a nechf L C M je podmodul. Potom pro L' = a~1(L), L"” = B(L)
dostavdame kratkou exaktni posloupnost
0L —-L—L"—=0.

ProtoZe jsou oba L' C M’ a L' C M’ kone&né generované, je koneéné generovany i L.

Daisledek 5.4. Je-li A Noetherovsky okruh, pak kazZdy konecéné generovany modul M je No-
etherovsky.

Dukaz. Protoze lze soucet dvou modult vyjadiit pomoci kratké exaktni posloupnosti
0—=M - MaeM"— M -0,

je podle predpokladu a pfedchozi véty Noetherovsky kazdy konecné generovany volny modul
A™ a potom i kazdy jeho kvocient. To jsou piesné koneéné generované A-moduly. O

V nasledujici definici je podstatny predpoklad komutativity.

Definice 5.5. A-algebrou budeme rozumét homomorfismus okruhit p: A — B, ve vSech
nasich piipadech se bude jednat o inkluzi podokruhu a bude tedy B nadokruhem A.

Piiklad 5.6. Alxy,...,x,] je A-algebra.

Protoze je B kanonickym zpusobem B-modulem, muzeme jej zuzenim skaldri podél
p povazovat také za A-modul. Alternativné muzeme A-algebru definovat jako A-modul B
spoleéné s A-bilinedrnim zobrazenim B x B — B (ndsobenim), které, spoleéné se s¢itdnim,
déla z B okruh.
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Definice 5.7. Rekneme, ze A-algebra B je konecné generovand, jestlize existuji by, ..., b, €
B, které generuji B jako A-algebru, tj. pomoci s¢itani, ndsobeni a ndsobeni skalary z A.
Budeme psat B = A[by, ..., by].

Rekneme, ze A-algebra B je konecnd, jestlize je B koneéné generovany A-modul (tj. existujf
bi,...,b, € B, které generuji B pomoci s¢itdni a nasobeni skaldry z B). Budeme psit B =
A{by, ... by}

Podotknéme, ze koneéna generovanost je ekvivalentni existenci surjektivniho homomor-
fismus A-algeber A[zy,...,2z,] — B (ten posild x; na b; a tyto generuji B; je to proto, ze
Alzq,...,zy,] je volnd A-algebra na generatorech x1,...,x,). Pro koneénou A-algebru exis-
tuje surjektivni homomorfismus A-modulu A{z1,...,z,} — B.

Véta 5.8. Necht A je Noetherovskyj okruh a B koneénd A-algebra. Pak B je také Noetherovsky
okruh.

Dukaz. Podle dusledku je B Noetherovsky A-modul, tedy kazdy A-podmodul B je koneéné
generovany jako A-modul. Tim spis je kazdy jeho idedl (tj. B-podmodul = A-podmodul)
koeéné generovany jako idedl (tj. B-modul). O

Piiklad 5.9. Okruh Z je Noetherovsky. Proto také Z[i] = {a+bi | a,b € Z} je Noetherovsky.

Véta 5.10. Necht A je Noetherovsky okruh, S C A multiplikativni podmnoZina. Potom také
lokalizace S~'A je Noetherovskij okruh.

Diikaz. Pfipomeinme kanonické zobrazeni A: A — S~1A. Necht I C S71A je ideél a uvazme
ideal

AN ={a€A|Na)=2€I}CA
Necht A~H(I) = (a1, ..., a). Potom I = (X(a1),...,A(ag)), nebot pro ¢ € I plati

g:blaﬁm%—bk”ak:b—l)\(a1)+---+b—k)\(ak). O
S S S S

Véta 5.11 (Hilbertova véta o bazi). Je-li A Noetherovsky okruh, pak také Alz] je Noetherovsksy
okruh.

Diikaz. Necht I C A[z] je ideél. Definujme idedl
J={a€A|Ipel:p=az"+]lot},

tj. idedl vedoucich koeficienti polynomu z I. Necht J = (aq, ..., ax) a zvolme polynomy p; € T
s vedoucim koeficientem a;, muzeme piredpoklddat, ze maji vSechny stupen r. Mnozina A, [z]
polynomu stupné mensiho nez r je konetné generovany A-modul, a proto Noetherovsky. Pisme
Aoz NI = A{q,...,q}. Potom je I = (p1,...,pk,q1,.-.,q): protoze kazdy p € I stupné
mensiho nez r lezi v (qi,...,q), uvazme p € I stupné alespon r. Potom p = az® + lot, kde
a € J. Proto

p=(bia; + -+ bgag)x® +lot = byx® "p1 + -+ - + bpx® "py + lot,

kde prvnich k ¢lent lezi v (p1,. .., pr) a zbytek je mensiho stupné a lezi v (p1, ..., Pk, q1,---, Q)
podle indukéniho predpokladu. O

11
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Dusledek 5.12. Necht A je Noetherovskyj okruh. Pokud je B konecné generovand A-algebra,
je také B Noetherovsky okruh.

Dikaz. Plati B = Alxy,...,zy,]/I. Pritom Alzy,...,x,] je Noetherovsky podle piedchozi

véty a proto i jeho kvocient B: svaz idedlu v A[zy,...,x,]/I je podsvazem svazu idedlu v
Alxy, ..., xp). O
Hilbertova véta o bazi ddva nadéji, ze bychom s ideédly v okruhu polynomu k[z1, ..., z,]

mohli efektivné pocitat — muzeme totiz kazdy takovy idedl popsat koneénym mnozstvim dat,
totiz jeho generatory. Otazkou samoziejmé zustava, jak napiiklad efektivné rozhodnout, zda
x €I, I=J,spocitat INJ, atd. Ke véem témto 1iceliim se standardné pouzivaji Grobnerovy
béze. Grobnerova béze obecné zavisi na zvoleném uspofadéni monomu v k[z1,. .., z,] a ruzna
usporadéani se hodi k ruznym ucelim. My se spokojime s tzv. lexikografickym uspotraddnim:

=z, > mlﬁl-~xn'8" zznﬂ,
pravé kdyz pro néjaké ¢ > 1 plati oy = b1, ..., ;1 = Bi—1,a; > (5. Vzhledem k tomu, ze se
jednd o linedrni uspoirddéani, muzeme hovofit o vedoucim ¢lenu polynomu f € k[z1,...,z,):
kdyz
f=aqx™ + Z agmﬁ = a,x® + lot
B<a

S aq # 0, hovorime o LC f = a, jako o vedoucim koeficientu, o LM f = x® jako o vedoucim
monomu a o LT f = a,x® jako o vedoucim c¢lenu.

Necht I C Kk[z1,...,z,] je idedl. Definujme LTI = (LM f | f € I), idedl generovany
vedoucimi monomy polynomu z I. Zjevné se LT I skldda pravé ze vSech polynomu, jejichz
kazdy ¢len je vedoucim ¢lenem néjakého polynomu z 1.

Véta 5.13. Necht I CKk[z1,...,x,] jeidedlagr,...,gx € I. JestlizZe LTT = (LM gy, ..., LM gy),
tak I =(g1,...,9x). MnoZina proki gi,...,gr € I s touto vlastnosti vidy existuje a nazjvd se
Grobnerova béaze.

Dukaz. Predpoklddejme sporem, ze f € I\ (g1, ..., gr) ma nejmensi mozny vedouci monom.
Protoze LM f € LT I a jedné se o monom, musi byt LM f = 2“ LM g;. Potom

LCf
_ %0
f LC g; Ji
lez{ také v I~ (g1, ..., 9x) @ md mensi vedouci monom, nebot se vedouci ¢leny vyrusi. To je

spor s minimalitou.
Necht LTI = (h1,...,h), potom kazdy ¢len h; je vedoucim ¢lenem néjakého polynomu
g; € I. Uvazenim vSech takovych g; dostaneme Grébnerovu bazi. O

Pomoci Grobnerovy baze lze jednoduSe testovat prislusnost f € I: prvné ovérime, jestli
LM f € LTI, tj. jestli je délitelny néjakym LM g;. Pokud ne, dostavdme f ¢ I. Pokud
LM f = 2* LM g;, nahradime f polynomem

B LCf
LCy;

(07

T g;

f

a pokracCujeme s testovanim.
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Pozndmka. Rekneme, ze Grobnerova béaze idedlu I je redukovand, jestlize jsou vsechny g;
normované a LM g; nedéli zadny clen g; (je to analogie redukovaného schodovitého tvaru
matice, ktery je zaroven specidlnim piipadem).

Plati, ze kazdy idedl ma jedinou redukovanou Groébnerovu bézi (nebudeme to dokazovat).
V dalsim si vysvétlime, jak lze takovou bazi spocitat. Potom lze jednoduse testovat rovnost
dvou idedlu zadanych pomoci generatorii — spocitime redukované Grobnerovy baze a tyto
porovname.

5.1. Buchbergeruv algoritmus

Algoritmus na hleddni Grébnerovy baze I = (fi,...,f;) probihd v krocich takto: prvné
spocitame pro f;, f; tzv. S-polynom S(fi, f;) tak, ze ur¢ime nejmensi spolecny nasobek z*
monomu LM f;, LM f; a polozime

« «

T

T LTS,

T

LT

S(fi, f7) fi -

Poté tento polynom zredukujeme pomoci f1,..., f; tak, Zze postupné ode¢itdme vhodné nasobky
fx, abychom vzdy presné zrusili vedouci ¢len. Pokud dostaneme nenulovy polynom, jehoz ve-
douci ¢len jiz nyni neni délitelny zaddnym z fi, pfiddme jej k mnoziné generatoru, takze se
[ zvétsi o jedna a zvétSeny systém polynomu samoziejmé také generuje I (pridany poly-
nom muze zaviset na redukci, kterd neni jednoznacnd, protoze neni jasné nasobek kterého z
fr mdme odecitat). Protoze v kazdém kroku se zvétsuje (LM fi1,..., LM fi) a k[z1,...,xy)
je Noetherovsky, dospéjeme po koneéném poctu kroku do situace, kdy redukce vsech S-
polynomi jsou jiz nulové. Potom je naSe mnoZina generatori Grobnerovou bdzi: necht f €

I=1(f1,...,fi), takze f = p1f1 + -+ pi fi, a pfedpoklddejme, ze v tomto vyjadieni f je
max{LM(p;fi) [i=1,...,1}

nejmensi mozné; vyberme index, pro ktery nastava maximum a oznac¢me jej ¢g. Nastavaji dvé
moznosti:
e vedouci ¢leny se nevyrusi, tj. LM f = LM(p;, fi,); pak LM f € (LM f1,...,LM f;);

e vedouci ¢leny se vyrusi; pak lze pro indexy i # ig s LM(p; f;) maximalnim psét

LC(pi fi)
o 0 G(f f lot
pifi Lc(piofio)pzoflo q; (fzafzo) +
(S-polynom se ziskal jako nejmensi kombinace, ve které se rusi vedouci ¢leny — ty od-
povidaji vedoucim ¢lentm p; a p;,, ¢leny v “lot” odpovidaji nevedoucim ¢lenum p; a p;, ).
Podle konstrukce pak lze kazdy S-polynom S(f;, fi,) nahradit kombinaci f; s mensimi
vedoucimi ¢leny, ¢leny v “lot” uz jsou tohoto tvaru; to ddva spor s minimalitou.

Piiklad 5.14. Spoctéte Grobnerovu bazi I = (fy, fo), kde fi = 23 — 2y, fo = 2%y + 2 — 242

Reseni. V prvnim kroku

S(f1, f2) = yfr —afo = =2 fz =a?

a zadnda redukce neni potieba. V dalsim kroku je redukce S(fi, fo) = — f3 nulovd, déle
S(f1,f3) = i —xfs = 2wy fa=uay
S(f2: f3) = f2—yfs =z — 2y° fo =z —2y°
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5. Noetherovské okruhy

a opét nejsou potieba zaddné redukce. Ve skutecnosti lze nyni zahodit fi, f2, protoze lezi v
(f3, fa, f5). Pocitejme tedy

S(fs, fa) =yfs—xf1=0
S(fs, f5) = fs —xfs =20y =0
S(faf5) = fa—yfs =2¢° fo=19

nyni je mozné vypustit fs = xf5 + 2yfs a f1 = yfs + 2fs. V poslednim kroku
S(fs, fo) =y’ fs —xfo = —2y° =
Proto (fs, fs) je redukovana Grobnerova béaze. o

Piiklad 5.15. Spoctéte Grobnerovu béazi I = (fi, f2, f3), kde fr = 22 +y?> + 22 — 1, fo =
2 —y+22 fs=x—2

Resent. Bude vyhodné pouzivat odeéitdni ndsobka f; jako redukce z2 = —y? — 22 4+ 1, 22

y— 2%, & = z, atd. V prvnim kroku dostaneme

S(fi.fo)=fi—fo=y"+y—1 fa=y?+y—1
S(fi,fs3)=f—afs=y*+22 —1+zz=9y*+27— 1 fo=y*+22 -1
S(fa, f3) = fo—xfs = —y+ 22 + 22 = —y + 227 fo =y — 227

V tomto kroku lze vypustit fi = fo + fa, fo = (x + 2) f3 — fa, fa = f5 + fo takze mame

S(fs, fs) =y fs—afs = —y’z — 222 + o = —y’2 - 22° +
=2 -2 +z2=-(1-2%)2-242=0
S(f3: fo) = yfs — afe = —yz + 222> = —yz +22°
=23 4+223 =
S(fs, fo) = f5 —yfe =22 — 1 +2y7225 424 + 222 -1 fr=2"4(1/2)22 —1/4
Opét lze zahodit f5 = (y + 222) f¢ + 4 f7, takze Grobnerova béze je (fs3, fo, f7)-

Jako aplikace lze nyni vyfesit soustavu rovnic f; = fo = f3 = 0. Ta je ekvivalentni soustaveé
f3 = fe = fr = 0 a stejné jako pro linedrni soustavy muzeme nyni fesit soustavu “odzadu”:

vyfeSenim rovnice f; = 0 dostaneme z = 7”71;\/5 Dosazenim do fg = 0 pak dostaneme
y =222 = —24 2/5 a dosazenim do f3 = 0 konetné z = z = %\/5 o

Piiklad 5.16. Spoctéte Grobnerovu béazi I = (f1, f2), kde f1 = 22—y, fo = 22+ (y—1)2 1.

Reseni. V prvnim kroku

S(fi,f2)=fi—fo=—v+y fs=y"—y

a zadna redukce neni potieba. V dalsim kroku lze vynechat fo = f; — f3, déle

S(fo, f3) =y’ fo— 2 fs=2y+y' -2 =y’ +y' —2° =0
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6. Afinni variety

(libovolnd mocnina y*, k > 1 se redukuje na y jen s pomoci f3) a redukovani Grobnerova
béze je (f1, f3)-

V dalsfm textu nam bude jasné, ze k[x, y]/I nebo jesté 1épe k[z,y]/v/I souvisi s nulovou
mnozinou f; = 0, fo = 0. Ta sestava za tif bodi [0, 0], [-1, 1], [1, 1] a proto dim k[z, y] /v/T = 3.
Piitom dimk[z,y]/I = 4, protoze bod [0,0] je bran ,dvakrat“, konkrétné z(y — 1) ¢ I, ale
pritom (2(y — 1))? € I, tedy x(y — 1) € VI ~ I (funkce 2(y — 1) je nulové na vyse uvedené
trojici bodu, ale nikoliv do dostate¢ného radu). o

Lemma 5.17. Jsou-li LM(f), LM(g) nesoudélné, pak lze S(f,g) redukovat pomoci f, g na
nulu.

Dukaz. Pro jednoduchost predpokladejme, ze jsou f, g normované. Podle predpokladu plati
S(f,g9) = LM(g)f — LM(f)g a v kazdém okamziku budeme odecitat ndsobek tvaru tf, kde
t je ¢len g, nebo pricitat ndsobek tvaru sg, kde s je ¢len f tak, ze se nakonec S-polynom
zredukuje na gf — fg = 0 (pointa je, ze kazdy ¢len st se vyskytuje jednou se znaménkem plus
a jednou minus, piicemz vedoucim ¢lenem v libovolném okamziku muze byt pouze pokud s
je vedoucim v f nebo t v g). O

DU 2. Pomocf Grobnerovy baze vyfeste soustavu polynomidlnich rovnic

P2 ry+z=1
4y’ +z=1
r+y+22=1

6. Afinni variety

Odted’ budeme piedpoklddat, ze k je algebraicky uzaviené téleso.

Definice 6.1. Afinni varieta (pfesnéji afinni uzaviend mnozina) je mnozina Feseni soustavy
algebraickych rovnic
fs(x1,...,2n) =0, s€S,

kde S C k[z1,...,xy] je libovolnd podmnozina. Budeme ji znacit
V(S)={x € A" |Vse S: fs(x) =0}.

Jinymi slovy, V(S) je mnozina bodu, kde se nuluji véechny polynomy z S. Pfimo z definice
lze jednoduse odvodit, ze pro idedl I = (S) generovany mnozinou S plati

V(I) =V(S)

a lze tedy kazdou afinni varietu psat ve tvaru V(I), kde I je idedl. Protoze je kazdy ideal
kone¢né generovany, I = (fi,..., fx), plati také V(I) = V(f1,..., fr) a kazdou afinni varietu
Ize tedy ve skuteénosti zadat koneénym systémem polynomialnich rovnic.

7 teorie nadkvadrik vime, ze kazda nadkvadrika ur¢uje svou rovnici jednoznaéné az na
nasobek. Pro afinni variety mame nésledujici jednoduchy postup jak z podmnoziny X C A"
vyrobit idedl (neni to vSak pfimé analogie situace pro nadkvadriky):

I(X)={f €kl[z1,...,zn) | Vx € X: f(z) =0}.
Je jednoduché ovérit, ze se jednd vskutku o idedl, konkrétné o idedl vSech polynomidlnich

funkci, které se nuluji na X.
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6. Afinni variety

Lemma 6.2. Zobrazeni V a I maji ndsledujici vlastnosti

e 0bé 'V a I prevraci uspordaddni, tj.
SCT = V(S)2>V(T), XCY = I(X)DI(Y),

o plati ndsledujici ekvivalence X C V(S) & S C I(X),

o plati S C IV (S) a rovnost nastdvd pravé kdyz S je idedl tvaru I(X).

e plati X CVI(X) a rovnost nastdvd prave kdyz X je afinnd varieta,
Dukaz. Prvni bod je trividlni. V druhého bodé jsou obé strany ekvivalentni podmince (Vf €
S)(Vx € X)f(x) = 0. Pro tfeti bod zaénéme s V(S) C V(S) a podle druhého bodu tak
S C IV(S). Pokud nastédva rovnost, je S ziejmé tvaru I(X) pro X = V(S5). Pokud naopak

S = I(X), muzeme pouzit druhy bod v opaéném sméru a dostat X C V(S) a aplikaci I poté
S = I(X) D IV(S); opacnou inkluzi jsme jiz dokézali. Ctvrty bod je obdobny tietfmu. [

Ptredchozi lemma zejména ika, ze V a I jsou inverzni na idedlech tvaru I(X) a afinnich
varietach. Dostavame tak:

Véta 6.3. Zobrazeni V' zaddvd bijekci mezi idedly tvaru I(X) a afinnimi varietams. Ol

Tato véta bude nasim hlavnim néstrojem pro prechod mezi algebrou (ideély tvaru I(X))
a geometrii (afinnimi varietami). Nasim dal3im cilem bude podrobnéji popsat idedly tvaru
I(X). Podle ptedchoziho to jsou pravé ty ideédly J, pro které plati IV (J) = J. O néco
obecnéji popiseme idedl IV (J) pomoci ideédlu J.

Definice 6.4. Radikdl v/J idedlu J C A je definovan jako
VIi={feA|3k: fFer}

Idedl J se nazyvé radikdlovy, jestlize J = \/J.

Priklad 6.5. Kazdy prvoidedl je radikalovy.

Cviceni 6.6. Dokazte, ze se vskutku jednd o idedl.

Piiklad 6.7. Necht g = glfl .- gk je rozklad g € k[zi,...,z,] na soucin ireducibilnich.
Potom je \/(g9) = (g1 - - gr). Plati totiz

e ffe(g) eV ghi | ffoviig|feoa gl f

diky ireducibilité g; a tomu, Ze jsou navzajem ruzné. Zejména +/(zF) = (z), /(22 +1) =
(2 4 1).

Pozndmka. Plati, ze radikal je také roven v/.J = ﬂJCp p, tj. primiku viech prvoideéli obsahujicich J: je-li f € v/J, pak
f € /P = p pro kazdy prvoidedl p O J a tedy lezi i v jejich pruniku; naopak, pro f ¢ V/J, vyuzijeme toho, ze ideal,
maximdalni mezi disjunktnimi s danou multiplikativni mnozinou S, je vzdy prvoidedl (to ukdzeme za chvili); staci pak
vzit multiplikativni mnozinu S = {1, f, f2,...} a Zornovo lemma d4 idedl p D J, maximalni disjunktni s S, ktery je
prvoidedl, a tedy f ¢ p a nelez{ tedy v pruniku.

Zbyvé dokdzat, ze pro idedl p, maximaln{ disjunktni s S, a f,g & p je také fg ¢ p. Diky maximalité musi p + (f) i
p+(g) protinat S, tedy S obsahuje prvek z p+(f) az p+(g) a tedy i jejich soucin, ktery patti do (p+(f))(p+(g9)) C p+(f9);
protoze vsak p NS = 0, musi byt fg ¢ p.

Véta 6.8 (Hilbertova véta o nuldch). Necht k je algebraicky uzaviené téleso.
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6. Afinni variety

e Mazximdlni idedly k[x1,...,x,] jsou v bijekci s body A™: bodu P = (p1,...,pn) € A"
odpovidd mp = (x1 — p1,...,Tn — Dn).

o V(J)=0, privé kdyz 1 € J, tj. J =K[x1,..., 2]
e Plati IV(J) = V/J.

Pozndmka. Druhy bod lze interpretovat jako uplnost néjakého logického systému: pokud
soustava {f(x) = 0 | f € S} nemd FeSeni, tak je to proto, ze z tohoto systému lze odvodit
spor 1 = 0 pomoci (jednoduchych) odvozovacich pravidel, tj. jako linedrni kombinaci zadanych
rovnic s polynomidlnimi koeficienty (1 = g1 f1 + --- + g, fr, kde f; € 5).

DU 3. Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Studujte vztah mezi nenulovymi kvadra-
tickymi polynomy f € k[z1,...,z,] a pFislusnymi afinnimi varietami V' (f) C A™; konkrétné
se zabyvejte tim, nakolik je zobrazeni f + V(f) injektivni. Dale provedte analogickou studii
pro kubické polynomy.

Dikaz provedeme v Sekci 8. Nyni ukdzeme, ze predchozi véta neplati pro k = R. Konkrétné
uvazme ideal J = (2% + 1) C R[z]. Protoze je 2% + 1 ireducibilni, je J maximdln{ a pfitom
nenf tvaru mp. Zarovei plati V(J) = 0 a také IV (J) = R[z] # J = V/J.

Disledek 6.9. Zobrazeni V a I zaddvaji bijekci mezi radikdlovymi idedly a afinnimi varie-
tama.

Diikaz. Zbyva ukézat, ze obraz I tvori pravé radikdlové idedly. Pfitom ale ideal J lezi v obraze
I, préave kdyz J = IV (J) = +/J diky Hilbertové véte. O

Pro néasledujici lemma pfipomeneme definici soucinu idedlu: pro idedly I, J definujeme
1J jako idedl generovany souciny gh, kde g € I, h € J. Protoze jsou zjevné takové souciny
uzaviené na nasobeni libovolnym prvkem okruhu, lze také psat

IJ={githi +-- +grhe | gi €1, hj € J}.

Lemma 6.10. Plati nasledujici vztahy

® Nper V(Jp) =V (2pep )

e V(HUV(J)=V({INJ)=V(IJ).
Dukaz. Prvni bod plyne z toho, ze Zpe p Jp je nejmens{ idedl obsahujici Upe p Jp, takze pravd
strana je zaroven V(Upe p Jp), tedy mnozina bodi, kde se nuluji vSechny polynomy ze vsech

Jp, coz je ale zaroven leva strana.
Plati I,J D INJ D IJ a aplikace V obraci usporadani, tedy

V(I),V(J)CV(INJ)C V().

Staci tedy overit V(IJ) C V(I)UV(J). Necht = € V(IJ), ale x ¢ V(I), z ¢ V(J). Potom
existuji g € I, h € J takové polynomy, ze g(x) # 0, h(xz) # 0. Proto také gh(xz) # 0, ale
gh € J, coz je spor s x € V(I.J). O

Diky predchozimu lemmatu na A" existuje topologie, jejiz uzaviené mnoziny jsou praveée
afinni variety. Nazyva se Zariského topologie.

Cviéeni 6.11. Popiste Zariského topologii na A! a dokazte, ze je T1, ale neni Ty (za chvili
uvidime, ze zadny afinni prostor neni Hausdorffuv).
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7. Ireducibilita

7. Ireducibilita

Definice 7.1. Neprazdny topologicky prostor V' se nazyva ireducibilni, jestlize nelze psat
jako sjednoceni V= V3 U Vy, kde V1 C V| Vo C V jsou vlastni uzaviené podmnoziny.

Ekvivalentné, prunik dvou otevienych neprazdnych podmnozin je neprazdny. Ekviva-
lentné, kazdd neprézdnd oteviend podmnozina je hustd (podmnozina je hustd, pravé kdyz
protind kazdou otevienou neprazdnou podmnozinu — to se vidi pfejitim k dopliiku u charak-
terizace “nelezi v zadné vlastni uzaviené”).

Lemma 7.2. Necht U CV je podprostor. Pokud je U oteviend neprdzdnd a V ireducibilni,
je v U ireducibilni. Pokud je U hustd podmnozina a U ireducibilng, pak je i V ireducibilni.
Zejména, pokud je U otevrend hustd, je U ireducibilni, prdvé kdyz je V' ireducibilni.

Diikaz. V prvnim sméru, necht W1, Ws C U jsou dvé oteviené neprazdné podmnoziny. Jelikoz
je V ireducibilni, maji neprazdny prunik. Ve druhém sméru, pokud jsou Wi, Wo C V dvé
oteviené neprazdné, pak U N W1,U N Wy C U jsou opét oteviené neprazdné (protoze je U
hustd), takze se protinaji. O

Piiklad 7.3. V(z122) je sjednocenim osy xj a osy x2, tj. V(xiza) = V(z2) UV (1) a tedy
nen{ ireducibilni (je reducibilni).

Véta 7.4. Necht V je afinni varieta. Potom V je ireducibilni, prdveé kdyz I1(V') je prvoidedl.

Diikaz. Necht V je ireducibilni. Piedpoklddejme, ze gi1go € I(V), ale g1,92 ¢ I(V). Potom
Vi=VnNV(g) SV apiitom UVa=VN(V(g1)UV(g2)) =V NV(g192) =V, nebot g1go
je nula na V, tj. V.C V(g192).

Necht naopak V = V; U V4 je sjednocenim vlastnich uzavienych podmnozin a zvolme
g1 € I(V1)NI(V), kterd je nula na Vj, ale nikoliv na V' (zobrazeni I je injektivni na varietdch,
takze I(V1) 2 I(V)). Analogicky, necht go € I(V,)\I(V). Potom g1g2 je nulana VUV, =V,
tedy gig2 € I(V), ale g1, 92 ¢ I(V). O

Piiklad 7.5. Afinn{ prostor A" je ireducibilni, protoze I(A™) = 0 je prvoidedl (nebot
k[z1,...,xy,] je obor integrity). Zejména neni A™ Hausdorffuv, protoze se kazdé dvé neprazdné
oteviené podmnoziny protinaji.

DU 4. Dokazte nésledujici tvrzen:

e Afinni varieta X je ireducibilni, pravé kdyz pro libovolné afinni variety Xy, Xs plati
XCXjUXy— (X CX;VXCXy).
e Idedl J je prvoidedl, pravé kdyz pro libovolné idedly Ji, Jo plati
J2OSiJo = (J 2D J1VJ2DJ).

e Pomoci ptedchozich dvou tvrzeni dokazte, ze X je ireducibilni, pravé kdyz I(X) je prvo-
idedl (neni k tomu potteba Hilbertova véta o nuldch, ale klidné ji pouzijte).

Definice 7.6. Topologicky prostor se nazyva Noetherovsky, jestlize neexistuje nekonecnd ostie
klesajici posloupnost
X12X02 -

uzavienych podmnozin.
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8. Diikaz Hilbertovy véty o nulach

Véta 7.7. Afinni prostor A™ se Zariského topologii je Noetherovsky topologicky prostor.

Drikaz. Ostie klesajici posloupnost afinnich variet by aplikaci I zaddvala ostie rostouci po-
sloupnost idedlu v k[z1, ..., x,] (na afinnich varietéch je I injektivni). O

Cviceni 7.8. Kazdy Noetherovsky topologicky prostor je kompaktni (algebraicti geometrové
fikaji kvazikompaktni, aby zduraznili, ze neni Hausdorffuv — nékdy se kompaktnim prostorem
totiz rozumi kompaktni Hausdorffuv).

Véta 7.9. KazZdou afinni varietu V- C A" lze napsat jako koneéné sjednoceni (rozklad)

ireducibilnich afinnich variet Vi, pricemz plati Vi € Vi pro i # j (Tikame, Ze je rozklad iredun-
dantni). Takovy rozklad je jednoznacény aZ na poradi a V; se nazyvagi ireducibilni komponenty
V.

Diikaz. Predpokladejme sporem, Zze V nelze napsat jako konecné sjednoceni ireducibilnich.
Pak zejména V nemuze byt prazdnd ani ireducibilni. Tedy V' = V4 U V] a opét jedna z Vi, V/
musi byt reducibilni. Bez Gjmy na obecnosti Vi = Vo U V4 a postupné dostdvame nekonecnou
ostfe klesajici posloupnost Vi 2 V4 D --- afinnich variet, coz je spor s Noetherovskosti A™.

=

Existuje tedy rozklad V na koneéné sjednoceni ireducibilnich a vynechdnim téch V; obsazenych
v néjakém Vj, j # i, se tento stane iredundantni.
Zbyvé dokdzat jednoznacnost. Necht tedy

ViUV, =V=Wu---UW,.

Potom V; = V,NV = Uj‘:1 ViNW; a diky ireducibilité V; musi pro néjaké j platit V; = V;NWj,
tj. Vi € W;j. Symetricky pak W; C Vi a diky iredundantnosti musi byt ¢ = ¢’ a nésledné
Vi=W;. O

8. Dikaz Hilbertovy véty o nulach

Je jednoduché ukdazat, ze mp je maximalni idedl — je to totiz pfesné jadro homomorfismu
k[z1,...,2n] = k, F = F(p1,...,pn). Substituce y; = x; — p; totiz da

F=F(p1,...,pn) + Z any”

oo >1
(jedna se o Tayloruv polynom v bodé P), kde suma lezi v mp.

Definice 8.1. Nechf B C A je podokruh. Rekneme, ze A je integrdlni nad B, jestlize kazdy
prvek A je kofenem normovaného polynomu s koeficienty z B.

Véta 8.2 (o Noetherovské normalizaci). Nechf A je koneéné generovand k-algebra. Existuje
podalgebra B C A izomorfni k[t1, ..., t,] takovd, Ze A je integrdlni nad B.

Veétu dokazeme pozdéji, nyni budeme sméfovat k donokéeni diukazu Hilbertovy véty o
nuldch. Budeme potiebovat jesté jednu pomocnou vétu.

Véta 8.3. Necht B C A je podokruh télesa A takovy, Ze A je integrdlni nad B. Potom B je
také téleso.
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8. Diikaz Hilbertovy véty o nulach

Diikaz. Necht b € B a necht b~ € A je kofenem

1

" + b1+ -+ bz + by.

Po vynasobeni b" ! a dosazeni b~! dostavdme rovnost
0=b"14by 14 +bb" 24+ bpd"?
se viemi ¢leny s vyjimkou b~! lezicimi v B. Proto také b~! € B. O

Zacnéme s ditkazem Hilbertovy véty o nuldch. Necht J je libovolny maximdln{ idedl. Potom
A =Kk[zq,...,zy,]/J je rozsiteni k, které je koneéné generované jako algebra, tj. A vznikne z
k pfiddnim kone¢né mnoha prvka a naslednym uzavienim na s¢éitani, nasobeni skaldry z k a
nasobeni (nikoliv déleni!).

V dusledku predchozich dvou vét je pak k[t1,...,t,] C A téleso, coz muze nastat pouze
pro r = 0. Proto je A konetné rozsiteni k a diky algebraické uzavienosti k je trividlni, tj.
slozeni

k Ck[zy,..., o, = Kk[z1,...,2,)/J = A

je izomorfismus. Proto je 7w(x;) = 7(p;) pro néjaké p; € k. To ale znamend x; — p; € kerm = J
a mp C J. Diky tomu, Ze je mp maximdélni, musi byt J = mp.

Druh3 ¢ast je elementarni: pokud je J vlastni ideal, pak je obsazen v néjakém maximalnim
idedlu mp a tedy {P} = V(mp) C V(J).

V tiet{ ¢asti je inkluze v/J C IV (J) zfejmé: pokud f* € J, pak se na V(J) nuluje f* a
tedy také f, tj. f € IV (J).

V opaéném sméru necht f € IV (J) a uvazme nésledujici afinni varietu v A" se souradnicemi
T1y..., Ty, Lt

V(J, ft—1) ={(z,t) e A" x Al |z € V(J), t =1/f(x)}.

Protoze je vsak f(x) = 0 na V(J), je tato varieta prazdna a podle druhé ¢asti Hilbertovy
véty musi byt 1 € (J, ft — 1) neboli
1L=gi(@)hi(z,t) + -+ gr(@)he (2, 1) + (f(2)t = 1)k(z,1)

s gi(x) € J. Po dosazeni t = 1/ f(z) a vyndsobenim vhodnou mocninou f(z) tak, abychom se
zbavili jmenovateli, dostaneme

F@)* = gi(@)hi(2) + - - + go(z)he(2) € J.
Pozndamka. Mame izomorfismy

k1, ..., 20, t]/(J, ft — 1) 2 (klzy, ..., 20, 8]/ (1)) /(ft — 1)
(klz1, ..ozl /[ )[E]/(F = 1)
= (k[z1, ... 2nl /)]

I

Tato lokalizace je podle Hilbertovy véty nulovd, 1 = 0, coz podle definice znamend f* =0 v
algebie k[z1,...,2,]/J, tj. f¥ € J v okruhu polynomi.

Zbyva tak dokazat vétu o Noetherovské normalizaci.
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9. Polynomialni funkce

Diikaz Véty 8.2. Dikaz se provede indukei vzhledem k poétu generdtortt A. Necht ay, ..., ay
generuji A. Tyto prvky pak zadavaji surjektivni homomorfismus k[z1, ..., z,] — A, posilajici
x; — a;. Pokud se jednd o izomorfismus, neni co dokazovat. Necht tedy f # 0 stupné r lez
v jeho jadie J. Diky Dusledku 3.2 muzeme po piipadné zméné soufadnic predpokldadat, ze
koeficient u x,] je nenulovy, feknéme rovny jedné, tj. v okruhu k[x1, ..., x,—1][z,] 1ze psat

f=x, + gr—1(z1,. .. ,xn_l)x;_l +-+go(xr,...,xn_1) € J

Oznacime-li B = kl[ay, ..., a,—1] podalgebru generovanou ay,...,a,_1, mdme A = Bla,] a ay,
je kofenem normovaného polynomu s koeficienty v B, je tedy A kone¢na B-algebra.

Protoze jsou ziejmé konecné algebry uzaviené na sklddani (C' C B, B C A kone¢né algebry,
pak také C' C A je konecnd), tvrzeni se dokdze indukei pomoci nésledujiciho lemmatu. O

Lemma 8.4. Necht B C A je konecné generovand algebra. Potom A je integrdlng, prdvé kdyz
je konecénd.

Diikaz. Smér = je zfejmy, nebot pro integrdlni B C A je
A= Blay,...,a;) = B{a]' - --al* | 0 < ji < 13},

kde 7; je stuper libovolného normovaného polynomu nad B s kofenem a; (lze totiz a;' vyjadrit
jako kombinaci mensich mocnin).

Pro smér < predpokladejme, ze A je koneény B-modul a a € A. Uvazujme na A =
B{ai,...,a,} zobrazeni dané ndsobenim a a pisme aja = Y ;| a;b;;. Maticové pak

(a1,...,an)(aE — M) = 0.
Vynéasobenim matici algebraickych dopliika k aE — M dostaneme
0= (a1,...,an)(aE — M)(aE — M)* = (a1,...,a,)det(aE — M)
a tedy a;det(aE — M) = 0. Protoze je vsak 1 € A také kombinaci a;, dostdavame také
det(aE — M) = Zaibi det(aEl — M) = 0.

Ve vysledku je pak a kofenem normovaného polynomu det(zFE — M) s koeficienty v B. ]

9. Polynomialni funkce

Korespondence mezi afinni varietami a idedly vypadd na prvni pohled uspokojivé, ale ve
skute¢nosti ndm vibec neodpovidé na klasifikaci afinnich variet, nebot jedna varieta muze
byt do afinniho prostoru vloZena riznymi zpusoby — napiiklad lze jisté tvrdit, ze vSechny
body afinniho prostoru jsou stejné, nezavisle na jejich soufadnicich, nicméné odpovidajici
idedly mp jsou ruzné. Prvné si uvédomme, Zze na otazku klasifikace variet, kterd by nebrala
v uvahu konkrétni vlozeni variety do afinniho prostoru, nelze odpovédét bez toho, abychom
prvné popsali izomorfismy variet — jinak nelze fict, kdy jsou dvé variety stejné. Je tedy nutné
popsat ta spravnd zobrazeni mezi varietami; izomorfismy pak budou ta, kterd budou navic
invertibilni.
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9. Polynomialni funkce

Definice 9.1. Nechf V' C A" je afinni varieta. Rekneme, Ze funkce f: V' — k je polynomidlns,
jestlize existuje polynom F' € k|[x1,...,x,] takovy, ze pro kazdy bod P = (p1,...,pn) € V

plati f(P) = F(p1,...,pn)-
Mnozina v8ech polynomidlnich funkeci spoleéné s operacemi s¢itani a nasobeni po hod-
notach tvoii tzv. souradnicovy okruh variety V'; znacime jej k[V].

V dalsim budeme pouzivat F(P) = F(p1,...,pn).

Zabyvejme se nyni zobrazenim k[xi,...,z,] — k[V], F — f. To je zfejmé surjektivni
homomorfismus okruhu, jehoz jadro se sestava pravé z polynomu majicich nulové hodnoty na
V, tj. toto jadro je pravé I(V). Lze tedy psat

k[V] = k[zi,...,z,]/I(V).
Piiklad 9.2. Plati k[A"] = k[z1,...,2,]/0 = k[z1,..., 2]
Definice 9.3. Okruh A se nazyva redukovany, jestlize pro x € A plati 2" =0 = =z = 0.

Lemma 9.4. Necht I C B je idedl. Potom kvocient B/I je redukovany, prdvé kdyz I je
radikdlovy (viz podobné charakterizace téles a obori integrity).

Diikaz. Podle definice je B/I redukovand, pravé kdyz (b+ )" = 0 = b+ I = 0, tj. pravé
kdyz b" € I = b € I, tedy kdyz T C I, tj. kdyz I je radikalovy. O

Dausledek 9.5. Souradnicovd algebra k[V| kaZdé afinni variety V je koneéné generovand
redukovand k-algebra.

Dukaz. Zjevné je k[V] generovand soutadnicovymi funkcemi xi,...,x,. Navic je I(V) ra-
dikalovy, takze je k[V] redukovand podle piedchoziho lemmatu. O
V opatném sméru necht nyni A je libovolnd konetné generovand redukovand k-algebra.
Zvolme generatory aq,...,a, € A a uvazme homomorfismus algeber
o klxy, ...,z = A, x> a;.

Ten je surjektivni a jeho jadrem je néjaky idedl J = ker ¢; ten je radikdlovy, protoze A =
k[z1,...,2,]/J je redukovand. Plati

K[V (J)] 2Kk[z1,...,2,)/IV () = k[z1, ..., 20 /VI =K[z1,...,2,]/] = A

a je tedy A izomorfni souradnicové algebfe afinni variety V(.J).

Nasim dalsim cilem bude ukdzat, ze existuje bijekce mezi afinnimi varietami a kone¢né
generovanymi redukovanymi algebrami, oboji brané az na izomorfismus. Stale nam ale chybi
fict, co to je izomorfismus afinnich variet.

Definice 9.6. Nechf V' C A", W C A™ jsou afinni variety a uvazZme na A" soufadnice
Z1,...,Tyn ana A" soufadnice y1, ..., yn. Rekneme, ze zobrazeni f: V — W je polynomidlni,
jestlize existuji polynomy Fi,..., Fy, € k[xy,...,z,] takové, Ze pro kazdy bod P € V plati

f(P):(Fl(P)vva(P))

Lemma 9.7. KazZdé polynomidlni zobrazeni je spojité v Zariského topologiich.
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9. Polynomialni funkce

Diikaz. Podle definice je kazdé polynomialni zobrazeni f: V — W zuzenim polynomidlniho
zobrazeni f: A" — A™ zadaného tymiz polynomy. Staci tedy ovérit spojitost polynomisalniho
zobrazeni mezi afinnimi prostory. Protoze je kazda uzaviend mnozina prunikem nadploch
V(g), staci ovérit, ze vzor nadplochy je uzavieny:

F7HV(9) ={PeA™ | f(P)eV(g)}={PeA™ | gf(P)=0}=V(gf),

kde slozeni gf je polynomiélni funkce zadand polynomem G(Fi,..., F,,), ktery ziskdme do-
sazenim polynomu F} € k[z1,...,z,] za kazdou proménnou y; vyskytujici se v G. O

Definice 9.8. Rekneme, ze V, W jsou izomorfni, jestlize existuji polynomidlni zobrazeni
i V=W, g: W =V takova, ze gf =1id, fg = id.

~

Piiklad 9.9. Parabola je izomorfni pifmce, V(zo — 2?) = A'. Konkrétni izomorfismus je
napiiklad
(z1,22) = z1, (t,t2) it
Kazdé polynomiélni zobrazeni f: V' — W definuje homomorfismus algeber f*: k[W] —
k[V], dany predpisem f*(g) = gf,

v w

N
N
g b

napitklad f*(g1 + g2) = (91 + g2)f = g1.f + g2f = [*(91) + [*(g2)-

Tvrzeni 9.10. Izomorfni variety maji izomorfni souradnicové algebry.

Dukaz. Vse plyne jednoduse z (f1f2)* = f5 f1, id* = id. O

Pi#iklad 9.11. Polynomidlni zobrazeni f: Al — C = V(23 —23), t — (¢2, %), je polynomidln{
bijekce, navic homeomorfismus, ale neni izomorfismus.

Zjevné je f polynomidlni a tedy spojité; navic se jednoduse vidi, Ze to je bijekce. Jelikoz
jsou v Al uzaviené pouze koneéné a celd Al, je navic f uzaviené. Podivejme se nyni na
indukované zobrazen{ f*: k[C] — k[t]. To posila z; na kompozici z;f = t* (prvn{ slozka
zobrazeni f) a f*(x2) = t3. Ve vysledku je tak obrazem podalgebra generovans t? a t3 a
neobsahuje tedy ¢. Proto neni f* izomorfismus a tedy ani f nemuze byt izomorfismus.

K tomu, abychom dokonéili dukaz korespondence mezi afinnimi varietami a konecné ge-
nerovanymi redukovanymi algebrami, budeme potfebovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.12. Necht ¢: k[W] — k[V] je homomorfismus k-algeber. Potom existuje jediné
polynomidini zobrazent f: V. — W takové, Ze ¢ = f*.

Diikaz. Necht V C A", W C A™ se soufadnicemi z;, y;. Pokud méd byt ¢ = f*, musi byt jeho
komponenty rovny f; = y;f = f*(y;) = ¢(y;). Polozme tedy f; = ¢(y;) a

=01,y fm): V—A™

Potiebujeme ukézat, Ze obraz f skuteéné lezi ve W. Necht tedy G € I(W) a pocitejme

gf=Gf = G(fla .. 7fm) = G(Qp(yl)a e 730(ym))7
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10. Soucin afinnich variet

tedy polynomidlni funkce vznikla dosazenim ¢(y;) za proménnou y; v polynomu G. Protoze
je v8ak ¢ homomorfismus (a G je vlastné term pro signaturu k-algeber), je toto rovno

©(G(y1,---,ym)) = w(g) =0,

nebot g € k[W] je nulovd funkce. Ve vysledku tak na obrazu im f plati g = 0 pro libovolny
polynom G € I(W) a proto im f C W. Zdroven ¢ = f*, protoze maji stejné hodnoty na
generdtorech y;. O

Zabyvejme se nyni podrobné vztahem afinnich variet a kone¢né generovanych reduko-
vanych algeber. Umime prifadit afinni varieté V' algebru k[V] a kone¢né generované redu-
kované algebte A varietu V' (J4), kde J4 je jadro libovolného pevné zvoleného surjektivniho
homomorfismu k[z1, ..., z,] — A. Jiz jsme ukézali, ze k[V (J4)] = A, zabyvejme se nyni vzta-
hem mezi varietami V' a V(Jipy1). Podle predchoziho vime, Ze majf izomorfni soufadnicové
algebry a podle tvrzeni jsou tedy izomorfni. Dostavame tak dva (kontravariantni) funktory

{afinni variety} == {konec¢né generované redukované algebry}

takové, ze obé slozeni jsou izomorfni identité — hovoiime o (kontravariantni) ekvivalenci ka-
tegorii. (Podle tvrzeni lze kazdému homomorfismu algeber ¢: A — B jednozna¢né priradit
polynomidlni zobrazeni V(Jz) — V(J4) tak, ze indukuje k[V (J4)] = A = B = k[V(Jp)].)
V dalsim budeme potiebovat Hilbertovu vétu o nuldch pro k[X]. Pro idedl J C k[X]
definujme
VX)) ={ze X |VfeJ: f(x)=0}

a pro podmnozinu Y C X definujeme
I(Y)={f €ek[X]|Vz € Y: f(z) = 0}.

Véta 9.13 (Hilbertova véta o nuldch v X). Plati IX(VX(J)) = V/J, zejména VX(J) = 0,
pravé kdyz 1 € J a maximdlng idedly odpovidaji presné bodum.

Diikaz. Pokud realizujeme k[X] jako k[z1,...,xn]/I(X), pak mame J = J/I(X), kde J C
k[z1,...,T,] je idedl obsahujici I(X) a plati VX(J) = V(J) a také IX(Y) = I(Y)/I(X). Tim

se véta prevede na klasickou Hilbertovu vétu o nuldch, nebot ziejme v/.J = Vi JI(X). O

10. Soucin afinnich variet

Véta 10.1. Nechf V.C A" a W C A™ jsou afinni variety. Potom také V x W C A™ x A™ =
A"MT™ je afinni varieta.

Dikaz. Necht V=V (f1,...,fr)aW =V (g1,...,9s), kde polynomy f; piSeme v proménnych
x; a polynomy g; v proménnych y;. Timto zpusobem je lze interpretovat jako

f17"'7f7‘7gla”'7g5 ek[x17"'axn7y17”'7ym]
a potom zjevné plati V.x W =V (f1,..., fryg1,---,9s)- O

Projekce w: V- x W — W je zfejmé polynomialni, tedy i spojita. V dalsim se nam bude
hodit nésledujici véta, kterd neplyne z pifslusného tvrzeni v topologii, nebot soucin V- x W
nemd soucinovou topologii (mé vic otevienych mnozin).
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10. Soucin afinnich variet

Véta 10.2. Projekce m: X XY — Y je otevrrend.

Diikaz. Necht je U C X x Y bdzova oteviend mnozina, tedy doplnék U = (X x Y) \ V(g)
nulové mnoziny néjakého polynomu g = g(z,y) (zde x znaci systém proménnych x;, podobné
y). Potom x € X nelezi v n(U) préavé kdyz g(x,—) je nulovy na celém Y, tj. g(z,—) € I(Y).
To je ale systém linedrnich podminek na koeficienty g(z,—) € Kly1,...,Ym], které zavisi
polynomidlné na x1,...,Ty,. O

Véta 10.3. Pokud jsou obé V., W ireducibilni, je také V- x W ireducibilni.

Diikaz. Necht V x W = Z; U Z5. Potom
Wi =W~rn(VxW)\Z;)CW

jsou uzavirené mnoziny, pricemz diky ireducibilitée V x {Q} = V lezi kazdé V x {@Q} v néjakém
Zi, a proto také @ lezi v prislusném W;. Protoze bylo @ libovolné, mame W = W; UW,. Diky
ireducibilitée W pak W = W; pro néjaké ¢ a nasledné V x W = Z,. ]
Diikaz. Necht V- x W = Z1 U Z3. Necht Q € W a uvazujme podvarietu V x {Q} = V, kterd je podle predpokladu

ireducibilni. Musi tedy byt V x {Q} C Z; pro ngjaké i. Uvazme nyni mnozinu W; = {Q € W | V x {Q} C Z;} a
dokéazeme, ze je uzaviena. Protoze je W = W1 U Wa, musi pak byt W = W, pro néjaké ¢ a potom V x W = Z;. Plati

Wi = () prw(({P} x W) N Zy),
PeVv

pricemz kazdd ({P} x W) N Z; je uzaviend a projekce pryy: {P} X W — W je izomorfismus, takze i obraz je uzavieny.

Zabyvejme se nyni obrazem polynomidlniho zobrazeni. Uvidime, Ze se obecné nejedna
o afinni varietu, nicméné budeme celkem snadno schopni tento obraz popsat. V prvni fazi
problém pievedeme na problém vypoctu obrazu pii linearni projekci. Je-li totiz zobrazeni
f:V — W polynomidlni{, muzeme uvézit jeho graf I'y C A"t a obraz f je pak stejny jako
obraz I'; pfi projekci na poslednich m soufadnic. Pfitom graf I'; je afinni varieta, I'y =
V(I(V),y; = fi(x))-

Piiklad 10.4. Popiste obraz zobrazeni f: Al — A2 f(t) = (t2 — 1,3 —t).

Reseni. Graf ry= V(t2—1—z,t3—t—y). Piitom tyto polynomy v proménné ¢ maji spoleéné
fegeni, pravé kdyz Res(t? — 1 — x,t3 —t — y;t) = 0. Vypoétéme nyni tento rezultant

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
det | -1 —=x 0 1 -1 0 | =¢?—a?—23
0 —-1—-z 0 -y —1
0 0 —-1-2 0 —y
Plati tedy im f = V(y? — 2? — 23). o

Stejnym postupem lze ukézat, Ze obraz libovolného polynomialniho zobrazeni f: A! — A?
je afinni varieta V (Res(f1(t) — x1, fa(t) — z2;t)). Casem toto tvrzeni zobecnime na zobrazeni
f: Al — A™,

Véta 10.5. Necht je V. C A™™ je afinnd varieta. Potom pro jeji obraz p¥i projekci m: AmT™ —
A™ plati I(m(V')) = I(V) NKk[y1, .-, Ym]-
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10. Soucin afinnich variet

Dukaz. Tvrzeni je jasné z toho, ze polynom f € k[yi, ..., yn] je nulovy na 7V, pravé kdyz je
nulovy na V. O

Nechf nyni V' = V(J). Protoze je I(m(V(J))) = vJ Nk[yi,...,ym] radikilem J N
klyi,...,ym), lze psat 7(V(J)) = V(JNk[y1, ..., ym]). Toho lze vyuzit k vypoctu obrazu, resp.
jeho uzavéru v kombinaci s Grobnerovymi bazemi, nebot je ziejmé, ze v piipadé usporddani
ve kterém x; > y; je J Nk[y1,...,ym] generovan prvky Grobnerovy lezicimi v kly1,. .., ym]
(kazdy vedouci ¢len prvku z J Nk[y1,...,yn] je délitelny vedoucim ¢lenem néjakého prvku
Grobnerovy béze, ktery ale muze diky volbé usporadéani obsahovat pouze proménné y;).

Piiklad 10.6. Popiste uzdvér obrazu zobrazeni f: A? — A3, f(s,t) = (s> — 2, 2st, s> + t2).

Reseni. Graf Iy = V(s* —t* — x,2st —y,s* + t* — z). Spocitejme nyni Grébnerovu bazi
vzhledem k uspoifdadani s >t > x >y > z. Za¢neme s
2 1 1 1,42 1 1
§* =352 — 52, st — 5y, t° + 50 — 52

a S-polynomy vychézeji

t(s* — to—1z)— s(st —ly) = —ite — 2+ lsy
t(st—1y) —s(t® + iz — 32) = Lty — Jsw + Lsz;

pridavame tedy sy — tx —tz, s — sz + ty. V dalsim kroku

y(s? — tw—12) —s(sy —te —tz) = Tyz+ stz +stz=0

x(s2—%$ 32) — s(sz—sz+ty) = -3 —%:cz—l—s z—styz—% 2—%3/24—%22
y(st — sy) —t(sy —to —tz) = Prttr+ttr=—tat - Syt 4+ 522
x(st — Sy) —t(sx — sz +ty) = —say — stz — Py =0

z(sy —tx —tz) —y(sz — sz + ty) = —ta? —txz + syz — ty? = —ta? — ty? + t2°

a pifdavame tedy pouze z? + y? — 22. To je zéroveii jediny prvek Grobnerovy béze lezici v
k[z,y, 2]. Proto im f = V(22 + 2 — 22). v

Z pohledu uzdvéru obrazu je o dost méné zajimavy nésledujici piriklad. V jeho feseni ale
zjistime obraz presné, nikoliv pouze jeho uzavér.

Piiklad 10.7. Popiste obraz zobrazeni f: A2 — A2, f(s,t) = (st,t).

Reseni. Opét T'y = V (st — x,t — y) a zkoumdme, pro které body (z,y) majf tyto polynomy
spole¢ny kofen. Podle Hilbertovy véty o nulach to nastane, pravé kdyz 1 € (st —z,t —y) =
J C ks, t]. Poc¢itejme proto Grébnerovu bézi. V prvnim kroku redukujeme na

J:(Sy—.’lj‘,t—y)

Nyni mohou nastat dva ptipady. Bud y # 0 a potom J = (s — g,t — y) je maximéalni idedl
odpovidajici bodu (%, y) a tedy neobsahuje 1. V piipadé y = 0 je J = (—x,t) a opét nastavaji
dvé moznosti: pro  # 0 mame J = (1) a pro x = 0 naopak J = (t) # 1 (jednd se o Grébnerovu

bazi a neobsahuje 1). Vysledek tedy je

im f = {(z,y) € A’ | (y #0)V (y=0Az=0)}. o
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11. Projektivni variety

Abstrakei piedchoziho pifkladu je nasledujici tvrzeni. Rekneme, ze podmnozina X C A"
je zkonstruovatelnd, jestlize se jednd o mnozinu bodu spliujicich logicky vyrok vznikly z poly-
nomialnich rovnic pomoci koneéného mnozstvi konjunkci, disjunkci a negaci. Ekvivalentné se
jednd o koneéné sejdnoceni kvaziafinnich variet (otevienych podmnozin afinnich variet). Tvr-
zeni Tika, ze obrazem zkonstruovatelné mnoziny je opét zkonstruovatelna mnozina. Z pohledu
logiky je pak obraz dan existenénim kvantifikdtorem,

(X)) ={(1,-.-,ym) €A™ | Tz, ..., xpn: (1, -, Tny Y1, -+, Ym) € X }.

Lze tedy toto tvrzeni interpretovat nésledujicim zptusobem: ke kazdému logickému vyrazu
tvofenému z polynomialnich rovnic pomoci logiky prvniho fadu existuje ekvivalentni tvrzeni
bez kvantifikdtoru. Hovoiime o ,eliminaci kvantifikdtoru“.

11. Projektivni variety

V piipadé pruseciku dvou kuzelosecek dostdvame maximalné ¢tyii pruseciky. Tohoto &isla v
nékterych nelze dosdhnout — napifklad dvé kruznice (z — p;)? + (y — ¢;)? — r? maji prave dva
pruseciky (v piipadé, ze se dotykaji, pouze jeden dvojndsobny). Duvodem je, Ze se protinaji
jesté ve dvou nevlastnich bodech (0 : 1 : £i), tzv. “circular points”. V piipadé, ze pocitdme i
tyto nevlastni body a kazdy se spravnou nasobnosti, jsou pruseciky presné 4. Toto tvrzeni neni
zdaleka elementédrni, zejména pro kiivky vyssich stupnu, a jeho dukaz bude vrcholem tohoto
kurzu. Prvné zahrneme do hry nevlastni body — budeme tedy v dalsim definovat projektivni
variety.

Necht V' je vektorovy prostor nad k. Budeme oznacovat P(V) = (V ~\ {0})/~, u ~ v
& Jk € k: v = ku, projektivni prostor vektorového prostoru V. Zejména P" = P(k"*1).

Znacime (xg : -+ @ xp) € P" t¥idu zadanou vektorem (xo, ..., x,) a mluvime o homogennich
soufadnicich. Pro kazdé i =0, ..., n definujeme
Ui={(zo: - :2p) € P"|z; # 0}
Hl:{(xomn)EIP’"]xZ:O}
piicemz plati H; = P" 1 a U; = A" (29 : -+ : Tp) (fc—o,,%,,fc—”) Déle plati

P* =UyU---UU,, mluvime o afinnim pokryti projektivniho prostoru P". Kazdy homogenni
polynom f € k%xo,...,x,] stupné d splauje f(kxo,...,kz,) = k%f(xo,...,x,) a lze proto
definovat

V(f)={(xg:-:zp) € P"| f(zo,...,2,) =0}

Definice 11.1. Projektivnd varieta je podmnozina P* tvaru V(S) = ;e V(f), kde S je
néjaka mnozina homogennich polynomt.

Priklad 11.2. Nadrovina H; = V(x;) je projektivni varieta.

Definice 11.3. Graduovany okruh je okruh A spolecné s rozkladem A = -, Aq (vzhledem
ke séitani, tj. Ag + Ag C Ag) takovy, ze plati Ag- A, C Agpe. Zejména 1 € A,.

Prvky scéitanciu Ay se nazyvaji homogenni stupné d. Kazdy prvek a € A mé jednoznacny
rozklad a = ag + - - - + a,, kde ag € Ay se nazyvaji (homogenni) komponenty prvku a.

Piiklad 11.4. Okruh polynomi A = k[zo,...,2n] = By k?[zq, ..., z,], kde

kezo, ..., 2n) = {f € k[zo,..., 2] | f homogenni stupné d}.
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11. Projektivni variety

Definice 11.5. Idedl I se nazyvd homogenni, jestlize pro kazdy prvek f € I s rozkladem
f = fo+---+ fq do komponent plati také f; € I. V takovém piipadé plati I = @dzo (AgNT).

Lemma 11.6. Pro idedl I v graduovaném okruhu A plati
e [ je homogenni, prdvé kdyZ je generovany homogennimi prvky;

e je-li I homogenni, pak I je prvoidedl, prdvé kdyz pro kazdé dva homogenni prvky f,g € A
plati fge I = f €l nebo g € I;

e homogenni idedly jsou uzaviené na soucet, soucin, prunik a radikdl.

Drikaz. Je-1i I homogenni, pak je generovany homogennimi prvky f € A;NI. Naopak, pokud
je I generovany néjakou mnozinou S homogennich prvki, pak je kazdy f € I kombinaci prvki
z S, pficemz muzeme koeficienty rozlozit do homogennich komponent a sdruzit ¢leny stejnych
stupnu a jsou tedy vsechny komponenty f také kombinacemi prvki z S.

Pokud fg € I, pak jeho komponenta nejvétsiho stupné je sou¢inem komponent nejvétsiho
stupné prvku f, g a tedy musi leZet alespon jedna tato komponenta v I, feknéme g = g5+ ¢/,
kde gs € I a ¢’ je mensiho stupné. Potom fg = fgs + f¢' atedy i f¢’ € I. Indukei vzhledem
k sou¢tu stupii f a g lze tedy predpokladat, ze bud f € I nebo ¢’ € I, ale pak také
g=gs+g €l

Soucet a soudin se vyfesi pomoci generujicich mnozin, prunik bude homogenni piimo z
definice. Pro radikél predpokladejme f € VI, tj. f* = f.* +lot € I, takze diky homogenité
Ije f.* €I, tedy f. € VI, a proto také f' = f — f, € /1. Déle indukei vzhledem k . [

Protoze opét V(I) UV (J) =V(IJ)a\V(Jp) = V(> Jp), dostavame diky pFedchozimu
lemmatu na P" opét Zariského topologii, jejiz uzaviené podmnoziny jsou pravé projektivni
variety. Definujme dale V(J) = V(f € J | f homogenni). Definujeme dédle I(X) jako ide4l
generovany vsemi homogennimi polynomy f takovymi, ze f|x = 0.

Lemma 11.7. Plati f € I(X), prdvé kdyz f(z) = 0 pro libovolny vektor x # 0 reprezentugjici
bod [z] € X.

Diikaz. Pisme f = fo+ --- + fq a zabyvejme se tim, co se stane pfi zméné reprezentanta,
f(kz) = fo(x) + - + k%fy(x). Tento vyraz je nulovy pro viechna k € k*, pravé kdyz

fo(:x):‘--:fd(;c)zo, tj. fl-eI(X)atednyI(X). ]
V projektivnim ptipadé je vztah mezi idealy a varietami o néco slozitéjsi, nebot (zo, . .., zy)
je vlastni radikélovy idedl s V' (zg,...,x,) = 0. Toto je vsak jedind komplikace.

Véta 11.8 (projektivni véta o nuldch). Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Potom pro
homogenni idedl J C K[z, ..., x| plati

e V(J)=0 < \VJD(x0,...,1,);

o jestlize V(J) # 0, pak I(V(J)) = V/J.

Dukaz. Je-li 1 € J, pak zjevné J spliiuje obé tvrzeni. V dalsim tedy predpoklddejme, ze 1 ¢ J.
Protoze se jedna o homogenni idedl, znamena to, ze kazdy prvek f € J mé nulovy absolutni
¢len, tj. f(0) =0.

Pro afinn{ varietu V*(J) C A"*! zadanou homogennim idedlem .J % 1 plati

V() =a"{(V(J))u{0}
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11. Projektivni variety

(na obou strandch bereme nulové body generujicich homogennich prvki, pro které je rovnost
ziejma), jednd se o tzv. afinnd kuzel nad V(J). Potom V (J) = (), pravé kdyz V(J) = {0} =
V(zo,...,2,), tedy prave kdyz (zo,...,z,) C I*(V*(J)) = V/J podle afinni véty o nulich.
Podle ptedchoztho lemmatu I(V (J)) = I*(z= (V' (J))) = I*(V¥(J)) = V/J (protoze 0 lezi
v uzavéru 7 1([x]) = k*x pro libovolné [x] € V(J) — uzdvér kazdé nekoneéné podmnoziny
piimky je celd primka). O
Idedl (zo,...,x,) nazveme irelevantni. Dostdvame tak bijekci mezi radikalovymi idedly
ruznymi od (xg,...,x,) (tedy relevantnimi) a projektivnimi varietami.
Véta 11.9. Viozeni j;: Uy — A", ji(xg: - :xy) = (%’, el %, R %), je homeomorfismus.

Diikaz. Necht i = 0. ProtoZe jsou obé topologie generovany nadplochami, po¢itejme

jO(Vpr(f)> = {(1'17 e 7xn) € A" ‘ f|ac0:1 - 0} = Vaf(.ﬂaco:l)'

Naopak,
o d -
Jo 'V (9)) = {(wo: - wn) € Up | 2™ g(2,..., 22) = 0} = Up N VP'(g),
kde g = mgeggg(%, ..., 3) je homogenn{ polynom, tzv. homogenizace g. O

Dusledek 11.10. Zobrazeni jo: Uy — A™ indukuje bijekci

{Zrﬁpijnucrzgélgls Zagzzjéeit?[zz vamety} =, {ireducibilni afinni variety v A"},

posilagici ireducibilni projektivni varietu V- C P™ na jo(Uy N'V).

Dukaz. Diky predchozi vété staci ovérit, ze V — Uy NV zadava bijekci mezi ireducibilnimi
projektivnimi varietami neobsazenymi v Hy a ireducibilnimi uzavienymi podmnozinami Uy.
Inverzni zobrazeni je ddno uzévérem, W + W, protoze V = UyNV — kazda neprdzdnd
oteviend podmnozina ireducibilniho prostoru je husté. O

Algebraicky je projektivni rozsifeni (tj. uzavér obrazu v P™) realizovéno jako

Val(J) = ver(J),
kde J = (g | g € J) (toto vyzaduje algebraickou uzavienost k; protipiikladem nad R je
J = (22 + 23)): pokud se pro f € k%[xo,...,z,] homogenni nuluje f|,,=1 na V*(J), pak
fFloo=1 = g € J, a proto fF = a:g_degg - g € J; opa¢nd implikace je zfejma, tedy

Val(J) = VP (IP (VA () = V(S | f* e J) = VP (J).

Pozndmka. Tvrzeni, které plati i nad algebraicky neuzavienymi télesy: X = Vpr(I/(vX)). Je totiz f|zy=1 nulové na X,

jestlize f|zo=1 € I(X), nutné pak f € 1'/(3(/) a zbytek je stejny. Toto je vSak znacné nepraktické — spocitat radikal je
obecné dost tézké, podstatnou vyjimkou jsou hlavni idedly.

DU 5. Oznacme J = (§ | g € J) ided] generovany homogenizacemi § = xodegg g(Et, . ).
Uvazujme nasledujici usporddani monomu

2 >u1?  e ol > |8V (Ja| = |B| Az > ).

Dokazte, ze v piipade, ze J = (g1,...,9r) je Grobnerova baze vzhledem k >, je také J =
(91, ---,9r) Grobnerovou bazi vzhledem k podobném usporddani >, jen s z navic a mensim
nez zbylé proménné, tj. x1 > -+ > x, > xo.
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12. Regularni zobrazeni a funkce

Pi#iklad 11.11. Pokud Cy = V(23 — 21 (21 — 1)(x1 — 2)), pak projektivni rozsifeni je C' =
V(zor3 — z1(21 — m0) (21 — 270))-

12. Regularni zobrazeni a funkce

Pokusme se nyni definovat ,polynomidlni“ zobrazeni mezi projektivnimi varietami. Necht
foy -y fm € Kk[z0, ..., x,] jsou polynomy a uvazme

[P =P (zg:-:xn) = (folzo,. . vxn) i f(xoy ..o 20));

k tomu, aby vysledek nezavisel na volbé homogennich soutadnic je potieba, aby polynomy
f; byly homogenn{ téhoz stupné d — potom f;(kzo, ..., kx,) = k%f(zo,...,2,). Dvé lokiln
vyjadieni se rovnaji, (fo:---: fm) = (90 : - : gm), pravé kdyz fjgr = frg;.

Piiklad 12.1. Uvazme projektivni varietu V = V (zox3 — x122) a dvé zobrazeni do P! dan4
f=(x0:m1), 9= (x2:2x3). NaV plati (zg: z1) = (z2: x3).

Nyni popiseme jeden problém s ,polynomialnimi* zobrazenimi mezi projektivnimi varie-
tami — nejsou definované véude. V predchozim pifkladu je (z¢ : z1) korektni bod P! pouze
pokud zg # 0 nebo z; # 0. Ve vysledku je tedy mozné definovat zobrazeni f: V — P!
predpisem

(xo:x1) o # 0 mnebo xy #0
flxo:my o s w3) =
(xg:x3) 2 # 0 nebo xz #0

Pfitom neexistuje zadné vyjadreni f = (hg : hy), definované na celém V. To plyne nejrychleji
z faktu, ktery dokazeme pozdéji, ze totiz kazdé t¥i homogenni polynomy maji na P3 spoleény
kofen, V (zoxs — x122, ho, h1) # 0.

Definice 12.2. Kvaziprojektivni varieta je libovolnd oteviend podmnozina projektivni va-
riety, tj. libovolny prunik uzaviené a oteviené podmnoziny. Zejména kazda projektivni i
kazdéd afinni varieta je kvaziprojektivni (druhy piipad plyne z toho, ze sdm afinni prostor
A" = Uy C P je otevienou podmnozinou projektivniho prostoru).

Kvaziafini varieta je libovolnd oteviend podmnozina afinni variety; kazda kvaziafinni va-
rieta je tedy kvaziprojektivni.

Definice 12.3. Zobrazeni f: V — W meuzi kvaziprojektivnimi varietami se nazyva requldrni,
jestlize pro kazdy bod P € V existuji homogenni polynomy fo,..., fi € k%[xo, ..., z,] téhoz
stupné tak, ze plati f = (fo : -+ : fi) na néjakém okoli bodu P ve V; zejména musi byt
alespon jedno f;(P) # 0.

Lemma 12.4. KaZdé reguldarni zobrazent je spojité v Zariského topologiich.

Dikaz. Staci dokazat lokélné, tedy na kazdé oteviené podmnozing V.~V (fo,..., fm), kde lze
f vyjadiit jako f = (fo : -+ : fm); dukaz je pak analogicky pfipadu polynomidlniho zobrazeni
mezi afinnimi varietami. O

Regularni zobrazeni ve skutecnosti nejsou ani tak polynomidlni jako spiSe raciondlni —
prepsanim do afinnich map Uy C P", Uy C P™ totiz dostaneme

f (1,£E 7-'~7xn) fm(l,fE ,...,xn)
(@1, an) (fé(lvxi..wxn)"“’ fo(l,a:f,...,xn)> :
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12. Regularni zobrazeni a funkce

Naopak, kazdé (castecné definované) zobrazeni mezi kvaziafinnimi varietami, jehoz kompo-

gm

. ) Potom pro

nenty jsou raciondlni funkce lze pfevést na spolecny jmenovatel (ng)’ e
vhodna d; je

(0G0 : 2l G- 2T Gim)
rozsifenim puvodniho zobrazeni. Budeme tedy zobrazenim jako vyse fikat raciondlni zobra-
zeni, pokud nejsou nutné definované vsude:

Definice 12.5. Raciondlni zobrazeni f: V - -+ W mezi kvaziprojektivnimi varietami je tiida
reguldrnich zobrazeni f': V' — W, definovanych na libovolné oteviené husté podmnoziné
V' CV, vzhledem k relaci f' ~ f" < f' = f"na V' nV".

Rikéme, 7e f je reguldrni v bodé P, jestlize existuje reprezentant f, ktery je na P defino-
vany. Definiéni obor f je mnozina vSech reguldrnich bodu f; znac¢ime jej dom f.

Piiklad 12.6. Dtlezitym piikladem jsou polynomidlni zobrazeni mezi afinnimi varietami
— podle predchoziho je lze chapat jako racionalni funkce, které jsou navic definované vsude,
tedy jsou regularni. V Dusledku 12.8 ukazeme, ze zadn4d jina regularni zobrazeni mezi afinnimi
varietami neexistuji.

Obecnéji, taktéz podle predchoziho jsou zobrazeni mezi kvaziprojektivnimi varietami, je-
jichz komponenty jsou racionalni lomenné funkce, raciondlnimi zobrazenimi.

Protoze jsou reguldrni zobrazeni definovdna lokalné, existuje reprezentant f’ kazdého ra-
cionéalniho zobrazeni definovany na mazimdinim mozném V' = dom f. Na druhou stranu
existuje reprezentant tvaru (fo : - : f,) (alespon pro ireducibilni V); oba dva reprezentanti
se hodi k ruznym tcelam.

Zabyvejme se nyni pripadem racionalnich funkci na ireducibilng varieté V', tj. racionalnich
zobrazeni f: V - -+ k C PL. Ta jsou tvaru f1/fo, piicemz dvé takové vyjadieni jsou stejnd,
fi/fo = 91/90, pravé kdyz plati f1go = g1fo na néjaké oteviené husté podmnoziné V' a tedy
ina celém V.

Protoze ma fi/fo # 0 (tj. f1 ¢ I(V)) inverzi fo/f1, tvoii raciondlni funkce na V' téleso,
které znacime k(V'). Piimo z definice plyne, ze pro libovolnou otevienou hustou podmnozinu
U C V plati k(U) = k(V). Zejména tedy lze piejit k afinn{ podvarieté k(V) = k(A" NV). V
dalsim necht tedy V' C A" je afinni varieta. Kazd4 polynomialni funkce g na V je reguldrni,
tim spiSe racionalni, dostaneme tak injektivni homomorfismus k[V| — k(V'). Protoze fi/fo =
(f1/23)/(fo/z8), kde obé racionalni funkee f;/zd jsou zjevné polynomialni, lze k(V) ztotoznit
s podilovym télesem k[V]. Bez dikazu poznamenejme, ze pro V reducibilni by k(V') nebylo
téleso a bylo by izomorfni lokalizaci k[V] v prvoidedlu viech délitelu nuly.

Véta 12.7. Raciondlni funkce f: V - -+ k na afinni varieté V je requldrni, prdavé kdyz je
polynomidlni. Obecnéji funkce f requldrni na V .V (h) jsou prdvé proky lokalizace k[V][h™].

Diikaz. Definujeme idedl jmenovateli Dy = {h € k[V] | fh € k[V]}. V druhém odstavci
dokdzeme, ze plati dom f =V \ V(Dy). Pak je f reguldrni, pravé kdyz V(Dy) = 0, tj. prave
kdyz 1 € Dy (podle Hilbertovy véty 9.13 o nuldch ve V). To ale piesné znamena, ze f ma
vyjadieni ve tvaru f = g/1 a f = g je polynomidlni. V obecném piipadé dom f DO V \ V(h)
& V(Dy) C V(h) & h € I(V(Dy)) = /Dy & f lze vyjadiit ve tvaru f = g/h*, tj.
fek[V][p.

Zbyva tedy dokézat dom f = V\V(Dy). Pokud P € V\V(Dy), pak existuje polynomialni
funkce h € Dy takova, ze h(P) # 0. Oznacime-li g = fh € k[V], pak na okoli V \ V(h) > P
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13. Dominantni zobrazeni a biracionalni ekvivalence

plati f = g/h a P € dom f. Necht naopak P € dom f. Potom na néjakém okoli U > P plati
f = fi/fo, kde fo, f1 € k[V]. Necht nyni h € I(V . U) \ I(P). Potom ffoh = fih na celém
V' a je polynomialni, tj. foh € Dy, a pfitom foh(P) # 0, takze P ¢ V (Dy). O

Pozndmka. Druha ¢ést predchoziho dukazu je jednoduchd pro V ireducibilni: je-li f = g/h,
pak fh = g na celém V, takze Dy obsahuje 0 a pak prdvé vSechny jmenovatele, z ¢ehoz
V = V(Dy) plyne okamzité.

Dusledek 12.8. Reguldrni zobrazeni mezi afinnimi varietami jsou prdvé polynomidlni zob-
razent.

Dukaz. Kazda komponenta je regularni funkce, tedy polynomidlni. O

Definice 12.9. Rekneme, 7ze kvaziprojektivni varieta je afinnd, jestlize je izomorfni afinni
varieté. Analogicky fekneme, Ze kvaziprojektivni varieta je projektivni, jestlize je izomorfni
projektivni varieté.

Cviceni 12.10. Necht V je afinni. Dokazte, 7ze pak také Vi, = V ~ V(h) je afinni.
Cviéeni 12.11. Dokazte, Ze kazdé racionalni zobrazeni P! - - + P" je reguldrni.

Cviéeni 12.12. Dokaizte, Ze kazd4 raciondlni funkce A% - -+ k, regularni na A2 < {0}, je
regularni. (Napovéda: protoze je k[A%] UFD, existuje nejlepsi vyjadieni.)

Cviéeni 12.13. Dokaite, ze A% \ {0} nenf{ afinn{.

Cviceni 12.14. Dokazte, ze P? \ {0} nenf afinnf.

13. Dominantni zobrazeni a biracionalni ekvivalence

Predpokladejme, ze V., W jsou ireducibilni kvaziprojektivni variety a f: V - -+ W racionalni
zobrazeni. Pro g € k(W) se muze jednoduse stét, ze gf neni definované nikde (staci aby
im f Ndomg = () a obecné tedy nelze definovat f*: k(W) — k(V) jako pro polynomidln{
zobrazeni mezi afinnimi varietami a jejich soufadnicové okruhy.

Piiklad 13.1. Nelze slozit Al — A2 ¢+ (¢,0) s raciondln{ funkei A% — k, (z,y) — z/y.

Zabyvejme se nyni podminkou na raciondlni zobrazeni f, aby byla kompozice gf vzdy
definovana. Protoze je dom g neprazdnda oteviend podmnozina, musi platit, ze im f protne
kazdou neprazdnou otevienou podmnozinu, tj. im f musi byt hustd podmnozina. Naopak, v
takovém pifpadé je gf definovdno na neprazdné oteviené podmnoziné f~!(dom g) C dom f.

Definice 13.2. Rekneme, 7e racionalni zobrazeni f: V - - + W je dominantni, jestlize im f C
W je hustd podmnozina.

Podle pfedhozi analyzy pak kazdé dominantni zobrazeni f: V - - + W indukuje homomor-
fismus algeber f*: k(W) — k(V).

Lemma 13.3. Jsou-li f: V-->W ag: W---+X dvé dominantni zobrazent, pak gf: V- -~
X je opét dominanini zobrazend.
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13. Dominantni zobrazeni a biraciondlni ekvivalence

Dukaz. Vyse jsme zduvodnili, pro¢ je gf definované na neprazdné oteviené podmnozing,
zjevné se jednd o raciondlni zobrazeni. Pfitom

imgf = g(im f Ndom g)

a uzaveér obrazu tedy musi obsahovat obraz uzavéru im f Ndom g = dom g, tedy im g; pfitom
img = X. (Jinak — z topologie asi znéte, ze spojitost je ekvivalentni g(A) C g(A); vezméte
A=1im fNdomyg.) O

Definice 13.4. Rekneme, ze dominantni zobrazeni f: V - -+ W je biraciondlni ekvivalence,
jestlize existuje dominantni zobrazeni g: W - -+ V takové, ze gf = id, fg =id.

Podle predchoziho pak kazdé biracionalni ekvivalence indukuje izomorfismus algeber k(W) =
k(V). Nasim dalsim cilem bude ukdzat i obracené tvrzeni. K tomu bude vyhodné prejit k
afinnim varietdm. To je mozné proto, ze pro ireducibilni kvaziprojektivni varietu V a jeji
libovolnou neprazdnou otevienou podmnozinu U je inkluze U “— V biracionélni ekvivalence
s inverzi “id”: V - -+ U (reprezentovanou id: U — U). Kazdé kvaziprojektivni varieta V' je
tedy biracionélné ekvivalentni projektivni varieté V a déle pak afinni varieté A" N'V.

Zabyvejme se tedy nyni piipadem ireducibilnich afinnich variet, pro které lze jednoduse
spocitat k(V') jako podilové téleso souradnicového okruhu k[V]. Takto lze urcit i algebru ra-
ciondlnich funkef na kvaziprojektivnich varietdch, napt. k(P") 2 k(A") = k(z1 /o, ..., 2n/20).

Lemma 13.5. Raciondlni zobrazeni f: V — -+ W mezi afinnimi varietami je dominantnd,
pravé kdyz je f*: k[W] — k(V) injektivnd. (Staéi'V afinni.)

Dikaz. Dominantnost znamend, ze na im f se nuluji pouze polynomy z I(W), tj. z rovnosti
gf =0 pro g € k|IW] plyne g = 0. To je ale presné injektivita f*. O

Ptedchozi lemma dava algebraicky popis dominantnosti. Indukované zobrazeni na télesech
racionalnich funkei pak dostaneme jako jednozna¢né rozsifeni f* na f*: k(W) — k(V),
f*(g/h) = f*(9)/f*(h) (kazdy injektivni homomorfismus z oboru integrity do télesa lze jed-
nozna¢né rozsitit na podilové téleso).

Tvrzeni 13.6. Ke kazdému homomorfismu k-algeber ¢: k(W) — k(V) existuje jediné domi-
nantni zobrazeni f: V - -+ W takové, Ze p = f*.

Dukaz. Tvrzeni staci dokazat pro afinni variety. Opét jsme nuceni polozit f = (¢(y1), - .., ¢(Ym))
a stejné jako v polynomidlnim piipadé plati im f C W a ¢ = f*. Diky tomu je f*: k[W] <
k(W) % k(V) injektivni a tedy je f dominantni. O

Veéta 13.7. Existuje kontravariantni ekvivalence kategorii

{ireducibilm/ kvaziprojektioni variety} = | konecné generovand rozsirent téles
. . . <— ..
a dominantni zobrazensi k C K a jejich homomorfismy

posilajict V — k(V).

Dukaz. Staci opét najit ke kazdému koneéné generovanému rozsiteni K afinni varietu V ta-
kovou, ze K = k(V). Nechf K = k(ay,...,a,), potom K je podilové téleso podalgebry
kl[a1,...,ay], kterd je koneéné generovand a redukovand, existuje tedy afinni varieta V ta-
kova, ze

klai,...,a,] 2 k[V]
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14. Soucin projektivnich variet

a tedy budou izomorfni i podilova télesa, K = k(V'). Protoze je k[a1, ..., a,] obor integrity,
je V ireducibilni. O

Disledek 13.8. Dvé kvaziprojektivni variety V., W jsou biraciondlné ekvivalentni, pravé kdyz
k(V) =2 k(W).

Definice 13.9. Kvaziprojektivni varieta V' se nazyva racionding, jestlize je biracionalné ekvi-
valentni A? (ekvivalentné P?).

Zejména je tedy V raciondlni, prave kdyz je k(V') ¢isté transcendentni, tj. k(V') = k(x1,...,z4).

P#iklad 13.10. Hyperbola je raciondlni. Uvazujme ji projektivneé, tj. H = V(y192 — y3).
Potom
P! — H, (20:z1)+ (zox1: 23 : 2d)

(vychézejici z afinntho ptedpisu t — (t,1/t)) je regularni zobrazeni s inverzi
H =P (yo:y1:y2) = (Yo y1)-

Proto méme H = P! a diky tomu také Hy ~ A! (afinni hyperbola je biracionlné ekvivalentni
afinni piimce).

V piedchozim pifkladu lze jednoduse popsat potiebnd racionélni zobrazeni Hy — Al a
Al - -5 Hy a dokézat, Ze indukujf izomorfismus Hy = A! \ {0}. Toto je obecny fenomén:

Véta 13.11. Ireducibilni kvaziprojektivni variety V., W jsou biraciondlné ekvivalentni, pravé
kdyz existuji oteviené husté podmnoziny V' CV, W' CW takové, ze V', W' jsou izomorfni.

Diikaz. Dostateénost podminky je ziejmd, nebot V ~ V' = W' ~ W. Nechf tedy naopak
f:V ——=+ W je biracionalni ekvivalence s inverzi g: W - -+ V. Oznacme

V' =dom fN f~!(domg), W’'=domgng *(dom f).

Potom plati f(V') C domg a muzeme tedy uvazovat obraz gf(V') = id(V') C dom f; tedy
f(V) € W' a symetricky také g(W’) C V'. Pritom f a g jsou inverzni vSude, kde jsou
definované, tedy zejména na V', W’. O

DU 6. Ukaite, Ze zobrazeni f: P2 - 3 P2, (2 : 21 : 22) > (2122 : 2220 : Tox1) je biracionalni
ekvivalence a najdéte oteviené podmnoziny P2 na nichz je f izomorfismus. (Ndpovéda:
napisete-li si zobrazeni afinné, inverze by méla byt jasna.)

14. Soucin projektivnich variet

Uvazujme projektivni prostory P, P™. Jejich soucin lze zrealizovat jako podvarietu P(k" ! ®
kmHl) = prmtntm konkrétné uvazime tzv. Segreho zobrazent

Spm s P x P PR ()] [w]) e v @ w.
Jeho obraz nazveme Segreho varietou a znacime X,,,,.

Véta 14.1. Segreho zobrazeni je bijekce a Y.y je projektivni varieta.
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14. Soucin projektivnich variet

Diikaz. Soufadnice v k"t! budeme znaéit z;, soufadnice v k™t jako yj av k! @ kmtt
potom z;;. Potom Segreho zobrazeni mé vyjadieni

ToYyo : - TOYm
sim((@o 1+ 1 @n), (Yo 1ym)) = | o =6y,
Tp¥o: - TnlYm
tj. homogenni soufadnice z;; je rovna x;y; (koeficient ) x;e;®) " yj€; u e;®¢€; je x;y;). Zjevné
pro souradnice obrazu plati z;;zx = zi2k;. Nechf Z je varieta zadand témito rovnicemi, plati
tedy Xy C Z. Necht naopak R = (z;;) € Z a hledejme P = (z;) € P, Q = (y;) € P tak,
7€ Spm (P, Q) = R. Alespon jedna ze soufadnic R je nenulovd, nechf je to zx;. Protoze m4 byt

P=(xg: xyn)=(zoyr: - :xnyr) = (201 : 2Zn1),
jsme nuceni polozit P = (zg : -+- : zy) & analogicky @ = (zx0 : -+* : 2gm) (jsou dobfe
definovany, protoze obsahuji komponentu zx; # 0). Potom je spm((zor -+ ¢ 2ni), (2o ¢ -+ -
Zkm)) TOVIO

Odted budeme P x P™ ztotoziiovat se X,,, a chdpat tedy jako projektivni varietu. Z
predchoziho dukazu navic vidime, Ze obé projekce m1: P x P — P" a mo: P x P — P™

jsou regularni (v prvnim piipadé zadané (---: z;; : -+ )+ (207 : -+ : 2p1) & kazdy bod lezi v
definiénim oboru takového zobrazeni pro vhodné 7).
Rekneme, ze polynom f € k[xo,...,Zn, Y0, -, Ym] je bihomogenni stupné (r, s), jestlize je

homogenni stupné r v proménnych x; a homogenni stupné s v proménnych ;.

Véta 14.2. Necht V. C P*, W C P™ jsou projektivni variety. Potom V x W C P x P™ je

také projektioni varieta. Jsou-li obé V., W ireducibilni, pak V- x W je také ireducibilni.
Obecnéji, necht S C K[xg, ..., Tn, Yo, - - -, Ym) je mnoZina bihomogennich polynomaii. Potom

V(S) CP" x P™ je projektivni varieta. Naopak, kazda varieta X C P™ x P™ je tohoto tvaru.

Diikaz. Plati V. x W = 7, Y(V) N, (W) (nebo lze pouzit obecnéjsi druhé tvrzeni na
bihomogenni polynomy zadéavajici V' a W). Ireducibilita se dokdze stejné jako u afinnich
variet.

Je-li f bihomogenni stupné (r,r), pak jej lze psit jako homogenni polynom stupné r v
proménnych z;y; = z; a je tedy (P x P™) NV (f) projektivni varieta. Pfitom plati V(f) =
V(zof,...,znf) a takto lze zménit stupen polynomu f z (r,s) na (r + 1, s), analogicky na
(r,s+ 1), a lze tedy dosdhnout stejného stupné v obou skupindch proménnych. O

Disledek 14.3. Segreho varieta je ireducibilni.

Diikaz. To plyne z toho, ze projektivni prostor P" je ireducibilni (protoze je P* = A", plyne
toto jednoduse z ireducibility A™). O

Tvrzeni 14.4. Necht W je kvaziprojektivni varieta. Potom Ay C W x W je uzaviend. Jsou-
li f,g: V. — W dvé reguldrni zobrazeni mezi kvaziprojektivnimi varietami, pak podmmnoZina
{PeV | f(P)=g(P)} je uzavrend ve V.

Dukaz. Zjevne plati Ay = (W x W) N Apm, takze staci ukazat uzavienost Apm C P™ x P™.
Pritom plati (zg : -+ : @m) = (Yo : -+ : Ym), pravé kdyz z;y; = x;y;. Pro druhou ¢ést si pak
sta¢i uvédomit, ze mnozina ze zadani je (f,¢9) ' (Aw), kde (f,g9): V = W x W, O
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14. Soucin projektivnich variet

Véta 14.5 (o projekci). Projekce w: P™ x P™ — P™ je uzavrend.

K ditkazu véty budeme potiebovat nédsledujici ivahu. Necht Py € P" je bod, pro jedno-
duchost budeme predpokladat Py = (0 : ---: 0: 1), a X C P" projektivni varieta. Budeme
uvazovat projekci p z Py na komplementarni podprostor P"~!; geometricky je p(Q) prisecik
pifmky Py@ s P"~1. V soufadnicich pak p(xg: - : 2p_1:2n) = (20 : -+ : Tp1).

Uvazujme pro F, G homogenni stupnu d, e oba jako F,G € Kk[zo,...,Zn_1][zy] stupniu d a
e, tj. muze se jednoduse stét, ze vedouci koeficient F' je 0. Vzhledem k tomu, Ze je to pfesné
koeficient u ZL'nd, nastane to, pravé kdyz F(Py) = 0. Budeme potom psét

Res'(F, G;xp) = Resg . (F, G;xp)

pro rezultantu polynomu F, G chdpanych v tomto smyslu — jedna se tedy o determinant
¢tvercové matice o rozméru d + e.

Tvrzeni 14.6. Necht J je homogenni idedl a X = V(J). Oznacme Y = V(Res' (F,G;x,) |
F,G € J homogenni). Potom plati

e pokud Py ¢ X, je Y = p(X),

o pokud Py € X, jeY =P 1,

Diikaz. Pokud Py € X, bude vedouci ¢len kazdych F, G € J nulovy a tedy Res'(F, G;z,) = 0.
V dalsim budeme predpokladat Py ¢ X.

Pokud je (zg: -+ : xp—1) € p(X), tj. pokud existuje x,, takové, ze (xg:---: xp_1:xy,) €
X, pak maji F(zg,...,xn—1,—) a G(xg,...,xn_1,—) spoleény kofen x, a jejich rezultanta je
tedy nulova. Proto p(X) C Y.

Necht nyni (zg : -+ : @p—1) ¢ p(X). Zvolme F € J takovy, ze F(Py) # 0. Potom
F(zg,...,Tn_1,—) mé pouze koneéné mnoho kotenu, ozna¢me odpovidajici body P, ..., Pj.
Podle predpokladu nelezi v X. Ukdzeme, ze pak existuje polynom G € J takovy, ze G(Py) #
0,G(P,) #0,...,G(P) # 0. Potom F, G nebudou mit spoleény kotfen a zaroven budou mit
koeficient u z,% nenulovy (protoze F(Py) # 0 a G(Py) # 0) a tedy rezultanta Res'(F, G; ;)
bude nenulova v (xg,...,Zp—1). Proto (zg: -+ :xp_1) ¢ Y.

Zbyva najit polynom G. Pfedné existuje polynom G; € J nenulovy na P;. Vyndsobenim
vhodnym polynomem H;, nulovym na ostatnich bodech, ale nenulovym na P;, a vhodného
stupné dostaneme se¢tenim hledany G = HoGo + - + H Gy € J. O

Dikaz Véty 14.5. Uvazme zobrazeni p: P x P™ — P*~1 x P™, které je v prvni slozce projekei
z libovolného bodu Py € P" a ve druhé slozce identita, tj. ve vhodnych soufadnicich

p(wo st an1:an), (Yo 1 ym)) = (w0 -+ 1 Tn1), (Yo 1+ 2 Ym))-
Necht X C P" x P™ je projektivni varieta a poloZzme
I=(f€eklzo,...,%n,Y0,---,Ym) | f bihomogenni, f|x = 0);
plati X = V(I), protoze X je zaddna bihomogennimi polynomy. Uvazujme nyni
J = (Res'(f,g;xn) | f,9 € I bihomogenni),

kde varianta rezultanty je definovand pomoci stupnu f, g vzhledem k proménnym z; a jedné
se o bihomogenni polynom v proménnych zg,...,Zn_1,%0, .., Ym. Liejme je

Res’(f,g;xn)(—, y) = Res/(f(—,y),g(—, y);xn)a

36



14. Soucin projektivnich variet

takze predchozi tvrzeni tika, ze
Y =V(J)=pX)U P x{Q| (P, Q) € X}),

a proto m(X) = 7(Y). Véta plyne n-nasobnou iteraci tohoto kroku. O

Diikaz. Necht Z C P™ x P™ je zadand bihomogennimi polynomy g1, ..., gr. Pro bod Q € P™ je pak v obraze 7(Z), prave

kdyz V(91(—, Q), - -, 9r(—, Q)) # 0. Podle projektivni véty o nuldch to nastane, pravé kdyz v/(g1(—,Q), ..., g-(—, Q) 2
(x0,...,Tn), tj. prave kdyz (g1(—,Q),. .., gr(—, Q) neobsahuje zddnou mocninu (zo, ..., z,)%. Stacf tedy ukézat, ze

Ti={Q €P™ | (91(—Q);---,9r(=Q)) 2 (z0,...,2n)"}

je uzaviend, nebot m(Z) = (N~ Tu. Pritom definujici podminka je zjevné ekvivalentnf tomu, ze idedl (g1(—, Q), ..., gr(—, Q))
neobsahuje véechny monomy stupné d. Uvézime tedy k?[xzo, ..., zn] N (91(—, Q), - .., gr(—, Q)), coz je vektorovy prostor
generovany

{gk(—,Q)J}a ‘ deggk(_7 Q) + ‘O‘| = d}

To je vlastni podprostor k%[zo,...,xs], pravé kdyz kazdych D — 1 polynomii g(—,Q)z® je linedrné zavislych, kde
D = dimk9[zo, ..., =n]. Podminka linedrni zavislosti lze ekvivalentné napsat jako nulovan{ véech minor fadu D — 1 v
matici tvofené souradnicemi vSech g (—, Q)z®. Pfitom kazdy takovy minor je polynomidlni vyraz v souradnicich Q.

Diusledek 14.7. Necht X je projektivni varieta a'Y kvaziprojektivni varieta. Potom projekce
m: X XY =Y je uzavrend.

Diikaz. Nechf Z C X x Y je uzaviend; proto je také Z uzaviend v P" x Y. Potom
Z=P"xY)NZ

a plati 7(Z) = Y N7(Z) a podle piedchozi véty je tato mnozina uzaviend v Y (protoze

w(Z) C P™ je uzaviena). O

Véta 14.8. Necht X je projektivni varieta a f: X — Y libovolné regquldrni zobrazeni. Potom
obraz im f CY je uzavieny.

Diikaz. Uvazme graf I'y, ten tvoii uzavienou podmnozinu sou¢inu X x Y, nebot se sklada

pravé z téch ([z], [y]) € X x Y, pro které pro libovolné lokalni vyjadieni f = (fo : -+ : fm)
plati y; fr(z) = yrfj(z) (tam, kde neni lokalni vyjadieni definované jsou beztak obé strany
nulové). Podle pfedchoziho dusledku je im f = 7(I'f) C Y uzaviend podmnozina. O

Véta 14.9. Kazdd reguldrni funkce f: X — k na ireducibilni projektioni varieté X je kon-
stantni.

Diikaz. Uvazme slozeni X % k C P, P (1: f(P)). Jedna se o regularni zobrazeni a

podle piedchozi véty je jeho obraz uzavieny. Zaroveni ale neni roven P!, nebot je obsazen v
A! =k, takze tfmto obrazem musi byt koneénd podmnozina k. Jednoduse se ukéze, ze obraz
ireducibilni variety pii spojitém zobrazeni je ireducibilni a proto musi byt im f jednoprvkova,
tj. f je konstantni. O

Véta 14.10. Projektivni varieta je afinng, prdavé kdyZ je konecnd.

Diikaz. Ukazeme, Ze kazd4 ireducibilni komponenta musi byt jednoprvkova. Necht X je tedy
ireducibilni projektivni varieta a f: X & A" vlozeni. Podle pfedchozi véty je kazda kompo-
nenta f konstantni a tedy i f je konstantni. Proto je X vskutku jednobodova. O

Piiklad 14.11. Afinni prostor A" je projektivni, pravé kdyz n = 0.

37



15. Veroneseho zobrazeni

DU 7. Dokazte, 7ze obraz reguldrniho zobrazeni Al — A™ je uzavieny (ndpovéda: pouzijte,
7e P1 — P je reguldrni a zkoumejte obraz nevlastniho bodu).

Cviéeni 14.12. Dokazte, ze A% ~ {0} neni afinni ani projektivni.
Cviceni 14.13. Dokaite, ze P? \ {0} nen{ afinn{ ani projektivni.
Cviéeni 14.14. Dokazte, ze P* x P™ je biracionalné ekvivalentni P?+™,

Cviceni 14.15. Dokazte, ze P! x A! nenf afinni ani projektivni.

15. Veroneseho zobrazeni

Ozna¢me D + 1 pocet vSech homogennich monomu stupné d a uvazujme zobrazeni
P* —» PP, (xg:--ian) = (oo a® “)la|=d-

Ukéazeme, ze je to vlozeni na podvarietu, které fikdme Veroneseho varieta. Pfedné je jasné,
ze se jednd o reguldrni zobrazeni, nebot nékterd ze slozek :z:id je vzdy nenulova. Podle véty
o uzavieném obraze je pak Veroneseho varieta vskutku projektivni varieta. PopiSeme nyni
inverzni zobrazeni. Pro :rz-d = 0 lze tuto inverzi reprezentovat jako

d—1
7

d-1

(cora®i ) (z xo et x T ay).

Necht f € k%zg,...,2,]. Potom varieta V(f) C P" ma ve Veroneseho vlozeni rovnici
f =0, kterd je linedrni v souradnicich z®. Jinak fe¢eno, obraz V(f) je prunik Veroneseho
variety s projektivni nadrovinou v PP.

Véta 15.1. Necht X je ireducibilni projektivni varieta majici vice neZ jeden bod. Pokud je f
libovolng nekonstantni polynom, pak X NV (f) #0 a Xy = X NV (f) je afinni.

Dikaz. Diky Veroneseho vlozeni muzeme predpokladat, ze f je linedrni. Pokud by XNV (f) =
(), znamenalo by to, ze X C PP \ V(f) = AP a X by byla afinn{ varieta, coz je mozné pouze
pro bod. Zarovein X \ V(f) C AP a je tedy afinni. O

Pro afinnf variety piedchozi véta neplati: libovolné dvé rovnobézné pifmky v roviné A2
maji prazdny prunik, V(z1) NV (x; — 1) = 0.

Z ptedchozi véty lze jednoduse vyvodit, Zze Xy = X \V/(f) je afinni také pro kazdou afinni
varietu X. Je totiz zadand komplementem nulové mnoziny xg ve svém projektivnim uzavéru,
X = X,,, takze X ;= Yxo = O néco priméjsi diukaz pouzivd konkrétni konstrukci

X¢={(z,t) € A"z e X, fa)t =1} = VI(X), ft — 1);
izomorfismus posild  — (z, f(z)~!) a v opaéném sméru se jednd o projekci.

Véta 15.2. Necht P € X je bod kvaziprojektivni variety X. Potom afinni oteviend okoli P,
tj. otevrend okoli izomorfni néjaké afinni varieté, tvori bdzi okoli P.

Dukaz. Uvazujme libovolné oteviené okoli U 3 P bodu P € X kvaziprojektivni variety
X. Potom X U je projektivni varieta neobsahujici P a existuje tedy homogenni polynom
fel(X\U)NI(P). Proto Pe Xy =X \V(f) CU a tedy afinni oteviend okoli tvoii bazi
okoli. O

Pfedchozi véta se hodf k lokdlnimu studiu kvaziprojektivnich variet, nebot muzeme vzdy
prejit k afinnim varietam.
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16. Lokalni vlastnosti variet

16. Lokalni vlastnosti variet

Pro (ireducibilni) kvaziprojektivni varietu V' definujeme tzv. strukturni svazek jako soubor
algeber O(U) pro kazdou otevienou podmnozinu U C V,

OWU)={f ek(V)| f jereguldrni na U, tj. dom f D U}

Je-li Uy C Uy, pak kazda funkce regularni na U; je zejména regularni na Uy a mame tedy
inkluzi ry,u, : O(Ur) — O(Up). Pritom plati rypy = id a ry,u,7v,v, = TUsU, & V takovém
pripadé mluvime o predsvazku algeber. (Jednd se o kontravariantni funktor z usporadané
mnoziny vsSech otevienych podmnozin do kategorie algeber.)

Nyni vysvétlime a dokdzeme vlastnost svazku. Ta zhruba tika, Ze regularni funkce lze
definovat lokdlné, tj. méme-li néjaké oteviené pokryti U = |JU,, tak ke kazdému systému
fa € O(Uy) takovému, ze

TUWUs,Ua (fa) = TUU,,U5 (f5)

(podminka kompatibility — funkce se shoduji na pruniku jejich defini¢nich oboru), existuje
jedind f € O(U) takova, ze ry u(f) = fa. Tato vlastnost plyne jednoduse z toho, Ze jsme
reguldrni funkce definovali jako funkce majici lokélné vyjddieni f1/ fo.

Nase pfedchozi vysledky fikaji napiiklad O(V') = k[V], O(V},) = k[V], pro afinni varietu
V a O(X) = k pro projektivni{ varietu X.

Definujeme lokdIni okruh variety X v bodé P € V jako

Op ={f €k(V)| f je regularni v bodé P}

Jelikoz je raciondlni funkce g/h regularni v bodé P, pravé kdyz h(P) # 0, tj. pravé kdyz
h ¢ mp, 1ze ekvivalentné psat Op = k[V]m,. Diky tomuto ma Op jediny maximalni idedl

S)ﬁp:mp(’)p:{g/he(’)p\gemp}

a je to tedy lokdlni okruh.

17. Grassmannovy variety

Grassmannova varieta G(k,n) ma velice bohatou strukturu. Za¢neme s tim, ze ji popiSeme
jako mmnozinu, teprve poté ji nadefinujeme jako projektivni varietu. Jako mnozina je G(k,n)
mnozina vSech k-rozmérnych podprostoru ve vektorovém prostoru K. Je-li (vy,...,vx) li-
nearné nezdvisld k-tice vektoru z K", pak oznacme [v1,...,v;] vektorovy podprostor jimi
generovany. Mame tak zobrazeni

(KM* D V(k,n) == G(k,n), (v1,...,08) = [v1,. .., 0]
a G(k,n) je jisty kvocient definiéniho oboru V(k,n) (tj. mnoziny linedrné nezavislych k-tic
vektort). Neni $patné si uvédomit, ze se jednd o kvocient podle akce grupy GL(k) linedrnich

izomorfismit K¥, kterd ptsobi na k-ticich vektorti pomoci maticového nisobeni, tj. nahradf
tuto k-tici jinou, slozenou z odpovidajicich linearnich kombinaci,

(1, ..., 0)(ai) = (Z Vi@il, - - -, Zviaik).
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17. Grassmannovy variety

Nagim cilem nyni bude G(k,n) popsat jako podmnozinu néjakého projektivniho prostoru. K
tomu vyuzijeme vnéjsf mocninu A¥K”™ vektorového prostoru K. Plati totiz, ze vnéjsi soucin
v1 A -+ A vy se pfi zméné baze zméni pouze vyndsobenim skaldrem (konkrétné pii zméné o
akci matice A se soucin vyndsobi det A). Zobrazeni

G(k,n) — P(APK™), [v1,...,08] — [v1 A~ A vy

je tedy dobfe definované, nazyva se Pliickerovo vloZeni. UkdZzeme nyni, Ze je injektivni a jeho
obrazem je projektivni varieta. K obojimu se budeme snazit z tenzoru w = v1 A - - - A vy, ziskat
zpét podprostor [vy, ..., vg]. Definujme zobrazeni

0ot K" — AMHK? v — wAw.

Ziejmé plati
[v1,...,vK] = ker @,

nebot v1 A --- Avp Av = 0, pravé kdyz vi,...,v;, v jsou linedrné zavislé. Z tohoto ihned
plyne injektivita Pliickerova vlozeni. PopiSme nyni jeho obraz pomoci polynomiélnich rovnic.
Hlavni ideou je, ze jadro zobrazeni ¢, ma vzdy dimenzi nejvyse k. Plati totiz:

Lemma 17.1. Jsou-li uy,...,u, linedrné nezdvislé, pak uy,...,u, € ker @,,, pravé kdyz
w:ul/\---/\uT/\w'.

Diikaz. Dopliime uy, ..., u, do baze K". Potom u;, A---Au;, s i3 <--- < iy tvoii bazi AFK™.
ZapiSeme-li w v této bazi, je podminka u; € ker ¢, tj. w A u; = 0 ekvivalentni tomu, ze
v8echny koeficienty u bazovych prvki, ve kterych se nevyskytuje u;, jsou nulové. Proto se ve
vSech ¢lenech musi vyskytovat vSechna uq,...,u, a w mé kyzeny tvar. O

Vidime tedy, ze obrazem Pliickerova vlozeni jsou pravé ta w € AFK"™, pro néz ker g,
mé dimenzi alespon k (ptritom vétsi dimenzi mit nemuze) nebo ekvivalentné ¢, mé hodnost
nejvyse n — k. To lze Tict také tak, ze matice ¢, ma vSechny minory fadu n — k + 1 nulové.
Protoze jsou tyto minory polynomislni vyrazy v soufadnicich projektivniho prostoru P(AFK"),
je obrazem Pliickerova vloZen{ projektivni varieta. Odted budeme vzdy G(k,n) uvazovat jako
varietu v P(AFK™).

V nésledujicim budeme potiebovat, ze G(k,n) je ireducibilni. To se jednoduse vidi pomoc{
zobrazeni v : V(k,n) — G(k,n) definovaného vyse. Toto zobrazeni je zfejmé reguldrni a
surjektivni (stacilo by i dominantni). Protoze je (K")*, a tedy i V(k,n), ireducibilni, bude
ireducibilni i obraz G(k,n).

V nasledujicim se ndm bude hodit, ze zobrazeni v je oteviené. Zakladni piiklad otevieného
zobrazeni v topologii je projekce sou¢inu X x Y — X (v algebraické geometrii se toto musi
dokdzat znovu, protoze sou¢in ma vice otevienych mnozin). Jednoduchym zobecnénim jsou
pak tzv. bandly, které vypadaji jako soucin pouze lokdlné. Nase zobrazeni je bandl, jak za
chvili ukazeme.

Lemma 17.2. Necht X a Y jsou kvaziprojektivni variety. Pak je projekce X xY — X
otevrend.

Dukaz. Tvrzeni staci dokdzat pro projektivni variety, protoze zizeni otevieného zobrazeni
na oteviené podmnoziny je oteviené. Necht je U C X x Y bdzové oteviend mnozina, tedy
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17. Grassmannovy variety

doplnék U = (X x Y) \ V(g) nulové mnoziny néjakého polynomu g = g(z,y) (zde = znaci
systém proménnych x;, podobné y). Potom z € X nelezi v n(U) prave kdyz g(z,—) je
nulovy na celém Y, tj. g(z,—) € I(Y). To je ale systém linedrnich podminek na koeficienty
g(x,—) € K[yo, - ..,Ym), které zavisi polynomiélné na x, ..., . O

Uvazujme podmnozinu U C V(k,n) danou k-ticemi (v1,...,vs), jejichz projekce do K*
generovaného prvnimi k bazovymi vektory jsou linearné nezavislé. Jejich vhodnou kombinaci,
tj. vynasobenim vhodnou invertibilni matici A, muzeme dosdhnout toho, ze tyto projekce
tvoif standardni bazi K*. To znamena

_ A _ E
(v1,...,v5)A - <B>A 1= <BA_1) = (e1 +wi,..., e + wg)

Potom [vy,...,vx] = [e1 + wi,...,ex + wg] a navic baze (e; + wi,...,ex + wg) uvedeného
tvaru (projekce do K¥ dévaji kanonickou bazi) je jedind. To znamend, Ze zobrazeni

(ank)k — G(k,n), (wl,. . .,wk) — [61 +wy, ..., ek —i—wk]

je regularni bijekce a neni tézké napsat predpis pro jeho inverzi, ktera je regularni na jisté
oteviené mnoziné U C G(k,n), konkrétné na obraze predchoziho zobrazeni. Vzhledem k

tomu, jak jsme tento izomorfismus odvodili, je ziejmé, ze v(U) = U a pii uvedené identifikaci
U = (K" %)k m4 zobrazeni piedpis

A -1
(B) — BA™.

A¢ to tak na prvni pohled mozna nevypadd, jedna se o projekci. To je dédno tim, ze U~
(K"=F)* x GL(k) pomoci

(g) s (BA™L, A).

Shriime situaci nasledujicim diagramem

KM=Rk » GL(k)

{

K(n—k)k

IR

N
=
&
2

IR

S+———D
<;
2

c G(k,n)

Konstrukci lze provést i s jinymi slozkami nez pravé s prvnimi k. Vzniklé mnoziny U pokryvaji
G(k,n) a mnoziny U pokryvaji V(k,n). Jelikoz je kazdé ztizeni U — U oteviené, jednoduse
se ukaze, ze i celé v : V(k,n) = G(k,n) je oteviené.

Pozndmka. Predchozi izomorfismy maji geometricky vyznam. Uvazujme k" = k¥ x kn=F.
Potom mnozina U odpovidd tém podprostortim, které protinaji k™ * pouze v nule a jsou
to potom grafy linedrnich zobrazeni k¥ — k"% takze hom(k* k"~*) = U. Samoziejmé
komplementarni podprostory k™ = K @ L lze volit nezavisle na soutradnicich a dostavame
tak bezsoufadnicovou verzi predchoziho; dostaneme pak hom(K,L) = U a hom(K, L) X
iso(kF, K) = U.
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17. Grassmannovy variety

Projektivni verze Grassmannovy variety je varieta k-rozmérnych projektivnich podpro-
stora v P", kterym budeme v dalsim fikat k-roviny. To je ale to samé, co (k + 1)-rozmérné
vektorové prostory v K1 mdme tedy

G(k,n)=G(k+1,n+1).

Nad G(k,n) krom V(k, n) existuje jesté celd fada dalsich bandlu (pficemz vSechny v jistém
smyslu vzniknou z V(k,n) — jsou k nému tzv. asociované). My budeme potiebovat nésledujici
“tautologicky bandl”

Y={(Az) € G(k,n) xP" | x € A} CG(k,n) x P"
Pomoci ¥ definujme pro projektivni varietu X C P™ tzv. incidenéni varietu Cx(X) jako
Ck(X)={A e G(k,n) | XNA#0} CG(k,n).
Ukazeme nyni, ze se skutetné jedna o variety. V piipadé ¥ to plyne z néasledujiciho
(w],[v]) € ¥ <= wAv=0.

Oznacfme-li projekce 71 : ¥ — G(k,n) a m : ¥ — P", pak Cp(X) = m1(my (X)) a jde tedy
také o projektivni varietu. Poznamenejme, ze ¥ — G(k,n) je opét bandl s fibrem P,

Rekneme, ze obecny bod x variety X md vlastnost P, jestlize mnozina bodi z € X majicich
tuto vlastnost je oteviend hustd (v ptripadé ireducibilni X tedy oteviend neprazdnd) nebo
obecnéji, pokud mnozina bodu x € X majicich tuto vlastnost obsahuje néjakou otevienou
hustou podmnozinu.

Véta 17.3. Necht X C P" je projektivni varieta. Pak bud kaZdd k-rovina protne X nebo
obecnd k-rovina neprotne X.

Diikaz. Ukézali jsme, ze Ci(X) C G(k,n) je projektivni varieta. Protoze je G(k,n) ireduci-
bilni, je bud Cr(X) = G(k,n) nebo je doplnék oteviend hustd podmnozina. O

Tvrzeni 17.4. Je-li k > [, tak obecnd k-rovina obsahuje obecnou l-rovinu a obecnd l-rovina
je obsaZena v obecné k-roviné.

Diikaz. Necht U C G(I,n) je oteviend neprazdnd. Smysl prvniho tvrzeni je, Ze mnozina
V={AecG(k,n) | el : T CA}
je oteviena neprazdna. Uvazujme nasledujici zobrazeni
§: KOHDEHD 5 G(1,n)

posilajici (k + 1)-tici vektort (vo,...,vg) na l-rovinu [vg,...,v]. Potom V = ~v(6~1(U)) a
prvni tvrzeni plyne z otevienosti . Druhé tvrzeni se ukdze podobné z otevienosti § (ta plyne
z toho, Ze to je slozeni projekce a v pro l-roviny). O

DU 8. Rekneme, ze k-rovina K a l-rovina L se protinaji transverzdlné v P", jestlize jejich
prunik je (k4 — n)-rovina. Ukazte, ze obecnd dvojice (K, L) € G(k,n) x G(l,n) se protina
transverzalné.
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18. Dimenze

Definice 18.1. Rekneme, 7e projektivni varieta X C P™ mé kodimenzi k, jestlize kazdd k-
rovina protind X a existuje (k — 1)-rovina, kterd X neprotind. Dimenzi X pak nazveme ¢islo
dmX =d=n—k.

V piipadé, ze X mé kodimenzi k, existuje podle definice (k — 1)-rovina neprotinajici X,
podle Véty 17.3 dokonce obecné (k — 1)-rovina neprotind X.

Pro libovolnou projektivni varietu X plati, ze kazda (n + 1)-rovina protne X a existuje
(—1)-rovina neprotinajici X (formélné je (—1)-rovina jedind, a to prdzdnd mnozina). Proto
je dimenze dobfe definovana a jednoznacna.

Ptriklad 18.2. Ve dvou trividlnich (extrémnich) pfipadech, lze zcela charakterizovat variety
urcité dimenze. Podle definice varieta X C P™ ma dimenzi 0, tj. kodimenzi n, pravé kdyz
kazdd n-rovina (ta existuje jedind a to P™) protne X, tedy X je neprazdnd, a navic existuje
(n — 1)-rovina, kterd je s X disjunktni. Potom je ale X afinni a tedy kone¢na.

Varieta X C P" mé dimenzi n, tj. kodimenzi 0, pravé kdyz kazdé O-rovina, tj. bod, protina
X. To ale znamena, ze X = P".

Jesté jeden pifpad, byt ponékud formalni, se ndm bude v dalsim vykladu hodit. Varieta
mé dimenzi —1, pokud je prazdnd (existuje n-rovina disjunktni s X). To sedi s piipadem
variety dimenze 0, kterd je kone¢nd neprdzdnd.

Lemma 18.3. Dimenze projektivni variety X je rovna mazimu z dimenzi jejich ireducibilnich
komponent.

Dukaz. Oznac¢me komponenty X;. Jelikoz je kazdd X; obsazena v X, plyne piimo z definice,
ze dim X; < dim X. Pokud by tato nerovnost byla striktni pro v8echna ¢, byla by pro kazdé
1 obecnd k-rovina je disjunktni s X; a nésledné by byla obecnd k-rovina disjunktni s jejich
sjednocenim X, coz by byl spor s kK = codim X. O

Vime, ze obecna (k—1)-rovina je disjunktni s X, takze obecnd k-rovina A obsahuje (k—1)-
rovinu I' disjunktni s X; proto je X N A konec¢na — lezi v afinnim A \T'. Plat{ tedy, ze obecna
k-rovina protind X v kone¢né mnoha bodech (toto by slo také pouzit jako definice dimenze).

Ve skutecnosti plati, ze pocet prusecikia X N A je pro obecnou k-rovinu maximéalni mozny
a roven tzv. stupni variety X, kterym se budeme zabyvat pozdéji v souvislosti s Bezoutovou
vétou.

V soucasné chvili neni viibec jasné, zda dimenze zavisi pouze na varieté, nebo i na jejim
vlozeni do P". K tomu, abychom tuto nezavislost ukazali, bude potfeba dimenzi popsat jinym,
invariantnim zpusobem. Necht P je libovolny bod (k — 1)-roviny A C P" disjunktni s X.
Uvazujme projekci z bodu P. To je regularni zobrazeni

m:P" {P} — P!

dané volbou nadroviny I' C P". Obraz 7(Q) je potom jediny prisecik piimky PQ s I' = P*~1L.
Ve vhodnych souiadnicich, ve kterych P = (0:---:0:1) aI' = P* ! m4 7 predpis

m(xo:-ixy) = (xo: - Tpo1).

Ukéazeme nyni, ze obraz 7(X ) m4 stejnou dimenzi jako X . Zaroven porovname dalsi invariant,
stupen transcendence tr deg k(X)) télesa k(X ) raciondlnich funkci na X. Jednd se o maximaln{
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pocet prvku k(X)) algebraicky nezavislych nad k. Jsou-li tyto prvky aq,...,as, jek(aq,...,as)
izomorfni télesu racionédlnich funkei v s proménnych. Kazdy prvek k(X) je algebraicky nad
k(ai,...,as). Jelikoz je k(X) koneéné generované, je uz rozsiteni k(X) : k(a1, ..., as) kone¢né.
Plati, ze libovolny maximalni systém algebraicky nezavislych prvka ma stejny pocet.

Diikaz. Pokud ai,...,as a by,...,b jsou dva maximélni systémy algebraicky nezavislych
prvku, pak postupné nahradime prvni systém maximélnim algebraicky nezavislym systémem
Qjys -y Qiy_,,01,. .., by (vindukénim kroku jsou a;,, ..., ai,_,,b1,. .., bg, by+1 algebraicky zavislé

a proto splnuji néjakou polynomidlni rovnici, kterd ovSem musi obsahovat jak bgiq, tak
nékterou z a;; a nahradime a;; — by 1).

k(a“, ceey aisik, bl, ceey bk, bk+1)
/
k(a“, ,aZ],...,aisfk,bl,...,bk,bkﬂ)
k(ail,...,@,...,ais_k,bl,...,bk)
Pro k = s dostaneme, ze by, . . ., bs je maximalni algebraicky nezavisly systém a tedy s =t. [

Tvrzeni 18.4. Plati dim7(X) =dim X a trdegk(n(X)) = trdegk(X).

Diikaz. Prvné si uvédomme, Ze pro prvni rovnost chceme dokazat codim 7(X) = codim X —1.
Necht tedy A C P*~! je libovolna (k — 1)-rovina. Potom 7~1(A) U {P} je k-rovina a proto
protind X. To ale znamend, ze A protind m(X). Zaroven m(A) je (k — 2)-rovina disjunktni s
m(X), protoze A je disjuktni s X.

Pro vypocet stupnu transcendence pripomenme, ze za predpokladu X & Hy je k(X)
generované w1/x,...,T,/xo, kde predpokldddme, ze z¢ neni nulové na X, tj. o ¢ I(X).
Zobrazeni X — 7(X) je dominantni, lze tedy chépat k(X) jako rozsiteni k(7 (X)). Jako takové
je generované jedinym prvkem z,, /z¢. Uvazme libovolny homogenni polynom f € I(X) stupné
r, ktery je nulovy na X, ale nikolivna P = (0:---:0:1). To znamen4, ze jeho koeficient u
x), je nenulovy a fakt, ze f/z( = 0 v k(X) vyjadfuje pfesné, ze prvek x,/x¢ je algebraicky
nad k(m(X)). Je tedy rozsifeni k(X) : k(m(X)) konetné a proto se stupné transcendence
rovnaji. O

Dausledek 18.5. Plati dim X = trdegk(X).

Diikaz. Dukaz provedeme indukci vzhledem ke & = codim X. Pro k = 0 mdme X =P" a
trdegk(X) = trdegk(z1/xo,...,2,/20) =n = dim X.
Je-li X vlastni podvarieta, zvolime projekci 7 jako vySe a dostdvame
dim X = dim7(X) = trdegk(m(X)) = trdegk(X)

podle pfedchoziho tvrzeni a indukéniho predpokladu. O
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Dusledek 18.6. Je-li X' C X podvarieta projektivnd variety X, kterd neobsahuje Zddnou jeji
komponentu, pak dim X’ < dim X .

Diikaz. Staci se omezit na piipad, kdy X je ireducibilni a tedy X’ vlastni podvarieta. Pfedpoklddejme
sporem, ze dim X’ = dim X a zvolme (k — 1)-rovinu A disjunktn{ s X, tim padem i s X', a
uvazme projekci m z A (opakovanou projekci z bodu A). Staci ukdzat 7(X') & P?, protoze
pak

dim X’ = dim7(X’) < d = dim X.

Nyni dokazeme, ze ztizeni 7’ = 7| x/: X’ — P? nemtize byt surjektivni. Piejdéme k afinni
podmnoziné A? = IP’de a jejim odpovidajicim vzorum v X a X'. Zvolme libovolny polynom
feI(X') N I(X), tedy polynom nulovy na X', ale nikoliv na X. Protoze x1,...,zq € k(X)
tvofi maximalni algebraicky nezavisly systém, existuje polynomialni relace

p($17"'7xd)f):0Vk(X)7

kde muzeme predpokladat, ze p € k[s1, ..., sq,t] je ireducibilni. Protoze je f # 0 na X, neni
tento polynom rovny ¢, a tedy ani délitelny ¢. Po zizeni na X’ tak dostdvdme nenulovou
polynomidlni relaci

p(z1,...,24,0) =0 v k(X).

Proto nejsou 1, . .., 24 algebraicky nezévislé v k(X') a tedy (7)*: k[A% — k(X') nenf injek-
tivni. To ale pfesné znamen4, ze 7’ neni dominantni a tedy ani surjektivni. O

Veéta 18.7. Je-li X projektivni varieta a V(f) nadplocha neobsahujici Zidnou komponentu
X, pak plati dim(X NV (f)) = dim X — 1.

Diikaz. Podle predchoziho dusledku je jisté dim(X NV (f)) < dim X —1. Predpokladejme nyni,
ze je tato dimenze striktné mensi. Potom existuje (k + 1)-rovina A disjunktni s X N V(f).
Potom ale X N A musi byt konecné (lezi totiz v afinnim A \ V(f)) a jisté lze najit k-rovinu
I' C A, kterd bude s X disjunktni. To je ale spor s tim, ze k je kodimenze X. O

Dausledek 18.8. Kazdd ireducibilni projektivni varieta X C P™ dimenze n— 1 (tj. kodimenze
1) je nadplocha, tj. X =V (f).

Dikaz. Je-li f € I(X) libovolny ireducibilni homogenni polynom (takovy existuje, protoze
je I(X) prvoidedl), pak X C V(f). Protoze je vSak X ireducibilni a téze dimenze, musi byt
X =V(f). O

Dausledek 18.9. Je-li chark = 0, pak kaZdd kvaziprojektivni varieta je biraciondlné ekviva-
lentni nadplose.

Diikaz. Necht x1,...,z4 € k(X) je maximdln{ algebraicky nezdvisly systém prvki. Potom
k(X) : k(z1,...,zq) je konetné, proto jednoduché (podle véty o primitivnim prvku), feknéme
generované prvkem x4 1. Protoze je k(X ) koneéné generované, je izomorfni télesu racionédlnich
funkci afinnf variety Y C A%, Protoze je trdegk(X) = d, ma Y dimenzi d a jednd se o
nadplochu. O

Dausledek 18.10. KaZdijch n homogennich polynomai md spolecnij nenulovy koren, tj. () #
V(fi,.-s fn) SP". O
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O poctu téchto feseni pak mluvi Bezoutova véta, kterou dokdzeme pozdéji.
Pomoci pfedchozi véty lze dimenazi ireducibilni projektivni variety X charakterizovat jako
“délku” d nejdelsiho retézce
1S XSG S Xo=X

ireducibilnich variet (index zna¢i kodimenzi). Podle piedchozi véty mé totiz kazdy Fetézec
délku maximalné d. Navic ale lze najit X; ;Ct X dimenze pfesné d — 1 a indukci pak fetézec
délky d. V feci souradnicovych okruht mé tato charakterizace nésledujici vyjadfeni, ve které
je nyni X ireducibilni afinni varieta. Dimenze X je rovna tzv. Krullové dimenzi k[X], kterd
je definovana jako “délka” d nejdelsiho fetézce
0=I0G - S 1s G k[X]

prvoidedlu v k[X].

Tato definice ma tu vyhodu, ze je vyjadiena v feci variety samotné (dokonce pouze jeji
topologie) a nezavisi na jejim vlozeni do projektivniho prostoru a je tedy zjevné invariantni
vzhledem k izomorfismum.

Véta 18.11. Necht je f: X — Y surjektivni zobrazeni mezi projektivnimi varietami takové,
%e d = dim f~1(y) nezdvisi na y € Y. Potom

dim X =dimY +d.

Dukaz. Muzeme predpokladat, ze Y je ireducibilni — jinak ji rozlozime na ireducibilni kom-
ponenty. Necht Yy = Y NV (g), kde g nenf nulové na obrazu zddné komponenty X a polozme
Xo = f1(Yo) = X NV(gf). Potom indukef

dmX =dimXg—1=(dimYy+d) —1=dimY +d. O

Jako dusledek vidime, ze neni potieba technicky pfedpoklad v Tvrzeni 18.4, totiz ze
projekce mé byt z bodu obsazeného v néjaké (k — 1)-roviné disjunktni s X (nebo lze také
nyni nahlédnout, ze kazdy bod je obsazeny v takové (k — 1)-roving).

Je-li X ireducibilni projektivni varieta, Véta 18.7 #ikd, ze mazimum z dimenzi komponent
XNV(f)jerovno dim X — 1. Ve skutecnosti ale plati, ze vSechny komponenty X NV (f) maji
dimenzi dim X — 1 (nebo ekvivalentné, ze Véta 18.7 plati také pro kvaziprojektivni variety):

Véta 18.12. Je-li X kvaziprojektivni varieta a V(f) nadplocha neobsahujici Zddnou kompo-
nentu X, pak plati dim(X NV (f)) = dim X — 1.

DU 9. Necht f: X — Y je surjektivni uzaviené zobrazeni mezi Noetherovskymi topolo-
gickymi prostory takové, ze pro kazdou dvojici uzavienych podmnozin A ; B C X, kde B je
ireducibilni, je f(A) & f(B). Dokazte, ze f je oteviené.

Diikaz véty. Uvazme opét konecnou projekei p: X — P9 takovou, ze V (f) = p~*(P4™1) je vzor
nadroviny v této projekci — toho se dosahne pomoci Veroneseho vlozeni a volbou projekce z
podprostoru obsazeného v nadroviné V (f). Necht Xy C X je libovolnd komponenta X NV (f)
a X1 sjednoceni ostatnich. Potom U = X . X je oteviend a jejim obrazem p(U) C P? je
podle pfedchoziho opét oteviens podmnozina. Proto P N p(U) C p(Xy) a p(Xo) obsahuje
otevienou neprazdnou podmnozinu P4~!. Protoze je sama uzaviend, musi byt p(Xo) = pd-1
a dim Xg =d — 1 (tady pouzivame Vétu 18.11 pro projektivni variety). O
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S pomoci tohoto rozsifeni pak lze rozsitit rozlicné definice dimenze i na kvaziprojektivni
variety X — pro porovnani ji provizorné definujme jako dim X . Prvni definice je, ze kodimenze
je rovna k, jestlize obecnd k-rovina protne X (neprotne totiz vlastni uzavienou X \ X mensi
dimenze) a obecnd (k — 1)-rovina neprotne X (neprotne totiz ani X). Druha definice je
trdegk(X). Tteti je pak délka d nejdelsiho fetézce

0CXG S Xo=X

ireducibilnich podmnozin (diky ptedchozi vété je prunik s nadplochou opét kodimenze 1).
Déle se d4 Véta 18.11 rozsitit i na kvaziprojektivni variety; uved me jednoduchou aplikaci
takového rozsiteni.

Priklad 18.13. Spocitejme dimenzi Grassmannovy variety G(k,n) elementdrnim zpusobem.
Uvazme zobrazeni

v:V(k,n)— G(k,n), (vi,...,v5) — [v1,..., 0]

s definiénfm oborem V' (k, n). Jelikoz se jedn4 o otevienou podmnozinu v K je dim V (k,n) =
nk. Spocitejme dimenzi fibru f~!(A). Ten se zjevné sklddd pravé ze vsech bazi A a lze jej
tedy ztotoznit s otevienou podmnozinou K ¥ a m4 dimenzi k2. Proto

nk = dim V(k,n) = dim G(k,n) + k*
a koneéné dim G(k,n) = nk — k* = k(n — k).

Véta 18.14. Necht f : X — Y je surjektivni zobrazeni mezi projektivnimi varietami a
polozme

d = min{dim f~'(y) | y € Y}.

Potom mnozina U = {y € Y | dim f~(y) = d} je neprdzdnd oteviend. Jsou-li obé X, Y
ireducibilnt, pak plati dim X = dimY + d.

Diikaz. Nahradme X C P grafem f a zobrazeni f pak projekci
g: X =Ty CP'"xY —Y.

Necht minimélni dimenze fibru je d = dim f~!(yo). Zvolme libovolnou (n — d — 1)-rovinu
A C P" disjunktni s f~!(yo). Potom U zfejmé obsahuje komplement vlastni uzaviené mnoziny
Yo =g(T'y N (A xY)), tj. mnozinu téch y € Y, pro néz je f~!(y) disjunktni s A.

Ukazeme nyni, ze U je skutecné oteviend. Kdyby (Y \ Yp) & U, zuzime f na Yp a
pouzijeme piedchozi tvrzeni znova. Opét tedy mnozina téch y € Yy, pro néz je dim f~1(y)
miniméalni, obsahuje komplement néjaké vlastni uzaviené mnoziny Y; ; Yy. Protoze je prostor
Y Noetherovsky, musi se posloupnost Yy 2 Y7 2 --- stabilizovat od néjakého Y, a tedy
U =Y \Y, je oteviena.

Jsou-li nynf obé X, Y ireducibilni, tak ztizenim na U dostdvame f : f~1(U) — U spliujic
piedpoklady predchozi véty (bez tohoto predokladu by mohlo nastat dim f~'(U) < dim X
nebo dimU < dimY). O

Zajimavym dusledkem je nédsledujici.
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19. Blow-up

Dusledek 18.15. Necht f : X — Y je zobrazeni mezi projektivnimi varietami takové, Ze
viechny fibry f~1(y) maji tutéz dimenzi. Jsou-li Y a viechny fibry f='(y) ireducibilni, je
ireducibilni i X .

Diikaz. Necht X = X1U---UX, je rozklad X na sjednoceni ireducibilnich komponent a necht
fi + X; = Y znagi zizeni f na jednotlivé komponenty. Ozna¢me d; minimalni dimenzi fibru f;
a necht d; je maximaln{ z nich. Diky pfedpokladu konstantni dimenze fibrii je pak dimenze
fi ' (y) konstantni a rovna dimenzi f~!(y). Z ireducibility fibrit pak f;'(y) = f~(y) a tedy
X = X je ireducibilni. O

19. Blow-up

Nechf X C A" je ireducibilni afinni varieta dimenze alespoii 1 a Py € X jeji bod; pro
jednoduchost budeme piedpoklddat Py = 0. Definujeme blow-up variety X v bodé Py jako
uzaver

{(P,t)|Pe XNl P+#P} CA" x P L
znacéime jej X (vySe uvedend podmnozina je zjevné izomorfni X \ Fp).

Teény kuzel variety X v bodé Py je afinni kuzel na pruniku tohoto blow-upu s rovinou P =
Py (piimky ¢ jsou seény X prochézejici Py, takze tecny kuzel sestavd z teCen prochézejicich
R).

Zabyvejme se nyni rovnicemi zadavajicimi blow-up a teény kuzel. Oznacime soutadnice
na A" jako z; a homogenni soufadnice na P"~! jako Z;. Pak polynom g(z,7), homogenni
v proménnych Z; stupné d, je nulovy na X, pravé kdyz 0 = g(z,tz) = tlg(z,z) pro kazdé
x € X,z #0,t#0. Protoze je X # {Py}, je toto ekvivalentni g(z,x) = 0 pro z € X, tj.
g9(z,x) € I(X). Pisme g(z,2) = 3|4 |—q 9a(2)2, pak rovnice tecného kuzele jsou

0=yg(0,7) = Z 9a(0)7,

la|=d

coz je zjevné bud nulovy polynom nebo inicidln{ ¢len (¢len nejmenstho stupné) polynomu
f(z) = g(x, x); znacime jej fi,. Vidime tedy, ze tetny kuzel X v bodé Py =0 je

VA (fin | f € I(X)).

Piiklad 19.1. Zabyvejme se kiivkou V (y? — 23 — 22). Jeji teény kuzel v pocatku je V (y? —
22) = V(y—2)UV (y+x) (inicidlni ¢len libovolného nasobku f = y? — 3 — 3 je ndsobkem fi)
a je sjednocenim dvou piimek které bychom jisté chtéli za teé¢ny povazovat. V dalsi kapitole
definujeme te¢ny prostor a uvidime, Ze ten je dvourozmérny. Tecény kuzel tedy lépe vystihuje
intuitivni predstavu o te¢nach.

_ Protoze je X biracionalné ekvivalentni s X \ P a ta zase s otevienou hustou podmnozinou
X, mé blow-up X stejnou dimenzi jako X a je také ireducibilni. Pfitom te¢ny kuzel je afinni
kuzel na pruniku s nadplochou z = 0; tento prunik ma dimenzi dim X — 1 a teény kuzel tedy
opét dimenzi dim X.

Zabyvejme se nyni rovnicemi zaddvajicimi blow-up jesté jednou. Necht f = f; + hot a
pisme f pro libovolny polynom vznikly z f tim, ze v kazdém jeho ¢lenu nahradime libovolnych
d proménnych x; proménnymi z;. Oznac¢me J idedl generovany mnozinou

J:({xlij_m]52|17]:1a7n}U{f|f€I(X)})
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20. Te¢ny prostor

Tvrdime nyni, ze X = V(J). Zjevné X CV(J) apro (z,[z]) € V(J) s ¢ # 0 je nutné z = tx
nenulovy nasobek z a proto f(z,7) = f(x,tx) = t4f(z), takze r € X a tedy (z,[7]) € X.
Zbyva tedy ovérit, ze X a V(J) se shoduji i pro # = 0. Podle piedchoziho uz zndme tecny
kuzel a je jasné, ze (0, [z]) € V(J) musi spliovat f(0,2) = fin(Z), takze opravdu (0, [z]) € X.

Piiklad 19.2. Vratme se jesté ke kiivece X = V(y? — 23 — 22) a popisme jeji blow-up v

pocatku. Podle piedchoziho je X = V(xy — yZ,y? — x2% — T2).
Zajimavy je popis v n&jakém afinnim kusu A? x P! konkrétné pro T = 1, § = ¢ je
_zy _

= = = xt. Potom rovnice vychdzi t2 — 2 — 1 a bude se jednat o parabolu, zejména nebude
obsahovat zddnou singularitu. Obecné pro kiivku X plati, ze opakovanou aplikaci blow-upu
v bodech singularity dostaneme po konecném poctu kroku nesinguldrni kiivku.

Blow-up A? je pokryt afinnimi prostory nasledujicim zpusobem:
A2 B2 (s,0) o (s(1,8),(1: 1))

(s inverzi ((z,y), (7 : y)) — (z,y/7)) a ddle analogickou mapou (s,t) + (t(s,1),(s : 1)). V
této mapé je pak X popsano rovnicemi f(s, st, 1,t). Piedpokladdme-li, Ze puvodni polynom
f obsahoval néjakou mocninu ¢ (v opacném piipadé by byl f = yg rozlozitelny; lze fesit pro
kazdou komponentu zvlast), pak bude tato nahrazena z°~92% v f a posléze s°~%. Co kdyz
e —d = 0?7 Po kone¢ném mnozstvi blow-uptu pak bude tento polynom nizsiho inicidlniho
stupné a po dalsim kone¢ném mnozstvi blow-upu pak dokonce linedrni.

20. Te¢ny prostor
Definujme pro idedl I C K[z, ..., x,] jeho linedrni ¢dast v bodé P € A™ jako

19 = {df(P) | f € I} Sk, ..z,

kde df(P) = 650(6103) dzo+-- -+ %f) dz, (akde dz; = z; jakozto linedrni forma na k™). (Pokud
je P =0, jedna se o mnozinu v8ech linedrnich ¢asti.) Tec¢ny prostor TpX ireducibilni afinni
variety X v bodé P € X je nésledujici rovina

TpX = {v € K" | Vo € I(X) : a(v) = 0}.

Bod P € X se nazyva nesinguldrni nebo hladky, jestlize dimTpX = dim X (ekvivalentné
CpX = TpX). Dudlni prostor k TpX je izomorfni

TpX =KO[zy,... 2]/ 1(X) P,

Y

je totiz zobrazeni KM[zy,... z,] = (K*)* — (TpX)* (dané zizenim linearni formy na
podprostor) surjektivni s jadrem prave I(X )g).
Zabyvejme se nyni kratce te¢nym prostorem projektivnich variet. Uvazujme zobrazeni

K" {0} = P, e (2]

V afinni mapé U; se jednd o zobrazeni (zg,...,xn) — (Zo/Tiy ... Ti/T4y ..., Tn/T;) a tedy
jeho diferencidl v z = (zo,...,x,) je surjektivni s jddrem danym

(zidwj — xjdw;) /2,2 =0, j=0,... iy
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20. Te¢ny prostor

Resenfm této soustavy jsou pravé nasobky z, tedy k™+!/[z] = TiyP", nezavisle na volbé
afinn{ mapy. Pro f € I(X) homogenni a x = (1,1, ...,x,), [z] € X, plati, Ze f je nulové na
pifmce [2] C k"™, takze ker df(x) = [z] + ker d f|zy=1(z). Lze tedy ztotoznit

ker df|zy=1(x) = kerdf(x)/[z]

a ve vysledku tak

Ty X = N ker df (x)/[z].

f € I(X) homog.

Véta 20.1. Nechtf chark = 0. MnoZina nesinguldrnich bodi ireducibilni kvaziprojektivni va-
riety tvori neprazdnou otevirenou podmnoZinu.

Dausledek 20.2. Dimenze ireducibilni variety X je rovna dim X = min{dimTpX | P € X}.

Dukaz. PopiSme prvné mnozinu téch bodu P, pro néz ma TpX minimélni dimenzi d =n — k
ze véech tecnych prostoru. Ta je ddna tim, ze néjakych k diferencidla dfi(P),...,dfx(P) je
linedrné nezavislych, kde f1,..., fr € I(X), tedy nenulovosti néjakého determinantu. Je tedy
vskutku oteviena.

Zbyva ukazat, ze d = dim X. Z nasledujiciho tvrzeni plyne, ze dimenze teénych prostoru
se zachovavaji pii biraciondlni ekvivalenci f: X - -+ Y variet: prvné plati

pokud je P € dom f a za druhé z otevienosti mnoziny bodu, kde dim Tp X je minimalni, plyne,
ze toto minimum pro néjaky bod P € dom f nastane, takze dim X < dimY’; analogickym
tvrzenim pro inverzi dostaneme opac¢nou nerovnost. Protoze je kazdéd varieta biraciondlné
ekvivalentni s nadplochou, sta¢i rovnost d = dim X ovéfit pro ireducibilni nadplochu X =
V(f) (tj. f je ireducibilni polynom). Ptitom je zfejmé, ze plati TpX = kerdf(P) a staci tedy
ukézat, ze diferencidl df je v néjakém bodé nadplochy X nenulovy. Protoze ma ale e mensi
stupen nez f, plyne z a% € I(X) = (f), ze 8% = 0 a f je potom konstantni, coz je spor s
ireducibilitou. O
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21. Stuperi

Tvrzeni 20.3. Tecény prostor TpX afinni variety X je dudlni k mp/m% = Mp/M%, kde
mp C K[X] je mazimdint idedl prislusng bodu P a Mp C Ox p je mazimding idedl lokdintho
okruhu X v P.

Diikaz. Necht polynomiélni funkce f € K[X] je ztizenim polynomu F. Definujeme diferencidl
f v bodé P € X jako df(P) = dF(P)|rpx. Jelikoz se kazdé dva polynomy F' lis{ o prvek
I(X), jehoz diferenciél je nulovy na TpX, je df(P) dobfe definované linearni forma na TpX,
tj. df(P) € (TpX)*. Je-li f € m%, tedy soucet polynomialnich funkef tvaru gh, kde g, h € mp
jsou nulové v P, pak podle Leibnizova pravidla

Af(P) = d(gh)(P) = dg(P) - h(P) + g(P) dh(P) = 0.
0 0

Maéme tedy dobie definované zobrazeni
Dp:mp/m} — (TpX)* 2 KOV [ay,...,2,]/1(X)P).

Jelikoz je kazda linedrni funkce « diferencidlem afinni funkce a—a(P) € mp, je Dp surjektivni.
Pro injektivitu necht f € mp. Tayloruv ,rozvoj“ v bodé P (ve skutecnosti polynom) davd

f@)=f(P) +df(P)(x—P)+---,
——
0
kde dalsi ¢Cleny jiz zjevneé lezi v m%;, protoze vzdy obsahuji souc¢iny alespon dvou linearnich

¢initeld (z; — p;) € mp. Je-li tedy df(P) =0, pak f € m% a Dp je izomorfismus.
Zobrazeni Dp ma zjevné rozsiteni na Mp/ zm%, totiz

g\ _ dg(P)-h(P) — g(P)-dh(P) _ dg(P)
D () = =

h(P)? h(P)

nebot je g(P) = 0), a proto je nutné zobrazeni mp/m% — Mp /M2 injektivni. Surjektivita
P P
plyne z toho, ze kazdy prvek Mp lze vyjadrit jako ¥, kde h(P) =1 a pak plati

o= ﬁ =g(1 - (h—1) (mod M%)
(totiz (1 4+ (h—1))(1 = (h—1)) =1 — (h —1)2 = 1), kde prava strana lezi v mp. O

21. Stupen

Véta 21.1 (Bezoutova véta, elementarni verze). Necht X,Y C P? jsou dvé krivky zadané
homogennimi polynomy X = V(f),Y = V(g). Potom pocet jejich priseciki je maximdlné
IXNY| <degf-degg.

Diikaz. Zvolme soutadnice tak, ze (0 : 0 : 1) ¢ X UY a ze zadné dva pruseciky nelezi na
piimce prochézejici timto bodem. To znamend, Ze muZzeme predpokladat
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21. Stuperi

Bod (z¢ : x1 : x2) je prusecikem, pravé kdyz polynomy f,g € Klzg,z1][z2] maji spolecny
koten, tj. pravé kdyz rezultant

Res(f, g;x2) € Klzo, z1]

m4 kofen (z¢ : 21). Snadnym vypoétem se lze piesvedéit, ze Res(f, g, z2) je homogenni stupné
d - e. Plati totiz, ze v matici zaddvajici Res(f, g, x2) je na pozici (i,5) bud polynom stupné
i — j nebo i — j 4 d, pficemz druhé plati, pravé kdyz j > d, tj. mezi (o(1),1),...,(c(n),n) je
to prave e-krat. Tvrzeni plyne z toho, ze kazdy koten Res(f, g; x2) odpovida nejvyse jednomu
pruseciku. O

Pozndamka. S trochou préce lze ukdzat, ze v piipadé, ze se X, Y protinaji v bodé (z¢ : z1 : x2)
transverzalneé, je (xgp : x1) jednoduchym kofenem rezultanty Res(f,g,x2). To znamend, ze
kdyz se X, Y protinaji transverzalné vsude, je pocet pruseciki roven presné souc¢inu stupni
deg f - deg g definujicich polynomu.

Znaci-li o, ..., a4 : P! — P? néjaké lokélni parametrizace kofenti f (napiiklad v podobé
formalnich mocninnych fad oj(zg : 21) = (xo : 1 @ @;(zo : z1)), kde & € K[zg : 21]), lze
rezultantu psat (obecné ve vzorci vystupuje vedouci ¢len f, ktery jsme ale prohlésili za 1)

Res(f,g,72) = g(a1) - g(aa).

Derivaci v P = (z¢ : 1) dostdvame za predpokladu, ze kofenem f je aq(P), vztah

d(Res(f, g, 22))(P) = d(g(@1))(P) - g(aa(P)) - - g(aa(P))

(ostatni ¢leny vypadnou, protoze obsahuji g(a1(P)) = 0). Protoze tecny prostor V(f) v bodé
a1(P) je dén presné obrazem daj(P), a jelikoz tento nelezi v ker dg(aq (P)) diky pfedpokladu
transverzality, je diferencial d(g(aq))(P) nenulovy a proto je nenulovy i cely souéin. Ve
vysledku je P jednoduchym kofenem rezultanty Res(f, g, z2).

V obecném piipadé (kdy se X, Y neprotinaji transverzalné) je potieba kazdy prusecik brat
s vhodnou nasobnosti, abychom dostali jejich pocet rovny deg f-deg g. V moderni algebraické
geometrii se tato nasobnost zavadi s pomoci schémat. Prinik X NY ve smyslu schémat
obsahuje totiz mnohem vice informace nez jen body tohoto pruniku. Veskera informace je
obsazena v souctu idedlu I(X)+1(Y), ktery neni obecné radikdlovy a neodpovida tedy varieté.
Radikélovy neni dokonce ani v pfipadé transverzalniho pruniku, ale rozdil mezi I(X) + I(Y')
a I(X NY) se vyskytuje pouze v nizkych stupnich polynomu, pro k& > 0 je

I®(X)+ 10 (v) = 1R(X NY).

V takovém piipadé fikame, Ze tyto idedly maji stejnou saturaci a z hlediska schémat je
povazujeme za totozné. Stejné jako projektivni variety jsou v bijekci s radikalovymi homo-
gennimi idedly (po odebréni irelevantniho), podschémata projektivniho prostoru jsou v bi-
jekei se saturovanymi homogennimi idedly. Budeme tedy v nésledujicim pracovat s (témér)
obecnymi homogennimi idedly a tvarit se, Ze jsou to geometrické objekty. V piipadé, Ze tyto
idedly budou radikalové, budeme je ztotoznovat s odpovidajicimi projektivnimi varietami.
Necht I C K|xg,...,z,] je homogenni idedl. Rekneme, Ze je saturovany, jestlize pro kazdy
polynom f plati zof,...,z,f € [ = f € I. Saturace idealu je nejmensi saturovany idedl

I={feKzg,...,z,) | Gk >0): (mg)*f C I}

obsahujici 1.
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21. Stuperi

Lemma 21.2. Pro homogenni idedly I,J C K|z, ..., x,] jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentni.
1. I=1,

2. pro d>> 0 plati I'D = J(d),

Diikaz. Prvné dokézeme implikaci (1) = (2) pficemz zjevné staci, ze 1D = @ pro d > 0.
To je proto, ze I = (f1,..., fr) a kazdy prvek f = aif1 +--- + a.f, € I dostatecné velkého
stupné mé kazdé a; tak velkého stupné, ze a; f; € (mg)*f; C I. Pro implikaci (2) = (1) si staci
uvédomit, ze to, zda f € I, zavis{ pouze na I'?, d > 0. O

Dejme nyni do souvislosti saturované idedly s projektivni vétou o nulach. Plati, ze zobra-
zeni

{saturované idedly} v, {projektivni variety }

se zuzuje na bijekce mezi radikdlovymi saturovanymi idedly a projektivnimi varietami (irele-
vantni idedl mg nenf saturovany) a V(I) = (), prave kdyz 1 € I.

Nyni vysvétlime, jaky geometricky objekt lze saturovanému idedlu priradit. Pfedné je
to jeho mnozina nulovych bodu V(I) C P", ta viak opovida idedlu v/I. Nejjednodussim
pifkladem neradikalového idedlu je I(X)2?, o kterém budeme uvazovat jako o mnozing X
“nésobnosti dva”. Zjemnénim V(I) je mnozina ireducibilnich komponent ideédlu I, kterd ob-
sahuje vSechny ireducibilni komponenty V' (I), ale jesté nékteré variety navic. Ty jsou zdsadni
pro pocitani v soufadnicovém okruhu Kz, ..., z,]/I. Ireducibilni komponenty I se definuji
pomoci tzv. primérniho rozkladu (lze to i pfiméji, my ale budeme primarni rozklad stejné
potiebovat).

Rekneme, ze homogenni idedl I je ireducibilni, jestlize nelze napsat jako prunik dvou
striktné vétsich homogennich idedli!. Protoze je S = Klxo,...,z,] Noetherovsky okruh,
tj. neexistuje nekonecnd rostouci posloupnost idedlu, lze kazdy idedl rozlozit jako koneény
prunik

I=LN---NI

ireducibilnich homogennich ide4lti. Poznamenejme, Ze tento rozklad neni jednoznaény v zadném
smyslu. Rekneme, Ze homogenni ideal I je primdrni, jestlize pro homogenni prvky f,g € S
plati

foel= (fel)V(geVI).
Lemma 21.3. KaZzdy ireducibilni homogenni idedl je primdrni.

Diikaz. Necht I C S je ireducibilni ideédl a f,g € S dva homogenn{ prvky splitujici fg € I.
Definujme homogenni idealy

(I:g")={hesS|hg"ecl}
které zjevné tvori neklesajici posloupnost

(I:9)CT:¢g*)C---.

!Standardné se toto definuje pro nehomogenni, d4 se vsak ukézat, ze pro homogenni ideél staci podminku
zkontrolovat pouze pro prunik homogennich idedlu. To stejné se tyka primarnosti.
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21. Stuperi

Diky Noetherovskosti S musf pro néjaké k platit (I : g"*+1) = (I : g*). Jelikoz chceme ukdzat,
7e bud ¢g* € I nebo f € I staci nam diky ireducibilité I dokazat, ze (I +(f))N(I+(g*)) = I.
Necht tedy h lez{ v tomto priniku a muZeme predpokléddat, Ze je homogenni. Mame

hg € I+ (fg) =1,

tedy pii rozkladu h = k + IgF musi byt 1gFT! € I, coz znamend [ € (I : g*t!) = (I : g*) a
proto lg* € I a konecné h € I. O

Tvrzeni 21.4. Je-li I primdrni, pak /T je prvoidedl.

Diikaz. Je-li fg € VI, tj. ffg* € I, pak bud f* € I nebo ¢* € V1, kazdopadné vsak f € VI
nebo g € V. O

V dalsim nés nebude zajimat rozklad na prunik ireducibilnich idedli, ale primarnich ideali.
Plati, ze I N J je primarni, pokud VI =/ J(=+VINJ):

JgeInTe (feDVige VD) A((fe )V (ge VI & (fe(IND)V(ge VINT)

Muzeme tedy sloucit ty ¢initele, jejichz radikaly jsou stejné a dostaneme rozklad na priunik
primarnich idedll, ktery ovSem stédle neni jednoznaény. Je-li vsak I = I;N---N I, takovyto ire-
dundantni rozklad na priméarni, tj. takovy, ze vynechanim libovolného ¢lene se prunik zmeéni,
pak /T1, . ..,+/I, uz na rozkladu nezévisi a piislusné ireducibilni variety V (Iy),...,V(I,) se
nazyvaji ireducibilni komponenty (projektivniho schématu zadaného idedlem I). Samoziejmé
plati

VIH=V(Lin---NL)=V({;)U---UV(L).

Dilezitou vyjimku v nejednoznacnosti rozkladu tvoii idedly I;, pro které je V(/;) maximalni,
tj. nenf obsazené v zadné jiné V (I).3

Piiklad 21.5. I = (2%, 2y) = (z) N (2,9)? = () N (22, y) (plus obréazek). Ireducibilnimi
komponentami tedy jsou piimka V(z) (tedy osa y) a bod V(z,y) (tedy pocatek).

Tvrzeni 21.6. Je-li V(I) = {P}, pak I C S®) md pro k > 0 konstantni kodimenzi, kterd
je rovna dimenzi “afinnitho souradnicového okruhu”.

Diikaz. Predpokladejme, ze P = (1:0:---:0) a uvazme (surjektivni) homomorfismus
v : Klzo,...,xn) — Klz1,. .. 20,  f(zo,.. . 2n) — f(1,21,...,25)

a zuzenim na homogenni polynomy stupné k nalevo a polynomy stupné nejvyse k napravo
jim indukovany izomorfismus

on  K®[zo, 21, ... 0] — KEP [z, 2]
Vezmeme nyni kvocient podle obrazu idedlu I a dostaneme izomorfismus

K® o, 1, 2] /1% =5 KDy, .. 20)fon (IP).

2Nebudeme to dokazovat, jen uvedeme zékladni myslenkou. Tou je charakterizovat tyto prvoideély alterna-
tivnim zpusobem jako ty, které se vyskytuji mezi idedly (I : f), f € S.
3To se ukéze tak, 7e I; = ker(S — (S/1)p;), kde (S/I)p; je lokalizace vzhledem k prvoidedlu p; = /I;.
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Ukazeme nyni, ze prava strana je izomorfni “soufadnicovému okruhu” Kizi,...,zy]/eo(I)
pro k > 0. Podle projektivni véty o nulich mp = /T, tj. (21,...,2,)" = (mp)¢ C I a proto
(mg)? C o(I). Diky tomu je kazdy prvek K[z1, ..., z,]/@(I) reprezentovan polynomem stupné
mensiho nez ¢. Je-li tedy k > ¢ — 1 je pfirozené zobrazeni

KEP [z, 2] /o (TP) — Kz, . .., 2] /0(I)
surjektivni. Potfebujeme déle ukazat, ze pro k& > 0 je
o) N K(=R) [T1,...,2p] = gok(I(k)).

Implikace D je trividlni. Dale (mo)’ NKER [z, ... 2,] € op(I%)) vady. Jelikoz je p(I)/(mg)*
konecné rozmérny vektorovy prostor generovany feknéme (g) 4+ (mo)’, ..., ©(g,) + (mg)?,
bude pro libovolné k > max{deggi,...,degg,} platit, ze p(I) je generovany (jako vektorovy
prostor)

{(91), - (gr)} U (mo)* C o, (I™). m

Definujeme Hilbertovu funkci homogenniho idedlu I C K[z, ..., z,] jako
hi(k) = dimK® [z, ..., 2,] /1%

V nésledujicim ukdzeme, ze pro k > 0 je hr(k) polynom nad Q (a to sice tzv. numericky,
tj. jeho hodnoty v celych ¢islech jsou celociselné). Zatim jsme to ukdzali pro idedl, jehoz
asociovand varieta ma jediny bod. K rozsifeni na libovolné konetné mnoziny vyuzijeme rozklad
idedlu na ireducibilni komponenty. Je-li I = Iy N ---N I, kde V(I;) = {P;}, tvrdime, ze pro
k> 0 plati

hi(k) = hp, (k) 4 - - 4 hr, (k).

Ve skutecnosti ndam bude stacit predpokladat V' (I;) po dvou disjunktni, takze se muzeme
omezit na r =2, tj. I = I; N I5. Potom

0—)5/([1ﬂ]2) %5/11@5/12 —>S/(Il—|—[2) -0

je exaktn{?, pficemz I + Iy = S, alespoii pro k > 0, nebot V(I + ) = V(1) NV (L) =0 a
tedy Iy + Io = S. Ve vysledku hr,nr, (k) = hr, (k) + hi, (k) pro k> 0.

Primérni rozklad pro néds bude uzite¢ny zejména kvili tomu, ze ndm umozni poznat
deélitele nuly v S/I. 1deél I je totiz primarni, pravé kdyz kazdy délitel nuly v .S/I je nilpotentni.
Rozklad I = I; N--- N I, na primarni potom dava nasledujici kritérium:

pr

4Prvni zobrazenf je a druhé (pr, — pr). To je zjevné surjektivni, pficemz jeho jaddro jsou pravé dvojice

(f+ 11,9+ I2) takové, ze f — g € I1 + I2; zménou reprezentantu pak lze dosdhnout f = g a tedy je tato dvojice
obrazem f + (I3 N I2). Pritom je f + (I1 N I2) v jadre, pravé kdyz f € I1 a f € I, tedy f reprezentuje 0.
Jinak: dvojity komplex
Il/(Il n [2) — S/(Il n Ig) e S/I1

! ! !

(Il +12)/Iz S/IQ S/(Il+]2)
mé exaktni fadky, takze totdlni komplex je exaktni. Navic je levé vertikdlni zobrazeni izomorfismus, takze
kvocient tvofeny témito dvéma Cleny je také exaktni, tudiz i piislusny podkomplex. To je ale pfesné nasSe
posloupnost.
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21. Stuperi

Lemma 21.7. Jestlize f neni nulovy na Zddné ireducibilni komponenté I, pak f+1 € S/I
je nedélitel nuly.

Diikaz. Pokud fg € I, pak fg € I; = g € I; pro viechna j, tedy g € I. O

Véta 21.8. Hilbertova funkce hy(k) = dimK® [zg, ..., z,]/I®) je pro k > 0 rovna hodnoté
(jediného) numerického polynomu, jehoZ stupen je roven d = dimV(I). Vedouci koeficient
tohoto polynomu je 1/d!-ndsobkem prirozeného ¢isla deg I, které nazgvdme stupném I.

Dukaz. Vétu dokdzeme indukei vzhledem k dim V' (I). Je-li tato dimenze nula, vétu jsme jiz
dokézali. Necht tedy md V(I) nenulovou dimenzi a zvolme libovolny linedrni polynom f,
ktery je nenulovy na kazdé ireducibilni komponenté I. Potom nasobeni f zadava injektivni
homomorfismus S/I — S/I jehoz kojadro je zjevné S/(I + (f)). Oznacime-li J = I + (f)
mame tedy exaktni posloupnost

0= SE=1 /1)) _y g0/ ) _y g/ 7))

Pro dimenze tedy plati hy(k) —hr(k —1) = hj(k), neboli hy(k) = hy(k) + hr(k —1) a indukef
pak
h[(/{?) = hj(k) +---+ h](k)() + 1) + h[(ko).

Protoze V(J) = V(I +(f)) =V(I)NV(f), ma V(J) dimenzi o jedna mensi a muzeme indukef
predpokladat, ze pro k > 0 je
hy(k) = ca1(") +- + o).
Sectenim pak dostavame pro k > 0 vyjadieni
hi(k) =ca1 () + -+ )+ e () ++ (o)) + h(k
1(k) = car (1) () o ((6) (g1)) + hu(ho)

~~

(kji_l) —const (k—fl) —const

=ca1 ("I 4 (T +const = (5) + - +E () + 5 (D)

const

(posledni rovnost plyne z (kjl) = (]f) + (l * 1)) Z tohoto tvaru je jasné, ze vedouci koeficient
je ¢q/d!, pricemz ¢; = cq_1 je podle indukce piirozené ¢islo. O

Véta 21.9 (Bezoutova). Necht I C S je libovolny homogenni idedl a necht f € S je homo-
genni polynom, ktery neni nulovy na Zdidné ireducibilng komplonenté I. Potom plati

deg(I + (f)) =degI - deg f

Dukaz. Vyuzijeme exaktni posloupnost z dukazu predchozi véty, tentokrat s posunem o deg f.
Oznac¢ime J = I + (f) a dostavame

hj(k) = hi(k) — hi(k — deg f)
- (cdkd Foeg kT 4+ lot) — ( calk —deg ) +cg_1(k — deg f)¢! +lot)
—_———

cq-kd—cqddeg f-k4—1+lot cq—1-k9=1+lot

= cqddeg f - kT + lot
=degI/d -ddegf- k%! +lot
=degI-degf k¥ 1/(d—1)!+lot O
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21. Stuperi

Priklad 21.10. Spocitejme stupen idedlu (f). V piipadé, ze f nemd ndsobné ¢initele v
rozkladu na soué¢in ireducibilnich polynomu, tedy pocitdme stupen I(V(f)), tj. nadplochy
V(f). Aplikujeme Bezoutovu vétu na idedl I = 0, pro ktery méme

ho(k) = dim K® [z, ..., z,] = (V)

n
a tedy degP™ = deg0 = 1; proto je stupen ideédlu (f) roven stupni polynomu f.

Necht X je kiivka. V ptipadé, Ze je f linearni polynom, je jeho stupen 1 a je tedy pocet
pruseciku X s V(f) véetné ndsobnosti roven stupni deg X. Obecnéji toto plati pro pruniky
variety kodimenze k s k-rovinami. Jelikoz lze najit k-rovinu, jejiz vSechny pruseciky jsou
néasobnosti 1, je pak pocet priisecikii roven deg X .5

Rekneme, ze varieta X kodimenze k je dplng prinik, jestlize I(X) je generovany k poly-
nomy. Jsoul-li nyni X, Y uplné priuniky komplementarni dimenze, které se protinaji v konecné
mnoha bodech, pak XNY ma prave deg(I(X)+1(Y)) = deg X -degY bodu pocitanych véetné
nasobnosti.

Dausledek 21.11. Kazdy izomorfismus P* — P" je linedrni.

Dukaz. Idea dikazu je, Ze nadroviny jsou pravé nadplochy stupné jedna a ty jsou pii kazdém
izomorfismu zachovavany. Pfitom ale zobrazeni zachovavajici nadroviny je (alespon pron > 1
nebo 2) nutné linedrni. O

Piiklad 21.12. Kubicks kiivka X = {(s® : %t : st? : #3) | (s : t) € P!} C P3 neni “Gplny
prunik”, tj. I(X) neni generovany dvéma homogennimi polynomy. Skladani s parametrizaci
dava k[zo, x1, 2, 23] — K[s,t], které posild polynomy stupné k surjektivné na polynomy
stupné 3k, a jehoz jadrem je pravé I(X). Proto hx(k) = hpi(3k) = 3k + 1. Mdme tedy
deg X = 3.

Podle Bezoutovy véty by za predpokladu I(X) = (f, g) musel byt jeden z polynomu f,g
stupné 1, coz by ale znamenalo, ze X lezi v roviné. Jednoduse se lze presvédéit, ze tomu
tak neni (parametry s, t nespliuji zddnou kubickou rovnici). Dodejme, Ze existuji homogenni
polynomy f, g takové, ze X = V(f, g) (pficemz vyjde nejspis I(X)? = (f, g), protoze polynomy
jsou stupnu 2 a 3). V takové, pripadé ikdme, ze X je mnozinovy uplny prunik.

Navic existuji i piiklady variet, které nejsou ani mnozinovym tplnym prunikem, napiiklad
Segreho varieta 12 C P5 je dimenze 2, ale nelze zadat 3 rovnicemi; stejné to dopadne pro
obraz Veroneseho vlozeni P? — PP,

Zabyvejme se nyni tim, jak spocitat stupen nula rozmérného idedlu. Pfedné pomoci
primarniho rozkladu zredukujeme problém na idedl “soustiedény” v jednom bodé. Toho
dosdhneme pomoci néasledujiciho lemmatu.

Lemma 21.13. Necht I = I NI, pricemz d = dim V(1) = dim V (I3) > dim V (I;) NV (I3).
Potom plati deg I = deg I1 + deg I>.

5Staci ukdzat pro X ireducibilni a r = deg X, ze podmnozina {(A, P1,...,P,) € G(k,n) x X" | P; € A}
téch prvka spliujicich P; = P; pro néjaké i # j nebo P; singuldrni bod X pro néjaké i nebo A #f T, X pro
néjaké ¢ je vlastni. Zfejmé se jedna o sjednoceni uzavienych podmnozin, pficemz se jednoduse ukaze, ze kazda
z téchto podmnozin je vlastni. Zbytek plyne z ireducibility.
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Diikaz. Vyuzijeme exaktni posloupnosti
0—S/(Ihinl) —S/I1®S/Iy — S/(I1 + I3) — 0.
Podle ni plati
hing (k) = hr (k) + hiy (k) — 41, (k)

- (deg Ik + 10t) v (deg I -k + 1ot) . (1ot)
= (deg I, + deg I5) - k/d! + lot. O

Je-li tedy I nula rozmérny idedl s primarnim rozkladem I = I N ---N I, pak plati
degl =degli + -+ degl,

a v nasledujicim posta¢i spocitat primarni ideél odpovidajici bodu P € V(I), ktery oznacme
Ip. Stupen deg Ip se nazyva lokdlnim stupném I v bodé P.

Lemma 21.14. Primdrni idedl Ip odpovidajici bodu P € V(I) je roven I+ (mp)* pro k> 0.

Diikaz. Necht I = (1) I; je rozklad na pranik primarnich idedla s ireducibilnimi komponentami
V(I;) = P; . Podle Hilbertovy véty o nuldch plati \/E =mp, a tedy (mpj)k C I; pro néjaké
k> 0, takze

I+ (mp)" CI;.

Protoze je V(I + (mp,)*) = {P;}, mé idedl I + (mp,)* jedinou ireducibilni komponentu a
jednd se tedy o primérni idedl (v rozkladu je pouze jeden ¢len) a zjevné plati

IcI+mp) (=1,

takze se vSechny ¢leny rovnaji a prvni prunik je tedy také rozkladem na prunik primarnich
idedlu (v tomto piipadé je navic rozklad jednoznaény). O

Piejdéme nyni k afinnim soufadnicim; pak o(Ip) = (I 4 (mp)¥) = ¢(I) + (mp)*. Po-
znamenejme, ze jakmile p(I) + (mp)* = o(I) + (mp)**+1, je jiz tato spoleénd hodnota rovna
p(Ip) (plati o(I) + (mp)**2 = o(I) + mp(p(I) + (mp)*1) = o(I) + mp(p(I) + (mp)*) =
©(I)+(mp)*+1). Toho lze vyuzit pro vypocet p(Ip) — postupné poéitat ¢(I), o(I)+mp, o(I)+
(mp)2,... do okamziku, kdy se posloupnost zastavi. Jelikoz R/(mp)* lze kanonicky ztotoznit
s vektorovym prostorem polynomu stupné mensiho nez k, lze spocitat kodimenzi

p(Ip)/(mp)* C R/(mp)*
vétsinou relativné snadno. Tato kodimenze je rovna dimenzi kvocientu R/p(Ip), tedy deg Ip.
P#iklad 21.15. Urcete stupné priseéikit Co N Cs = V(22 — 23) NV (22 — 23).

Resend. V projektivnim rozsifeni dostéavame se prinik V(zoze — 27) NV (2329 — ) skladd
praveé z bodu
Py=(1:0:0),Pp=(1:1:1), P,=(0:0:1).
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Pro bod Py pocitejme v afinnich soufadnicich zg = 1:

o(I) + (mp)' = (21, 22)
o(I) + (mp)* = (21, 22) = I + (mp,)°

a tedy degp C2 N C3 = 2. Pro bod P, pocitejme v afinnich soufadnicich xg = 1:

Y(I) + (mp,)! = (0, 21)

D(I) + (mp,)* = (0, 27)

w(I) + (mP2)3 - (xO - x%,x%,xi’) =1+ (mP2)4
a tedy degp, Co N C3 = 3 (prunik s k{1,zq, 21,23} je pravé k{zo — z}}). Posledni stuper
Ize dopocitat z Bezoutovy véty jako degp Co N C3 = 6 —2 — 3 = 1 nebo pifmo v afinnich
soutadnicich xy = 1, idedlné s pomoci posunuti y; = 1 — 1, yo = x2 — 1, ve kterych jsou
Co=V(ya—yi —2u1), C3 = V(y2 — 3 — 3y} — 3y1), takze:

p(I) + (mp)! = (y1,92) = I + (mp,)? o

Posledni vypocet se znaéné zjednodusil, protoze linearni ¢asti yo—2y1, yo—3y1 byly linedrné
nezévislé. Zabyvejme se nyni touto situaci obecné. Rekneme, ze dvé variety X, Y C P" se v
bodé P € X NY protinaji transverzdlné, jestlize je P nesinguldrnim bodem obou X, Y a plati
TpX +TpY = TpP™.

Tvrzeni 21.16. JestliZe se variety X, Y C P" komplementdrni dimenze protinaji v bodé P
transverzdlné, pak deg(I(X) + I(Y))p = 1. Pokud prinik nend transverzdlni v P, potom

deg(I(X) + I(Y))P >1+ dim(TpX N TPY).
Dikaz. Pocitejme afinné s P = 0. Potom I(X) obsahuje polynomy tvaru f @ + hot, kde f)

je nulové na TpX a podobné pro I(Y). Pokud je tedy prunik transverzalni, mame

x1 +hot, ...,z +hot € I(X) + I(Y).

Snadno se lze piesvédéit, ze 1(X)41(Y)+(mg)* obsahuje induktivné véechny monomy stupné
k,k—1,...,1 a proto
I(X) + I(Y) + (mg)" = mg

ma kodimenzi 1 v R.
Neni-li prunik transverzalni, Ize podobné ukazat, ze

I(X)+I(Y)+(mg)?CR

se skladd praveé z téch polynomu s nulovym absolutnim ¢lenem, jejichz linedrni ¢dst je nulova
na TpX N TpY. Kodimenze tohoto idedlu je proto rovna 1 + dim(7pX N TpY) (jednicka
odpovida absolutnimu ¢lenu). Kodimenze (I(X)+1(Y))p = I(X)+1(Y) + (mg)* C R je bud
stejnd nebo vyssi, proto plati nerovnost z tvrzeni. O

Poznamenejme, ze Bezoutova véta plati mnohem obecnéji, nez jak jsme ji zde formulovali
a dokazali. Zejména, pokud je prunik X NY transverzalni ve v8ech bodech, plati, ze

#(XNY)=deg X -degY
(obecné to myslim nebude platit ani po nahrazeni #(X NY) stupném deg(I(X) + I(Y)),
ackoliv pro uplné pruniky by to platit mélo).
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22. Divizory na krivkach

Tvrzeni 21.17. Idedl I C S je primdrni, prdvé kdyz mnozina {(I : x) | * ¢ I} obsahuje
jeding prvoidedl P. V tom pripadé iikdme, zZe I je P-primdrni a plati P = /1.

Dukaz. Pocitejme (I : ) v piipadé, ze I je primarni. Jelikoz = ¢ I, je soucin xy € I pouze,
pokud y € V1, tedy vady I C (I : ) C v/I = P. Vzitim radikalt dostévame /(I : z) = P
a jediny prvoidedl mezi (I : z) tedy muze byt P. V dalsim ukdzeme, ze néjaky prvek x, pro
néjz je (I : z) prvoidedl, existuje. Budeme vsak postupovat obecnéji.

Predpoklddejme, ze I = Iy N--- N I, je minimalni rozklad na prunik primérnich idealu.
Potom pro libovolny = € (IoN---N1I.) ~ I; plati (I : ) = (I; : x) a podle predchoziho
pak /(I : ) = P;. Diky konecné generovanosti P; také (Py)* C (I : x), tedy (Py)*(x) C I.
Zvolme k minimalni s touto vlastnosti. Potom (P;)*~!(2) € I a nechf y € (P)*1(z) ~ L.
Dostavame Py € (P)¥(x) C I atedy Py C (I : y). Zaroveii viak podle predchoziho také
(I :y) = (1 : y) C P, a dostdavame tedy rovnost. Plati tedy, ze kazdy z asociovanych
prvoidedlu se vyskytuje jako (I : ) pro néjaké = ¢ I.

Pro uplnost jesté ukazeme, ze v obecném piipadé z predchoziho odstavce kazdy prvoidedl
tvaru (I : ) musi byt néktery z P;. To je proto, ze

PN---NP=VIC/I:2)=+/(:z)n---n/{I, :z) = ﬂ P

¢ P;

Je-li tedy (I : x) prvoidedl, pak musi byt roven nékterému z P; (je roven pruniku nékterych
z nich a proto musi byt roven jednomu z nich). O

Pozndmka. 7 predchoziho tvrzeni 1ze jednoduse vyvodit, ze kazdy ireducibilni idedl je primarni.
Predpokladejme, ze existuji =,y ¢ I takové, ze (I : z), (I : y) jsou dva ruzné prvoidedly. Pak
pro libovolny z € I+ (z) I je (I : z) = (I : z) (inkluze “D” je zfejmé a druhd plyne z toho,
ze z t(wx) € I plyne tw € (I : z) a tedy t € (I : x), protoze wx ¢ I, tj. w ¢ (I : x)). Stejné
tak (I : z) = (I : y) pokud z € I + (y) \ I. Proto (I + (z)) N (L + (y)) = I, coz je spor s
ireducibilitou. Podobny dukaz lze vést v homogennim piipadé, jakmile se ukaze, ze v ptripadé,
ze (I : x) je prvoidedl, musi byt automaticky homogenni a je roven (I : x;), kde x; je néjaka
homogenni komponenta x. Dikaz tohoto tvrzeni viz Eisenbud.

22. Divizory na krivkach

Necht je C C P? kiivka a nechf g je nenulovy homogenni polynom. Potom definujeme (g)
jako formalni celo¢iselnou kombinaci

(9)=a1- P+ +a P

kde a; = deg(I(C) + (g))p, je stupen primarni komponenty idedlu I(C) + (g) odpovidajici
komponenté {F;}, kde jsou tedy Py, ..., P, pravé pruseciky CNV(g). Zejmeé zavisi (g) pouze
na tiidé g v kvocientu S/I(C).

Definujeme grupu divizoru Div C = ZC, tedy volnou komutativni grupu na mnoziné C (jsou
to prave formélni celo¢iselné kombinace prvku C); jeji prvky nazyvame divizory. Pro koeficient
divizoru D u bodu P pouzivame znaceni Dp, takze mdme D = ), . Dp- P. Stupeni divizoru
je soucet koeficientli, deg D = ) p.o Dp (jinymi slovy je homomorfismus deg: DivC — Z
jednoznacné zaddn tim, ze kazdy bod posild na 1). Pro divizory D, E budeme psit D < E,
pokud pro kazdy bod P plati Dp < Ep.
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22. Divizory na krivkach

Pro nenulovy homogenni polynom g tedy mame divizor (¢) € DivC a podle Bezoutovy
véty je deg(g) = degC - deg g. Zejména je (g) > 0 a (g)p > 0, praveé kdyz g(P) = 0.

Lemma 22.1. Plati (gh) = (g) + (h).

Diikaz. Pro libovolny homogenni idedl I mame exaktni posloupnost
h
S/ +(9)) == S/(I + (gh)) — S/(I + (h)) — 0
diky které dostavame v pfipadé, ze jsou vSechny idealy dimenze 0, nerovnost
deg(I + (gh)) < deg(I + (g9)) + deg(I + (h)).

Pokud volime I = I(C) + (mp)* pro libovolny bod P a k >> 0, dostdvdme lokalni stupné
a tedy nerovnost (gh)p < (g)p + (h)p. Protoze jsou si viak podle Bezoutovy véty globalni
stupné rovny, musi nastat rovnost pro kazdy bod P. O

Necht je nyni f nenulové racionalni funkce na C, pisme f = g/h, a definujme

Podle predchoziho lemmatu vysledek nezavisi na vyjadieni f = g/h a navic opét dostavdme
(f1f2) = (f1) + (f2). Divizory tvaru (f) nazyvame hlavni a definujeme Picardovu grupu nebo
také grupu trid divizori

ClC =Div(C/PDivC

Jesté se definuje Div C jako podgrupa divizori stupné nula a

C1°c = Div’¢c/PDivC
(protoze maji g a h stejny stupen, je deg(f) = 0, tedy kazdy hlavni divizor m4 stupen nula).
Pokud je f reguldrni v bodé P, pak zjevné (f)p > 0 (Ize volit h(P) # 0 a tedy (h)p = 0;

navic (f)p >0 < g(P) =0 < f(P) = 0). Nynf ukdzeme, Ze pro hladké kiivky plat{ i opacna
implikace.

Lemma 22.2. Necht C je hladkd krivka a f menulovd raciondini funkce na C. Pak f je
requldrni v bodé P, prdvé kdyz (f)p > 0.

Diikaz. Zvolme lokdlni parametr® ¢ v bodé P. Potom lze psat f = g/h = (g/k)/(h/k) pro
vhodny homogenni{ polynom k takovy, ze k(P) # 0, tedy f = ¢’/h’ je podil dvou nenulovych
funkci z Op. Muzeme proto psat ¢’ = t"g”, h' = t°h” kde ¢”,h” € Op ~ mp. Dohromady tak

f — g//h/ — tr—s . g///h//
a f”" =g¢"/h" je v P regularni a nenulové, proto (f”)p = 0. Dohromady
(f)p=(r—s)-(t)p,
ptricemz (t)p > 0. Pokud (f)p > 0, tedy r — s > 0, je "~ reguldrni v bodé P a tedy i f. [

5Lokéln{ parametr je funkce t € Op generujici mp/m%. Podle Nakayamova lemmatu mp/(t) = 0 (protoze
m% = mp modulo (t)), takie mp = (t) a tim paddem m% = (¢*). Dalsf aplikaci Nakayamova lemmatu plati
Nx mh =0 (kazdy prvek tohoto pruniku je t-ndsobkem jediného prvku — Op je obor integrity — tento tedy
musi také lezet v tomto pruniku), takze kazdy nenulovy prvek Op lze vyjadfit jednoznacné jako f = t"g, kde
g ¢mp.
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22. Divizory na krivkach

Pozndmka. Protoze existuje funkce, pro niz vyjde (f)p = 1 (sta¢i vzit podil dvou linedrnich
funkei, z nichz jedna méa v bodé P nulovy bod, ale jejiz diferencial neni nulovy na TpC, a
druhd je v bodé P nenulovd), musi byt nutné (¢)p = 1. Dostavame tak alternativni definici
hlavnfho divizoru (f): koeficient (f)p je exponent r ve vyjadien{ f =¢"- f’, kde f’ je v bodé
P regularni a nenulova.

Véta 22.3. Plati CI°P! = 0 a tedy C1P! = Z.

Diikaz. Staci ukdzat, ze kazdy divizor P — @ je hlavni. Necht P = (pg : p1), pak linedrni
funkce g(zg,z1) = poxr1 — pixo spliuje V(g) = {P} a tedy (¢9) = P. Podobné dostaneme
linedrni funkci h takovou, ze (h) = Q. Pro f = g/h pak (f) = P — Q. O

Véta 22.4. Necht C C P? je hladkd kubickd kiivka, tj. I(C) je generovany kubickym polyno-
mem, jehoZ derivace je na C nenulovd. Pak pro libovolny bod Py € C je zobrazeni

c— Q¢
P+ P— P,

bijekce. Zejména je C komutativni grupou s nulovym prvkem Pj.

Diikaz. Prvné ukdzeme, Ze je toto zobrazeni surjektivni. Necht Pj, P, jsou dva body C a
vedme jimi pfimku; v pifpadé, ze P; = P», vezmeme te¢nu C prochdzejici timto bodem. Pak
je tato primka tvaru V(g) pro néjakou linedrni funkci g a plati

(9)=P+P+Q
Podobné pro body Q1, Q2 dostavame (h) = Q1 + Q2 + P’ a tedy hlavni divizor
(9/h) =P+ Po+Q —Q1—Q2— P
Diky tomu v C1°C plati relace
Pl+P-Q1—Q2=P -Q

Takto lze snadno kazdy prvek C1°C vyjadiit ve tvaru P — Q. Zvolime-li déle (g) = P+ Py+ P’
a(h)=Q+ P + R, pak

(g/h)=P+P+P —-Q—P —R

atedy v ClI°C plati P—Q = R — P,.

Pro injektivitu pak staci, ze jediny hlavni divizor tvaru P — Py je nula. Zvolme soufadnice
tak, ze Py € V(zo), a pisme (z9) = Py + P1 + P». Predpoklddejmé nyni, ze P — Py = (f) =
(g/h) = (g9) — (h). Protoze zjevné (h) < (gxo), mame podle nasledujictho lemmatu h | gz a
tedy f = g/h = gxo/hxg = {/xg a ({) = P + P; + P. Protoze vsak body Pj, P» prochazi
jedind pifmka, a to V(xg), musi byt (¢) = (x¢) = Py + P1 + P2, a proto P = P. O

Lemma 22.5. Pokud je C hladkd krivka a pro homogenni polynomy g, h plati (h) < (g), pak
h|g v okruhu S/I(C).

Dikaz. Necht r = degg — degh. Raciondlni funkce g/(z{h) je reguldrni na A", takze je
(9/h)|zo=1 = k polynomidlni. Zpétné pak g/h = xik. O
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Uvedeme jesté jednu hezkou aplikaci Bezoutovy véty na hladké kubické kiivky. Rekneme,
ze bod P € C je inflexnd, jestlize tetna v bodé CNTpC mé v bodé P nasobnost (alesponi) 3. V
takovém piipadé pro linedrni funkci ¢ zadavajici TpC plati (¢) = 3P. Je-li nyni samotny bod
Py inflexni, pak také 3(P — Py) = 3P — 3Py = 0, takze bod P je 3-torzni.

Véta 22.6. Na hladké rovinné kubické krivce existuje prdvé 9 inflexnich bodu.

Diikaz. Ukéze se, ze inflexni body jsou pravé body primniku C N V(detd?f), kde d?f(P) je
matice druhych derivaci v bodé P generujiciho polynomu f € I(C), ty jsou linedrni, takze
determinant je opét kubicky. Podle Bezoutovy véty je téchto pruseéiku pravé 9, pokud se
pocitd kazdy s prislusnou nasobnosti. Pfitom je tato ndsobnost ale vzdy 1 (ono je to jakoze
celkem logické — kdyby ta nasobnost byla vétsi, musel by se ten polynom nulovat az do
fadu 3, coz nelze). ]
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