1 Statisticka inference II - cviceni 16-02-23
Reseni piikladii z doméci tlohy - SI I

Priklad ¢€.1 (dvojrozmérné normadlni rozdéleni)

Necht ndhodnou proménnou X je nejvétsi vyska mozkovny u muzu (skull.pH, v . mm) a ndhodnou
proménnou Y je morfologickd vyska tvare u muzu (face.H; v mm); data: one-sample-correlation-skull-
mf.txt. Necht E[X] = p; je stfedni hodnota nejvétsi vysky mozkovny a Var[X] = o2 je rozptyl
nejvétsi vysky mozkovny, E[Y] = pg je stfedni hodnota morfologické vysky tvare a Var[Y] = o3
je rozptyl morfologické vysky tvare. Piedpokladejme, ze nejvétsi vyska mozkovny X mé normalni
rozdéleni N (u1,0?) a morfologickd vyska tvafe Y ma normélni rozdéleni N(ug,03). Potom (X,Y)T
mé dvourozmérné normélni rozdéleni No(p,X) s parametry p = (i1, pu2)?, coz je vektor stiednich
hodnot a ¢, 03 a p, coz jsou parametry kovarianén{ matice X, pficemsz sfla linedrnfho vztahu téchto
dvou proménnych je dand velikosti a znaménkem p. Potom 0 = (u1, p2, 03,02, p)7.

(a) Nakreslete hustotu dvourozmérného normalniho rozdéleni Ny(p,3) pomoci funkce image() a su-

perponujte ji konturovym grafem hustoty toho stejného rozdéleni pomoci funkce contour().

(b) Nakreslete dvourozmérny jadrovy odhad hustoty pomoci funkei kde2d() a image() a superponujte
ho konturovym grafem hustoty dvourozmérného normélniho rozdéleni No(p,3) pomoci funkce
contour(). Namisto 6 pouzijte vektor 0= (Z1, 2,52, 52,7)T odhadnuty z dat, kde 7 je Pearsontiv
korela¢ni koeficient.

Piiklad ¢€.2 (smés dvou dvourozmérnych normalnich rozdéleni)

Necht (X1, Y1)T pochédzi z rozdéleni No(pq, X1), kde X7 je primérnd délka dolni konéetiny (lowex.L; v

mm) a Y7 je délka trupu (tru.L; v mm) u muzi. Necht (Xo,Y2)” pochdzi z rozdéleni No(pq, Xo), kde

Xs je prumérnd délka dolni konéetiny (lowex.L; v mm) a Y5 délka trupu (tru.L; v mm) u zen; data: two-

samples-correlations-trunk.txt. Predpokladejme, ze prumérna délka dolni konéetiny X a délka trupu Y

pochdzi (1) ze smési pNa(py, 21)+(1—p) Na (g, £2), kde 0 = (u11, 12, 03y, Oig, p1, 121, 122, 051, Ta9, p2) L

a (2) z dvourozmérného rozdéleni No(p, ), kde parametry predstavuji spoleény vektor stfednich hod-

not a spole¢nou kovarianén{ matici, t.j. @ = (u1, 2, 02,02, p)T.

(a) Nakreslete teoretickou hustotu (2) pomoci funkce image() a superponujte ji konturovym grafem
teoretické hustoty (2) pomoci funkce contour().

(b) Nakreslete teoretickou hustotu (1) pomoci funkce image() a superponujte ji konturovym grafem
teoretické hustoty (1) pomoci funkce contour().

(c) Nakreslete dvourozmérny jadrovy odhad hustoty realizaci (1) pomoci funkce image() a superpo-
nujte ho konturovym grafem teoretické hustoty (1) pomoci funkce contour().

Poznamka:

(1) 8 = (in1, fivg, 52, 5%, P Fiats fizz, 531, 539 72)7 & p = m1/(n1 + na); parametry jsou odhadnuté 7
dat.

(2) 0= (ti1, 112,067,752, p)T; parametry jsou odhadnuté ze spoleéného vybéru.

Piiklad ¢€.3 (testovaci statistika, simulaéni studie)
Na zakladé simulaéni studie provéite, ze pokud

a) X ~ N(u,0%),kde u=0, 02 =1;
M Iz



(b) X ~ [(1 = p)N(p,;0°) +pN(p,07)], kde p = 0.05, p =0 a 0f =2,

potom testovaci statistika
(n—1)52

F= 5

g

mé asymptoticky x? rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Pouzijte rozsahy nahodnych vybéri n = 15 a
n = 100. Pro kazdou simulaci X vypocitejte Fopsm, kdem = 1,2,..., M, pficemz M = 1000. Superpo-
nujte histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skéle s teoretickou kiivkou hustoty F'.

Priklad ¢.4 (kvadraticka aproximace profilové funkce vérohodnosti)

(a) Nakreslete skalovany logaritmus profilové funkce vérohodnosti normélniho rozdéleni pro p. Na
ose x bude p a na ose y In Lp(u|x) = Ip(u|x) — lp(i|x). Porovnejte In Lp(u|x) s kvadratickou

aproximac{ vypo¢itanou pomoci Taylorova rozvoje In Lp(u|x) = 1n(§£(g}§;) ~ —3Z(0)(p — 1)

(b) Necht skére funkce S(u) = a% In Lp(u|x). Vezmeme-li derivaci kvadratické aproximace uvedené
vyse, dostaneme S(u) ~ —Z(71) (1 — fi) nebo —Z~Y/2(1)S(n) ~ T'?(7i) (1 — fi). Potom zobrazenim
pravé strany na ose z a levé strany na ose y dostaneme asymptoticky linedrni funkci s jednotkovym
sklonem. Asymptoticky také plati ZV/2(X)(u—X) ZN (0,1). Je postacujici mit rozsah osy z rovny
(—2,2), protoze funkce je asymptoticky (lokalné) linedrni na tomto intervalu. Rozumné skélujte
osu y. Zobrazte pro (a) n = 10, (b) n = 100 a (c) n = 1000. Pouzijte (1) X ~ N(0,1) a (2)
X ~(1-=p)N(0,1)+pN(0,2), kde p = 0.05. Okomentujte rozdily mezi (a), (b) a (c), stejné jako
rozdily mezi (1) a (2).

Piiklad €.5 (maximdlné vérohodny odhad i a o?)
Vygenerujte pseudondhodnd ¢isla z X ~ N(4,1), n = 1000.

(a) Napiste logaritmus profilové funkce vérohodnosti pro p a o2 a provéite, zda jsou maximalné

vérohodné odhady p a o2 dostateéné blizko k jejich skuteénym hodnotam. Nakreslete grafy I(u|x)
a l(0?|x), kde zvyraznite polohu maxim téchto funkci.

(b) Napiste logaritmus funkce vérohodnosti pro 8 = (y, 02)T a provéite, zda je maximélné vérohodny
odhad 6 dostatecéné blizko k jeho skuteéné hodnoté.

(c) Nakreslete graf [(0|x) pouzitim funkce image() a superponujte ho s konturovym grafem pouzitim
funkce contour(). Zvyraznéte polohu maxima.

Priklad €.6 (maximalné vérohodné odhady)

Za ptredpokladu normality rozdéleni ndhodné proménné X vypocitejte maximalné vérohodné odhady
stiedni hodnoty g (ozn. 1) a rozptylu o2 (ozn. 52) pomoci logaritmii funkei vérohodnosti I(u|x),
resp. I(0%|x). Porovnejte tyto odhady s aritmeticky priimérem Z a rozptylem s?. Musi platit 7 = T a
o "T_lsz. Realizacemi ndhodné proménné X jsou hodnoty z;, ¢ = 1,2,...,n, proménnych:

(a) délka pravé kliéni kosti (length.R; data: paired-means-clavicle2.txt);
(b) morfologicka vyska tvére (face.H; data: one-sample-correlation-skull-mf.txt);

(c) sitka lebky (skull.B; data: one-sample-mean-skull-mf.txt).



Priklad ¢€.7 (maximalné vérohodné odhady multinomické rozdéleni)

(a) Méjme data more-samples-probabilities-pubis.txt. Nakreslete logaritmus standardizované L£(60|x),
kde 8 = (p1,p2)”, Evropské populace (ny = 30, ng = 20 a n3 = 10) pomoci funkce contour().
Dokreslete do obrézku jeji maximum v bodé 8 = (py, p2)” .



