Osnova pgrednasky Korelatni analyza
1. Jednoducha korelace

1.1
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.

Pearsaiv koeficient korelace a jeho vlastnosti
Vykerovy koeficient korelace

Test hypotézy o nezavislosti

Riklad

Interval spolehlivosti pro koeficient korelace
Riklad

Porovnani koeficientu korelace s danou komstan
Porovnani dvou koeficignkorelace

2. Mnohonasobna korelace

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

Variarni, korel@&ni a kovariatni matice

Odhady pro jeden nahodny vektor

Riklad

Odhady pro dva nahodné vektory

Riklad

Koeficient mnohonasobné korelace a jeho vbessin

Vykerovy koeficient mnohonasobné korelace

Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu namaisobné korelace
Riklad

3. Parcialni korelace

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Koeficient parcialni korelace

Vykerovy koeficient parcialni korelace

Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu ipdntckorelace
Riklad



1. Jednoducha korelace

1.1. Pearsoiiv koeficient korelace

Definice: Neclt’ X, Y jsou nahodné veliny se stednimi hodnotami E(X), E(Y) a rozptyly D(X), D(Y).
Cislo

X —E(X) Y —E(Y) c(X,Y) B0X) DY)

R(X,Y)= E( JD(X) D\/D(Y)J JD(X)/D(Y) proyD(X)yb(Y) >0
0 jinak

se nazyvé

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a, Y)=R(X,a)=R(a,a) =0

b) R(a, + buX, & + 1Y) = sgn(kb,) R(X, Y) = {

c) R(X, X) =1 pro D(X)# 0, R(X, X) = 0 jinak

d) R(X,Y) =R(Y, X)

e) [R(X,Y)| <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz megimami X, Y existuje s pravghodobnosti 1 tplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze gkgnodobnost P(Y = a + bX) = 1fibm R(X, Y)=1,kdyzb >0 a
R(X, Y) =-1, kdyZ b < 0. (Uvedena nerovnasingazyva Cauchyova — Schwarzova #a@kovského nerovnost.)

R(X,Y)probb, >0
-R(X,Y)probb, <0

Z vlastnostl’ Pearsonova koeficientu korelace vyaml)i\e se hodi pouze léi‘enl’ €snosti Iineérniho vztahu veéin X a'.

.....



Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pakekneme, Ze nahodné utiy jsou £(Znamena to, Ze mezi X a Y neexistuje Zadna line-
arni zavislost. Jsou-li nahodné vely X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou sareqze i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pakekneme, Ze nahodné vty jsou > (Znamena to, Ze sistem hodnot veliny X
rostou hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot véhy X klesaji hodnoty vetiny Y.)

Je-li R(X, Y) < 0, pakekneme, Ze ndhodné vty - (Znamena to, Ze §stem hodnot veliny X
klesaji hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot véhy X rostou hodnoty vetiny Y.)

Pearsoniv koeficient korelace dvouroznérného normalniho rozlozeni
Necht nahodny vektor (X, Y) m& dvourozmé normalni rozlozen hustotou

1 (xomy Y Xty Yyt (Y |
_ 1 ECS H e }
U et ’

picemZp, = E(X), p2 = E(Y), 61> = D(X), 02> = D(Y), p = R(X,Y).
Marginalni hustoty jsou:

1 _ (Xz_:llz )

¢1(X)=_[o¢(x,y)dy=---=olme ,
1

(Y_Uz)z

20,

92(y)= [ #lxy)ax=...= 7

Je-lip =0, pak prod(x,y) OR? : o(x,y) = ¢, (x)d, (y), tedy ndhodné veliny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y norndalozlozeného nahodného vektoru je ekvivalentnéhejiekorelovanostPro
jind dvourozndrna rozlozeni to eplati!



1.2. Vykérovy koeficient korelace
Necht’ (Xq, Yy), ..., (%, Y,) ndhodny vyBr rozsahu n z dvourozimeého rozlozeni daného distritmi funkci®d(x,y).
Z tohoto dvourozrirného nahodného vghu mizeme stanovit:

n n
vybérové pameéry M, :Ein , M, :12Yi :
L) Nz
oy . 2 1 2 2 1 2
vybgrové rozptylys,* =——>"(X; -M)*, S,> =——> (Y, -M,)?,
n-1i3 n-1%
n
vybérovou kovariancis,, :ilz(xi -M,)(Y, -M,) a s jejich pomoci zavedeme
n-1i

1 zx_Ml M2 _ Se proS;S, >0
RlZ = n _l i=1 Sl SZ SISZ .
0 jinak

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelaceiem@Seji i na vyrovy koeficient korelace. (Vydwovy koeficient korelace
neni nestrannym odhadem skimého koeficientu korelace, je odhadem vychylenygthyleni je zanedbateirmalé pro
rozsahy vybra nad 30.)

nadale budemerepdpokladat, ze (X Y1), ..., (%, Yy) je hahodny vyér rozsahu n z dvourozZimého normal-

2
niho rozlozeni (ul} 01 polfz .
M2 )\po,0, O,

Predpoklad dvourozeiné normality I1ze orientaé owetit pomoci dvourozrérného tékoveho diagramu: t&y by mely
zhruba rovnor#rné vyplnit vnitrek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvoo@ného normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy.

Do dvourozmirného tékoveho diagramu fizeme jest zakreslit 100(1x)% elipsu konstantni hustoty prajgbdobnosti.
Bude-li vice nez 102 tetek leZet v této elipsy, stdci to o poruseni dvourozimmé normality. Bude-li mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou &mici, znamena to, Ze mezi véhami X a Y existuje ity stupe piéimé resp. negmeé
linearni zavislosti



1.3. Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladirg vyznamnosti testujeme lp: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternatiH;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodnécusli(tj. p # 0)

- levostranné alternativH;: X, Y jsou zapora korelované nahodné véiy (tj. p < 0)

- pravostranné alternatiH;: X, Y jsou kladr korelované nahodné veiy (tj. p > 0).
e . R,vn-2
Testova statistika ma tvaf;, = — .
J1I-R,

Plati-li nulova hypotéza, pakF t(n-2).

Kriticky obor pro test K proti
- oboustranné alternativ\W = (— 0,-t_.(n- 2)> O (t, s (n-2),00),

- levostranné alternativ W = (— o,—t_(n- 2)>
- pravostranné alternativ\W = (t,__ (n-2),).

Ho zamitdme na hladénvyznamnosti, kdyz t, L1W.



1.4. Riklad

V diln¢ pracuje 15 &nikua. Byl u nich zjiSén patet snén odpracovanych zadsic (nahodné valina X) a p@et zhotove-
nych vyrobki (nahodna vetina Y):

X202118172018192120141619211515

Y 92 93 83 80 91 85 82 98 90 60 73 86 96 64 81.

Orientané ovérte dvourozmirnou normalitu dat, vypiéte vykerovy koeficient korelace mezi X a Y a na hladinO1 tes-
tujte hypotézu o nezavislosti X a Y.

ReSeni Dvourozngrnou normalitu dat asfime pomoci dvourozénného tékového diagramu.

Vidime, Ze ﬁﬁedpoklad dvourozamné normality je opraviny.
Vypocteme realizace
vybsrovych paimeri: my =%ixi = 18,267, m= %iyi = 83,6,
i= i=1
vybsrovych rozptyt: 5,2 = —-— 3 (x,-m,)? =5,6381, & = 1 Zn:(yi -m,)’ =121,4,

n_li:l n_lil

=}

vyberové kovariance:s = nil (x, =m,)(y, -m,) = 24,2571,
4=

vybérového koeficientu korelace,, = %2 =0,927.

2




Realizace testové statistiky;, =

,Nn—2
Ji-r)

= 8,912,

riticky obor W = (= 00, = t 130, (13)) 0 (1 45(13), 00) =(~ 0, - 3,012, 1 (3,012, ),
ProtozZet, OW, hypotézu o nezavislosti vé&l X a Y zamitame na hladirvyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvySe 1%
jsme tedy prokéali, ze mezi pétem sm¢n odpracovanych zadsic a pétem zhotovenych vyrolikexistuje zavislost.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvoiime datovy soubor o dvou prémmych X, Y a 15 fipadech. Dvourozemnou normalitu dat ad¢ime pomoci dvou-

rozmerného tékového diagramu — viz vyse.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Koréhd matice — OK — 2 seznamy (obd. matice) — X, Yk--Ona zalozce Moz-
nosti vybereme Zobrazit detailni tabulku vyslédkVypcaiet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)
Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
(Celé ptipady vynechany u ChD)

Prom. X & Primér Sm.Odch. r(X,Y) r2 t p N Konst. Smér. Konst. Smeérnic
prom. Y zav..Y zav: Y zav.: X zav.. X

X 18,26667 2,37447

Y 83,60000 11,01817| 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001) 15 5,010135 4,302365 1,562407 0,199812

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotol2@1B, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, eidjagici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hlagiryznamnosti 0,01 zamitame hypotézu o nezavislestiin X, Y.



1.5. Interval spolehlivosti pro koeficient korelace

: 1 1+R : - L e
Nahodna vetina Z ==In 12 (tzv. Fisherova Z-transformace koeficientu korejama piblizng nor-

12

malni rozloZeni se igdni hOantOlE(Z) = l In 1+p + P
1-p 2(n-1)

(2. gitanec Ize @ vétSim n zanedbat) a

rozptylemD(Z) = 1

n-3
L ) _Z-E(2 _ : .
Standardizaci valiny Z dostaneme veiinu U = W ktera ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

L . 1. 1+p
Tudiz 100(1e)% asymptoticky interval spolehlivosti preln=—— bude mit meze + .
(16)% asymptoticky P PrS 1-p In-3

Interval spolehlivosti prg pak dostaneme 2mou transformaci.

ul—a /2

Poznamka Jelikoz Z = arctgh B, dostavame B = tgh Z a meze intervalu sledlivosti prop mizeme psé

u e —-e”
ve tvarutghl Z + =22 | pricemztgh x = .
g( x/n—3j > < e +e”



1.6. Rriklad: Ucitel télocviku zjistoval, zda existuje vztah mezi¢giem shyli (velicina X) apoctem Klika (velicina Y) u 1£
nahodr vybranych chlapic

Cislo chlapcg (2 (3|45 |6 |78 (9 [101112131415
Patet shylii |1 (3 (2|6 |6(14 |[3|5(6]2| 1] 1 8
Paiet klika |10151504025731130354 110149 (64
Za predpokladu, Ze uvedené Udajeifutiselné realizace nahodného wkibrozsahu 15 z dvourozZmého normalniho roz-

lozeni, vypdtéte vykerovy korel&ni koeficient a na hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jseravislé
nahodné vetiiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehéitrgpro skuteény korela&ni koeficientp.

Reseni Predpoklad o dvouroz#énné normali¢ dat owiime orientané pomoci dvourozgrného tékového diagramu.

60

40

~ 20

-20

Vzhled diagramu d¢i o tom, ze pedpoklad je oprawimy.
Testujeme Kt p = 0 proti H: p # 0. Vypaitame R, = 0,9276, tedy mezi gtem shyli a patem klika existuje silna fima
linearni zavislost. Testova statistika: T = 8,93aMntil { o713) = 2,1604, kriticky obow = (—oo,—2,160zy O <2,1604oo). Jeli-

koz TOW, zamitame na hladinvyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidmelX a Y.

Vypositamez = Lin it Re - 1), 1+09276
2 1-R,, 2 1-09276

=16409. Meze 95% asymptotického intervalu spolehlivosti gpjsou

tgh(l64091%j, tedy 0,7914 9 <0,9761 s pravppodobnosti pblizn¢ 0,95.



Vypocéet pomoci systemu STATISTICA:

Statistiky — Analyza sily testu©dhad intervald Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: 0,92781, Spolehlivost
0,95 — Vypdetni algoritmus: zasSkrtneme Fisherovo avgdni) — Vypgitat.

Odhad intervalu
Jedna korelace,
t-test
Hodnota
Pozorovany korel. koef. R 0,9276
Korelace dle nulové hypotézy (RG0) 0,0000
Oboustranna p-hodnota 0,0000
Velikost vz. ve skup. (N) 15,0000
Interval spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti (Fisher. Z pavodni):
RG6:
Dolni mez 0,7914
Horni mez 0,9761

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koedict korelace ma tedy meze 0,7914 a 0,9761. (ProtoZze nepokmysa h

notu 0, zamitame hypotézu o nezavislostidielX, Y na asymptotické hladinvyznamnosti 0,05.)



1.7. Porovnani koeficientu korelace s danou konstaou
Necht’ c je realna konstanta. Testujemy: p = ¢ proti H: p # c. (Tento test se provadi fapehdy, kdyz ex-

perimentator porovnava vlastnosti svych dat s mtzsini uvadnymi v literatde.) Test je zalozen na statis-

tice U = Z—}In1+c— ¢
2 1-c 2(n-1)

N(0,1), ﬁiéemzz:%m%

j\/ n — 3, kterd ma za platnostighbro n> 10 asymptoticky rozlozeni

je tzv. cKriticky obor pro test kliproti obou-

12

stranné alternativtedy jeW = (—oco,—u, )y 0{u,,,,%). Hy zamitame na asymptotické hlaglinyznam-

nostia, kdyz uow.



Priklad: U 600 vzork rudy byl stanoven obsah zelez&uha analytickymi metodami s vgtovym
koeficientem korelace 0,85. V literduse uvadi, ze koeficient korela¢ehto dvou metod ma byt 0,9. Na
asymptotické hladkvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu

Ho: p = 0,9 proti H: p #0,9.

. 1 1+0,85 1, 1+09 09
Redeni Z="In"—"-=1,2562 U=|12562-"In>—— - \/600-3=-52976
2 1-085 SaR (]’ 2 1-09 2(600- 1))

Uo.975= 1,96, W = (— 00,~196) [] <1L96,00). ProtozeU JW |, H, zamitdme na asymptotické hlaglin

vyznamnosti 0,05.



Vypoéet pomoci systému STATISTICA (pouze piblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesbydili: r, %, piméry — OK — vybereme Rozdil mezi &ima korelgnimi
koeficienty. Do poldka r1 napiSeme 0,85, do pdda N1 napiSeme 600, do pida r2 napiSeme 0,9, do pika N2 ngiSemq
32767 (¥tSi hodnotu systém neumozni) - V¢pt Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitame aulbypotézu na

asymptotické hladihvyznamnosti 0,05.

Rozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

m: [85 ] wefo [ O Jednost. | Vipode
— — - 0000

@[50 [ wefmr [° = Oboush

Rozdil mezi dvéma priimény [nommalni rozdéleni]

p: [0, [Jsmodrft. [ nifio [ etooo0  Vipoze

[ 5| O Jdedrostr,
Pi2: [0, Elsmodz[1. [ nzfio [ s

VibErovy primer vs. stfedni hodnota
Rozdil mezi dvéma pomény
p1: [so000 [ w0 [ C Jednos,  Vpolet |
P2 E.SDEIDU'@ nzlio @ 10000 5 Oboustr.

Pokud bychom chlili pomoci systému STATISTICA proveéstgsrEjSi test s vyuzitim statistiky U, iieme
vypccitat Fisherovu Z- transformaci pomoci Prgpddobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadarakzeei vibérovéhc

koeficientu korelace, rozsah wWn. Zajima nas Fisher



1.8. Porovnani dvou koeficieni korelace

Necht jsou dany dva nezavislé nahodné &yto rozsazich n a z dvourozmirnych normalnich rozlozeni
s korel&nimi koeficientyp ap . Testujeme bl p =p proti Hi: p#p .

Ozname R, vybsrovy korelani koeficient 1. vybru a R, vyb&rovy korelani koeficient 2. vybru.

Polozmez=1nl"Re g7 =13 ¥R
2 1-Ry 2 1-Ry,

Plati-li Hp, pak testova statistika = zl—z a ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

V3t

Kriticky obor pro test K proti oboustranné alternativedy jew = (-, - u;_q;,) 0 (Usq/2,%).

Ho zamitdme na asymptotické hlaglwvwznamnosti, kdyz uow.



Priklad: Lekarsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci |AtekB v mai pacienti
trpicich utitou ledvinovou chorobou. U 100 zdravych jedigmil vybérovy korel&ni
koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 &#2 dsob trpicich zmémou chorobou byl

0,37. Na asymptotické hladivyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze kaml&oeficienty

v obou skupinach se nelisi.

1. 1+ 065 1. 1+ 037
5 xans Z=21n = 077532 =2 n = 0,3884
Reseni == 5" 1- 065 : 1- 037 ’
_0,7753-0,3884 _
. \/ 1 4 1 B 2’9242, Uo,975— 1,96, W = (_°°’_ 1'96> L <1'96’°°).
100-3 142-3

ProtozeU W, H, zamitdme na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testydi: r, %, pameéry — OK — vybereme Rozdil
mezi d¥ma korel&nimi koeficienty. Do potika r1 napiSeme 0,65, do pdda N1 napiSeme 100
do poltka r2 napiSeme 0,37, do pida N2 napiSeme 142 - Vypet. Dostaneme p-hodnotu
0,0038, tedy zamltame nulovou hypotézu na asymfptohitadirt vyznamnosti 0,05.

~ Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

it |,EE~ E m;ih_‘ﬂ] E et : T

FRILEE {*  Dboustr.

iz [37 @ N2 [142 g
Riazdil mezi dvima priméty (nomaint rozdlent)

pii: [0, [Esmodi[i. [ Nifio [ piroooo  Vipotet
P [0, [Esmod2[i. [ nefio [&] ¢ Jednost:

(*
[ Wib&owd priimén ve. stfedni hodrota Oboustr

Ho;dfl mezi dvéma poméy i
P1: [s0000 [ N[0 [ oy dednosts Vjpoget
p2 | 50000 E Nz [10 @ LI & Oboust



2. Mnohonasobna korelace

2.1. Varianéni, korelaéni a kovarianéni matice

Nech’ X = (Xy, ..., Xp)' je nahodny vektor. Ozigane

w = E(X) sttedni hodnotu ndhodné wghy X;,

o2 = D(X;) rozptyl ndhodné veliny X;,

cij = C(X;, X;) kovarianci nahodnych veln X;, X; (pfitom o = i)
pi = R(X, X)) koeficient korelace nahodnych vt X, X

Vektor EX) = (1, ..., Hp)’ S€ nazyva nahodného vektorX.
Ctvercova maticéadu p vark) = (Gi)ij=1, ... p S€ NAzyvéa nahodného vektorX.
Ctvercova maticeéadu p corX) = (Pij) ij=1, ..., p S€ NAZYV& nahodného vektorX.

Je Zejmeé, Ze variaini matice a koretani matice jsou symetricke.

Nech’ X = (Xy, ..., Xp)’aY = (Yy, ..., Yg)' jsou nahodné vektory.
Matice typu pxqg cow,Y) = (C(X;, Y))) se nazyva vektor X, Y.
Matice typu pxqg coiX,Y) = (p(Xi, Y;)) se nazyvé vektor X,Y.



2.2.0dhady pro jeden nahodny vektor
Neclt X je ndhodny vektor, ktery ma p-rogmé rozlozeni s vektoremretinich hodnof, variartni matici
var(X) a korel&ni matici corK). Necht je dan nahodny vyo X1 = (Xqg, ..., X1p)', -, Xn = Kng, o0y Xip)'

rozsahu n z tohoto rozlozeni.
1 n

Nestranny odhad vektop je M =My ..., M), kde M, ==> X, je vykero-
n =1

vy pramgr j-tého vykEru, j=1, ..., p.
1 oo

Nestranny odhad matice vX) je S=(§) = —Z(Xi -M )(Xi -M ) fadu p.
N—1i=
Vychyleny odhad matice cof{ je R = (R;), kde R je vykerovy korela&ni koefi-
cient i-té a j-té slozky vektond, tedy
S
R, :ﬁ, L =1, ..., p. (Jeirjmé, Ze diagonalni prvky mati€ejsou jedntky a maticerR je symet-

1} ])



2.3.Priklad: U 28 nahod& vybranych osob byly zji®vany tyto udaje:
Sex ... 1 —muz, 2 — zena (niuizzen bylo po 14)
vyska (v cm), hmotnost (v kg), bot§iglo bot).

Vypoctéte realizaci vyBrové variani matice a vytrové korel@ni matice. (Soubor udaje_o_lidech_1.sta)

Reseni:
Statistiky — Vicenasobna regrese - P¢éane Zavisla boty, nezavislé vyska, hmotnost— OKk—O

Residua/pedpoklady/pedpowdi — Popisné statistiky — DalSi statistiky — Koeaute resp. Korelace.

Vybérova variagni matice Vybérova korel&ni matice
Proménna| vyska | hmotnost boty Proménna| vyska | hmotnost boty
vyska 112,8611 161,0926 41,45370 vyska 1,00000C 0,96197S 0,963360C
hmotnost | 161,0926 248,4709 61,99206] |hmotnost | 0,96197¢ 1,000000 0,970948
boty 41,4537 61,9921 16,40608| |boty 0,96336C_0,970948 1,000000

Z vybérové variakni matice plyne, ze nejtsi variabilitu ma hmotnost, pak vySka a nakogisto bot.

Z vybérové korel@ni matice plyne, ze mezi vSememi dvojicemi prominnych existuje velmi silnaipma linearni zavislost,

Vi o

Upozornéni: Pro vyp@et €chto matic lze pouzit i modul Pokii linearni/nelinearni modely — viz 2.5.



2.4. Odhady pro dva nahodné vektory

Nech’ nahodny vektoX ma p-rozndrné rozlozeni a ne€tXy, ..., X, je nahodny vyér z tohoto
rozlozeni. Nectinahodny vektol ma g-rozndrné rozlozeni a nec€hy 4, ..., Y, je nahodny vy-
bér z tohoto rozlozeni.i#dpokladejme, ze élrozlozeni maji konaé druhé momenty. Neth

cov(X, Y) je kovariatni matice &chto vektoi a corf, Y) je korel&ni matice &chto vektot.
. 1o : 1o, .
Ozn@&me M, :ﬁéx”’J:l""p’M“ :HéYij,J:L...,q,

Mx = (Mxy, ..., MXp)’: My = (Myy, ..., MYq)’-

Nestrannym odhadem kovariam matice couX, Y) vektori X, Y je

vektorti X, Y definovana vzorcersyy = (S)) = il (X =M )Y =M, ),i=1, ... p,
n —

j=1,...,0.
Vychylenym odhadem koralai matice corX, Y) vektorfi X, Y je
vektort X, Y definovana vzorceRyxy = (R;), kde R je vykeérovy korel&ni koeficient i-té a j-té

slozky vektoti X, Y,i=1, ...,p,)J=1, ..., Q.



2.5.Priklad: Nech’ vektorX = (Xy, X, X3)' obsahuje udaje o vysce, hmotnostisiu bot mua,
vektorY =(Y4, Y,)' obsahuje Udaje vySce a hmotnosti zen. \&y§te realizace vyérove
kovariartni a vylErové korelgni matice vektar X, Y. (Soubor udaje_o_lidech 2.sta)
Reseni:

Statistiky — Pokréilé linearni/nelinearni modely — Obecné linearnidely — OK — Zavisle
pronmenné: Vyska z, Hmotnost_z — Spojité nezavislé gimma: Vyska m, Hmotnost_m,
Boty m — OK — na zalozce Moznosti zaskrtneme Bezddnu — OK — na zalozce Matice
vybereme Kovariance resp. Korelace. Ve vzniklydiutikach ponechame pouze posledrd dv
prongnné a prvnii pripady.

Vybérova kovariatini matice Vybérova korelgni matice

Sloup.4 Sloup.5 Sloup.4 Sloup.5
Efekt Vyska_z | Hmotnost_z Efekt Vyska z | Hmotnost_z
Vyska_m 10,81319 17,39560 Vyska m 0,467318 0,767160
Hmotnost m |15,70879 15,22527 Hmotnost_m |0,514047 0,508409
Boty m 4,43407 5,13736 Boty m 0,560289 0,662427

Upozornéni: Pro vyp@et €chto matic lze pouzit i modul Vicenasobna regregse 2.3.



2.6. Koeficient mnohonasobné korelace

Intenzitu linearni zavislosti mezi nahodnou ¥@lou Y a nahodnym vektore = (X, ..., Xp)’

méfime pomoci py2x. Jeho druha mocnina je dana vzorcem
py. x 2 = cor(Y,X) cor(X)* corX, Y).

Ma tyto vlastnosti:

a)py. x>0

C) p\(.xl...xp 2.2 p\(.xlx2 = p(Y, xl)

d)py. x = 1~ existuji konstantWo, B, ..., Bp tak, Ze Y Py + P1X1 +... +Pp Xp.



2.7. Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace
Necht’ nahodny vektor (Y, 4, ..., X;)’ ma (p+1)-rozndrné rozlozeni s koeficientem
mnohonasobné korelape .
Necht’ je dan nahodny v (Y, Xi1, ..., X1p)’y -y (Yn, Xng, ---, Xpp)’ rozsahu n z tohoto
rozlozeni. Pak jako odhag x slouzi Ivc, jehoz
druh& mocnina je dana vzorcem

rv.x° = Ryx R™ Rxy,
kde R/ je vybirova korel@ni matice velliny Y a vektoruX (v tomto fipac se redukuje na

vektor (r,, ...r, ) @R je vyberova korelgni matice vektorx.

Vlastnosti koeficientu mnohonasobné korelacersadseji i na vyrovy koeficient

mnohonasobné korelace.



Priklad: Pri zkoumani zavislosti hodinové vykonnos#iika (velcina Y — v kusech) na jehaku (velicina X; — v letech)

a dolg zapracovanosti (veiina X, — v letech) byly u 10 ndhodivybranych dinika zjisteny tyto udaje:

Y |67[65|75/66|77|84/69|60| 70|66
X1143[40[49/46[41|41|48|34|32|42
X6 |8 14148 |12/16]1 |5 |7

Vypoctéte vybérovy koeficient mnohonasobne korelagg, , , popisujici zavislost hodinove vykonnostimika na na jeho

véku a dols zapracovanosti.
Reseni:
Statistiky — Vicenasobna regrese — P¥ong — Zavisla prognna Y, seznam nezav. prémnmych X1, X2 — OK — OK.

Koeficientr, , . , najdeme v zahlavi vystupni tabulky pod a@rdm R = 0,54

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Upravené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 Z b* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397 3,425299 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 0,167937

Jeho druhd mocnin@zn. R2) nantika, zevariabilita vykori déIniku je z 29% vys¥tlena jejich ¥kem a dobou zapracova-
nosti



2.8. Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu mnohasobné korelace

Necht’ nahodny vybr (Y, Xi1, ..., X1p)'s -y (Yn, Xna, ..., Xnp)’ PpOChazi z (p+1)-roz&rného

normalniho rozlozeni, které ma koeficient mnohobasdorelacey. x. Musi platit n > p+1.

Testujeme hypotézudHpy. x = 0 proti H: py. x # 0. Vzhledem k tomu, ze se jedna o &yb

z (p+1)-roznérného normalniho rozlozeni, testujeme, zda exigtéyeslost mezi vedinou Y a

vektoremX. (Je-lipy. x = 0, pak z vlastnosti (b) plyne, g€Y,X;) =0 provSechnai=1, ..., p,

tudiz nahodné valiny Y a X jsou stochasticky nezavislé pro vSechna i = 1p.).,

n-p-1_ r,,
P 1-r,

obor:W =(F_ (p,n—p-1),»). JestlizeFOW, Hy, zamitame na hladénvyznamnosti.

Testova statistik& =

> seridi rozlozenim F(p, n-p-1), pokud,iglati. Kriticky



2.9. Fiklad
Predpokladame, Ze udaje o vykonnosti 10 nakagbranych diniki, jejich wku a dols zapracovanosti fpdstavuji
ciselné realizace ndhodného ¥gdrozsahu 10 zéitozmérného normalniho rozlozeni. Na hlaglvyznamnosti 0,05

testujte hypotézu, Ze vykortldika nezavisi na jehatku a dolk zapracovanosti.

Reseni

Statistiky — Vicenasobna regrese — R¥ong — Zavisla progmna Y, seznam nezav. prénmych X1, X2 — OK — OK.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Upravené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.

N=10 Z b* zb

Abs.clen 86,74217 25,32397 3,425299| 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 0,167937

Hodnota testové statistiky pro test nevyznamnastfikientu mnohonasobné korelapg(xllxz) je 1,4411, poet stupii

volnosticitatele je 2, jmenovatele 7, odpovidajici p-hodnetd, 2991, tedy na hladirvyznamnosti 0,05 nezamitame

hypotézu, Ze vykondhika neni zavisly na jehatku a dolé zapracovanosti.



3. Parcialni korelace

3.1. Koeficient parcialni korelace

Necht' Y, Z jsou nahodneé veliny aX = (X, ..., X;)’ je nahodny vektor. Koeficient korelace
p(Y,Z) udava mirudsnosti linearniho vztahu mezi v@hami Y a Z. Ta vSak fize byt ovlivieéne
| tim, ze mezi velinami Xy, ..., X, existuji velginy, které silg koreluji jak s Y, tak se Z. Zima
nas proto, jaka je¢ista” korelace mezi Y a Z, kdyz se eliminuje vli@hodneho vektori.

Pokud se omezime na linearni vztahyizeme vliv vektoruX na veltinu Y popsat linearni re-
gresni funkci

Y=a+pX, kde p = var(X)™* cov(X,Y), a = E(Y) - p'E(X).

Tu ¢ast veléiny Y, kterou vektoiX nevyswtli, si mizeme pedstavit jako reziduum Y'Y . Ana-
logicky pro veltinu Z dostavame

Z =y +&X, kded = varX)™* cov(X,Z2), vy = E(Z) -8 E(X),

tudiz reziduum Z Z chapeme jako t&ést velginy Z, kterou vektoX nevyswili.



Koeficient korelace

mezi rezidui Y¥ a Z -Z se nazyvé

nahodnymi veliinami Y a Z fi pevrgé daném vektoriX a zn&i sep, ,, .

Tedyp,,, =p(Y - Y, Z - Z). Paita se podle vzorce

p(Y,Z)-coY,X)cor(X) " coX,Z)

pY,Z.X =
J

1-coY,X)cor(X)™ couX,Y )][1— cor(Z, X)cor(X)*corX, Z)|

mezi



3.2. Vybkérovy koeficient parcialni korelace

Necht’ nahodny vektor (Y, Z, 4, ..., X;)’ pochazi z (p+2)-roz&rného rozlozeni, které ma
parcialni korelani koeficientp, , , .

Necht’ je dan nahodny vyio (Y1, Z1, Xu1, .., Xip)'s -y (Y Zny Xna, -.., Xnp)’ FOZsahu n z tohoto
rozlozeni. Musi platit n > p+2. Jako odhagd, , slouzi
r

Y,ZX "

r — rYZ B SYX R XX _1SXZ
Y,Z.X = —
\/ .1 -~ SYX R XX 1SXY ][1 - SZX R XX 1SXZ _




3.3. Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu paéini korelace

Budeme pedpokladat, ze uvedeny nahodny &ypochazi z (p+2)-rozénného normalniho roz-
lozeni.

Testujeme hypotézudpy 2. x = 0 proti H: py z . x # 0.

Vzhledem k tomu, ze se jedna o ¥yla normalniho rozlozeni, testujeme, zda existayastost
mezi Y a Z i eliminaci vlivu X.

AN—-p—-2

1-r,..°

Y,Z.X

Kriticky obor:W =(-e,t,_.(n—-p-2))0(t,,,(n—p-2),»).

, _y r e 1 . . ;
Testova statistikd, = "= seridi rozlozenim t(n-p-2), pokudghblati.

JestlizeT, W, Hy zamitame na hladinvyznamnosti.



3.4. Fiklad

Pro data z pkladu o vykonnosti &éinika vypoctéte vykerové parcialni koretani koeficientyr, , , .1, « , interpretujte je,
porovnejte je s oligjnymi vykErovymi korel@&nimi koeficientyr,, ,r,, a proo = 0,05 otestujte vyznamnost uvedenych
parcialnich koreknich koeficient.

Vypoéet pomoci systému STATISTICA
Nejprve vyp@teme koeficient korelace mezi vykonemgkem
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Koréfd matice — OK — 2 seznamy — 1. seznam Y, 2. se2fiatd, — Vypcet.

Proménna X1
Y 0,2287

Dale vyp@teme parcialni koretmi koeficient mezi vykonem akem g@i vylouceni vlivu doby zapracovanostiotestujem
jeho vyznamnos

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Koréfd matice — OK — na zalozce Moznosti zaSkrtneme&abr, Urovig p,
pocty N, na zalozce Detaily zvolime Parcialni korelace seznam prognnych Y, X1, druhy seznam prémmych X2 —
OK

Proménna Y X1
Y 1,0000 -,3286
p=--- p=,388
X1 -,3286/ 1,0000
p=,388 p=---

Korelatni koeficient mezi vykonem akem vySel 0,2287, tedy s rostoucigkem roste vykon. Parcialni korétd koefia-
ent mezi vykonem agkem i vylouceni vlivu doby zapracovanosti vySel -0,3286, tedginiki se stejnou dobou zapr
covanosti klesa s rostoucirdkem vykon.

Odpovidajici p-hodnota je 0,388, tedy na hladiyjznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznampgs,, .



Nyni vypaiteme koeficient korelace mezi vykonem a dobouaapranost

Proménna X2
Y 0,4538

Dale vyp@teme parcialni koreéai koeficient mezi vykonem a dobou zapracovandastryouceni vlivu wWku praovnika &
otestujeme jeho vyznamnost.

Proménna Y X2
Y 1,0000 ,5026
p=--- p=,168
X2 ,5026/ 1,0000
p=,168 p=---

Korelatni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanog$el 0,4538, tedg¢im delSi doba zapracovanosti, tim ¢
vykon Elnik podava. Parcialni koralai koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanastvyouceni vlivu wku vySe
0,5026, tedy u stefnstarych dinika je porekud silrgjSi prima linearni vazba mezi vykonem a dobou zapracastano

Odpovidajici p-hodnota je 0,168, tedy na hladigznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznampos , .



