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Abstrakt

V této bakalarské préaci se vénujeme Markovskym fetézctim se spojitym casem,
které na zavér vyuzijeme v oblasti pojistovnictvi. V teoretické ¢asti jsou popsany
vlastnosti a chovani tohoto Tetézce, z nichz vynika jedna markovska vlastnost tzv.
,bezpameétovost. V praktické ¢asti je pomoci Markovského retézce modelovan sys-
tém bonus-—malus, ktery se pouziva v pojisténi automobili a slouzi k ohodnoceni
ridici pomoci slev (bonust) ¢ prirdzek (malusi) na pojistném na zékladé jejich
nehodovosti. Vysledkem prace je urc¢eni optimalni vysSe pojistného a posouzeni efek-
tivnosti zvoleného teoretického modelu.

Abstract
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Uvod

V zakladnim poctu teorie pravdépodobnosti se zkoumé pravdépodobnost jevil neza-
visle na case. Nahodny proces popisuje zménu téchto jevi v ¢ase, obecné miizeme
fici, Zze ndhodny proces je mnozina nadhodnych veli¢in zavislych na urcitém poctu
parametri. My se zaméfime na procesy s jednim parametrem ¢, ktery predstavuje
cas. Tyto ndhodné procesy se nazyvaji stochastické procesy. A Markovovy Tetézce
jsou jejich nejjednodussim pripadem.

Typickou vlastnosti Markovova fetézce je jeho ,bezpaméfovost®, to znamena, ze
budouci hodnoty zavisi jen na soucasnych hodnotach tohoto fetézce, ne na minulych.
Této vlastnosti je vyuzito v celé fadé oborti, napt. v ekonomii, biologii, fyzice, chemii.
Jelikoz jsem student oboru Financéni a pojistna matematika, rozhodla jsem se vyuzit
tento Tetézce v modelu pojisténi automobilt.

Cilem této prace je popsat zdkladni vlastnosti a chovani Markovského Tetézce
specialné ve spojitém case a poté najit uplatnéni téchto fetézci. Zakladni pojmy
teoretické ¢asti jsem zpracovala na zékladé materidli [2], tyto poznatky jsem rozsitila
o literaturu [8], [6] a [4]. Nasleduje praktickd ¢ast, ve které ukdzeme, jak se da
tento Tetézec vyuzit v pojisténi automobili. Zaméiime se na modelovani systémi
bonus—malus, tj. nastavovani vyse pojistného podle nehodovosti fidi¢ii. Zde byl mym
hlavnim zdrojem [3].

V Kapitole 1 osvétlime pojem stochasticky proces, ktery nam pomtze pri po-
chopeni samotnych Markovskych tfetézcii. Druha kapitola se uz vénuje Markovskym
fetézclim se spojitym casem, definujeme si zakladni pojmy a charakteristické vlast-
Markovského Tetézce, zpracovanych prevazné podle [7]. Teoretické vysledky z druhé
kapitoly vyuzijeme v Kapitole 4 k modelovani systému bonus—malus, ktery je vyu-
zivan nejvice v pojisténi automobilti. Tento specidlni tarifni systém skladajici se z
urc¢itého poctu ttid ma za tkol rozdeélit fidice do jednotlivych bonusovych tiid podle
poc¢tu nahlasenych skod, a tim i spravedlivéji urcéit vysi pojistného pro kazdého fi-
dice. Pti zptisobeni nehody tidi¢ klesd do horsi tiidy, kde ziskavd malusy (prirdzku)
k pojistnému, naopak pri jizdé bez nehod, tidi¢ postupuje do lepsi tridy, kde obdrzi
bonusy (slevu) na pojistném. Nasim cilem a také zavérem je v Kapitole 5 stanovit
optimalni relativni sazby ke kazdé tiidé a zhodnotit efektivnost zvoleného modelu.

— VU —



Kapitola 1

Stochasticky proces

Markovsky fetézec je jeden ze zakladnich prikladii stochastického procesu. Uvedme
si proto nejdiive definici tohoto nahodného procesu.

Definice 1. Necht (Q2,.A, P) je pravdépodobnostni prostor a T neprazdnd podm-
nozina R. Pak systém ndhodnych veli¢in {X;,t € T} definovanych na (2, 4, P) se
nazyva stochasticky proces.

Mnozina vSech hodnot, které mize X; nabyvat, se nazyva mnozina stavi a znaci
se J.

Véta 1. Necht {X;,t € T} je stochasticky proces. Pak podle povahy mnoziny 7'
rozlisujeme
e proces s diskrétnim casem, je-li T' spo¢etnd mnozina, tj. T' = (tg,t1,...)

e proces se spojitym Casem, je-li T interval, zpravidla 7' = (0, c0).

Necht {X;,t € T} je stochasticky proces. Dle stavu hodnoty X; rozliSujeme
e proces s diskrétnimi stavy, je-li ndhodné veli¢ina X; diskrétni

e proces se spojitymi stavy, je-li nahodna veli¢ina X, spojita.



Kapitola 2
Spojité Markovské retézce

Predpokladame-li, ze se prechody mezi jednotlivymi stavy mohou uskutecnit v libo-
volné blizkych ¢asovych okamzicich (lisici se o prirustek A blizici se k nule), mluvime
o Markovském ¢i Markovové fetézci se spojitym casem (téz zkracené markovsky pro-
ces). Ndhodné proménné X; nabyvaji hodnoty pritazené urcitym stavim. Uvazujeme
zde tedy diskrétni stavovy prostor a spojity cas.

Definice 2. Systém celoc¢iselnych nahodnych veli¢in {X;,t > 0} definovanych na
(Q, A, P), jehoz slozky X; nabyvaji hodnot z mnoziny stavi .J, se nazyva markovsky
proces se spojitym casem, jestlize splnuje nasledujici predpoklady:

1.VjeJIteT:P(X;=3j)>0

2. Pravdépodobnost vysledku v ¢ase n zavisi pouze na ¢ase n — 1 (budouci stav
zavisi pouze na stavu pritomném, nikoli na stavech minulych). Tento vztah je
nazyvan jako markovska vlastnost, kterou mizeme zapsat nasledovné

vto,tl,...,tneT(to <t < <tn) aprijo,jl,...,jnG J:
P<th = jn|th,1 = jn—h s 7Xto = ]0) = P(th = jn|th,1 = jn—l)

3. Pravdépodobnost nasténi 2 a vice prechodu v intervalu délky A se rovna o(h).
Symbol o(h) predstavuje funkei f(h), pro kterou plati

0]

h—04 h - O

Jak vidime, tato pravdépodobnost je velmi mald, tudiz ji mizeme zanedbat.
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Oznacéme

Xy = 7 jev, zZe Tetézec v okamziku t je ve stavu j

P(X; = j) = p;(t) absolutni pravdépodobnost stavu j v okamziku ¢

p(t) = (..., p(t)
(

P(Xy = j) = p;(0) pocatecni pravdépodobnost stavu j

,...) vektor absolutnich pravdépodobnosti

p(0) = (...,p;(0),...) vektor pocatecnich pravdépodobnosti

P(Xytn = j| Xy = i) = pi;(t,t + h) pravdépodobnost pfechodu ze stavu ¢
v okamziku t do stavu j v okamziku ¢t + h

P(t,t+h)=|--- p;(t,t+h) ---| matice pravdépodobnosti pfechodu mezi

okamziky t a t+h

2.1 Vlastnosti Markovského retézce

Véta 2. Necht {X;,t € T} je markovsky fetézec. Pak plati podminky Vi,j € J a

Vit, h,

geT:

pij(t,t +h) >0,
P(t,t+ h) > 0, kde 0 predstavuje nulovou matici

1 prot=j
ij (L, 1) = . )
pij(t.t) {0 pro i # j
P(t,t) = I, kde I prestavuje jednotkovou matici

> iesPij(t,t + h) =1 (tj. stochasticky vektor),

P(t,t + h)e = e, kde e predstavuje sloupcovy vektor ze samych jednicek
Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnice:

pij(t,t +h+g) = Spespin(t, L+ R)pr(t + ht + b+ g),
P(t,t+h+g)=P(t,t+h)P(t+ h,t+h+g)

Zakon evoluce:

pi(t+h) = Xyespr()pr;(t,t + h),
p(t+h) =p(t)P(t,t+h)
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Diikaz. Nyni dokazeme vyse zminénou Chapman-Kolmogorovovu rovnost

pii(t,t +h+9) = pi(t,t + h)pej(t + bt +h+ g) (2.1)
keJ

Vyuzijeme zde vétu o uplné pravdépodobnosti P(A) = Y, P(A|By)P(By) a markov-
skou vlastnost. Oznacme jevy A = {Xiinig = Jj}, Br = {Xeon =k} a C = {X, = i}.
Pak miuzeme psat:

pij(tat+ h + 9) = P(Xt-i-h—i-g = j|Xt = 2) = P(A|C) = ZP(A|BkO)P(Bk|C)
k

=Y P(Xishig = J1 Xern = b, Xy = ) P(Xypn = k| Xy = 1)

keJ

= P(Xipnig = j1Xern = B)P(Xoyn = kI X; = 0)
keJ

=" palt, t 4+ R)pr(t + byt + h + g).
keJ

Definice 3. Markovsky fetézec { Xy, t € T'} je homogennd, jestlize plati:
VZ,j € JVt, heT: p(Xt+h = ]’Xt = Z) = pl](t,t—F h) = pzy(h) (22)

Vztah (2.2) znamend, ze tyto pravdépodobnosti p;;(h) nezavisi na tom, mezi kterymi
okamziky k prechodu dochézi. Zavisi pouze na délce ¢asového tseku h. Matice prav-
dépodobnosti prechodu P(t,t+h) se pak rovnd P(h) a nazyva se matice prechodu za
¢asovy prirtstek h. Mame cely systém pravdépodobnosti {p;;(h),h > 0} takovych,
ze Y jeypij(h) = 1, tudiz i cely systém matic {P(h),h > 0} obvykle definujeme
P(0) = I. Nadale budeme predpokladat, ze dany Markovuv Tetézec je homogenni
(dokud nebude uvedeno jinak) a budeme jej znacit HMR.

Véta 3. Necht {X,,t € T} je HMR s vektorem pocatecnich pravdépodobnosti p(0)
a systémem matic prechodu {P(h), h € T'}. Pak pro Vh,g € T plati:

Diikaz. Pro kazdy prvek matice (2.3) plati:

p’L] h + g Z pzk pk]
N——— kGJ

1—j i—k k)*)j
Necht mame dany stav 7, j a spocetné mnoho stavi k. Pravdépodobnost pre-
chodu ze stavu ¢ v case 0 do stavu j v ¢ase h+ g se da chapat jako pravdépodobnost
sjednoceni disjunktnich jevi, tj. soucet pravdépodobnosti prechodu ze stavu i v case
0 do stavu k v Case h a prechodu ze stavu k v Case h do stavu j v ¢ase h + ¢g. Zmi-
néné pravdépodobnosti prechodu jsou reprezentovany cestami z ¢ — k a z k — j.
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Spojenim téchto cest ziskdme cestu z ¢ — j. Tento proces mizeme nazornéji vidét
na obrazku 2.1.

Druhy vyraz dokézeme obdobné; pro kazdy prvek matice (2.4) plati:

Pj(h) = ZPk(O)pkj(h)-

keJ

Princip je stejny, jenom zde nemame pocatecni stav i. Zde mize nastat jakykoli.
Sec¢teme-li vSechny pravdépodobnosti, predstavujici cesty z téchto stavi k, ziskame
pak cestu z k — j, kterou mizeme vidét na obrazku 2.2. O

mozné stavy k

mozné stavy kK

Obrazek 2.1 Obréazek 2.2

Poznamka. Uptesnime zde pojem pravdépodobnosti setrvani ve stavu 7. Mohou na-
stat dvé na prvni pohled identické situace:

4 pzz(h) = P(Xs =1,Vs € <0; h>|XO - Z>

oznacuje pravdépodobnost, ze proces byl ve stavu ¢ v ¢ase 0 a tento stav @
neopusti do casu h,

o p(h) = P(X) = i|Xo = 1)

oznacuje pravdépodobnost, ze proces byl v case 0 ve stavu ¢ a také v case h
je ve stavu ¢. Také zahrnuje i to, Ze proces opusti stav ¢ v ¢asovém intervalu
délky h za predpokladu, ze se zpét vrati do stavu ¢ v case h.

Pak muzeme zapsat vztah mezi témito dvéma pravdépodobnostmi nasledovné

p5(h) = pii(h) + o(h).
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2.2 DMatice intenzit prechodu

U spojitého markovského fetézce je dén cely systém matic prechodu {P(h),h € T'},
protoze fetézec za ¢as t muze projit nékolika zménami. Zapis téchto matic by byl prilis
slozity, proto zavedeme matici intenzit prechodu, ktera bude tvofena intenzitami pro
nekoneéné kratky interval h.

Méjme HMR se spojitym ¢asem. Rekneme, 7e v okamziku ¢ je fetézec ve stavu i
a za Casovy piiristek h prejde do stavu j s pravdépodobnosti p;;(h). Pak ¢islo

pij(h)
h
vyjadiuje prumérnou rychlost zmény pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ do
stavu j za prirustek h. Déle vime, ze pravdépodobnost p;(h) se limitné blizi jedné,
proto definujeme jeji doplnék 1 —p;;(h) jako pravdépodobnost, ze za ¢asovy prirtustek
h prejde tetézec do néjakého jiného stavu. Pak hodnota vyrazu

1 - pii<h)
h

vyjadiuje prumeérnou rychlost zmeny pravdépodobnosti vystupu ze stavu i za Ca-
sovy prirustek h.
Pro h — 04 nazveme tyto rychlosti zmén intenzitami.

Déle predpokladejme, ze Vi, j € J existuje

) 1 proi=y
lim p;;(h) = , 2.5
’H0+pj( ) {O pro i # j (2:5)
kterou znazornuje 2.3 a 2.4.
pij(h)f pro i#f i | p”[rh)
0 h 0 h
Obrazek 2.3 Obréazek 2.4

Definice 4. Necht {X;,t € T} je HMR se spojitym ¢asem a systémem matic pie-
chodu {P(h),h € T}. Potom definujeme (pokud nésledujici limity existuji) Vi, j € J:
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e intenzitu prechodu ze stavu ¢ do stavu j jako:

Qij = ;}H& pij}(Lh)a (2.6)
ze které si muzeme vyjadrit pst. prechodu
pij(h) = hqi; + o(h) (2.7)
e a intenzitu vystupu ze stavu i jako:
¢ = hlirg1+ 1—1;(71) (2.8)
ze které si mizeme vyjadrit pst. setrvani
pii(h) =1 — hg; + o(h) = 1+ hg;; + o(h) (2.9)

Nyni jsme si definovali intenzity zmén k tomu, abychom mohli sestrojit matici
intenzit prechodu.

Definice 5. Méjme matici Q = (g;;); jes takovou, pro kterou plati:
(i) diagonalni prvky ¢; = —¢;
(ii) gij > 0proi#jag; <0
(iii) soucet prvki v kazdém féddku je nulovy, tj. 3;c; qi; = 0,
pak @Q se nazyva matice intenzit prechodu a zapisujeme

—qo  qo1
Q=| %o —

Diikaz. Provedeme dukaz (iii) za pomoci intenzit pfechodu (2.6) a (2.8) a tvrzeni

(i):
7 h . 1— “h
S =gt = Y — = lim Pl >_hmf;<>

jes oy i£ £ 0. h=0+
~lm iz Dij(h) = 1+ pu(h) - Yjerpi(h) —1 P S
h*>0+ h h*>0+ h h%O_,_ h
]

Matici intenzit lze také vyjadrit pomoci pfechodového diagramu 2.5. Jde o orien-
tovany graf, kde vrcholy predstavuji stavy a ohodnoceni hran mezi intenzitam pte-
chodu.
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Aoz
-qo 41

Gio

Obrézek 2.5: Prechodovy diagram matice intenzit prechodu

2.2.1 Vyznam intenzit prechodu

VSechny pravdépodobnosti prechodu mohou byt vyjadfeny pomoci intenzit pre-
chodu, které je ¢asto mozné odhadnout v konkrétnich modelech. Nejdiive si ukédzeme
vyraz p;; vyjadreny intenzitami prechodu pro homogenni markovsky retézec a poté i
pro nehomogenni.

Véta 4. Necht {X,,t € T} je HMR se spojitym ¢asem a s koneénou mnozinou stavii
J. Pak plati Vh > 0
p“(t) = e_qit. (210)

Diikaz. Zde vyuzijeme soucin pravdépodobnosti p;;(t + h) = py(t)psi(h), do kterého
dosadime tvrzeni (2.7) a déle upravujeme
pii(t + h) = pu(t) (1 = hgi + o(h))
pii(t +h) = pi(t) — hgipi(t) + o(h)
pii(t + h) - pu(t) O(h)

= —pi(l)gi + ——
h pis(t)ai + —
Pro h — 0, ziskdme soustavu

d

—Dii(t) = —pii(t)q

3 Pi(t) = —pi(t)e

d

— Inpu(t)] = —q

Lo (o) = =

a jelikoz plati p;;(t) > 0, mizeme odstranit absolutni hodnotu a integrujeme ptes
(0,2)

t
n(pi(t) == [ asds = ~ta;
0
nakonec odlogaritmujeme a dostaneme
pii(t) = e %"
O

Véta 5. Necht {X;,t € T} je nehomogenni MR se spojitym ¢asem a s konecnou
mnozinou stavu .J. Pak plati pro Vh > 0

pultst 4 1) = ol Doenmnattsoris) (2.11)
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Diikaz. Zde vyjdeme z téchto dvou tvrzeni
pi(t,t +h+g) =pu(t,t + h)pu(t + h,t +h+g)

pilt+ht+h+g)=1—h > q;(t+h)+o(h)

jedj#i

a upravujeme analogicky jako u homogenniho MR.
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2.3 Kolmogorovovy diferencialni rovnice

V predchazejici kapitole jsme definovali matici intenzit prechodu @, kterou nyni
vyuzijeme v systému Kolmogorovovych diferencidlnich rovnic. Cilem této kapitoly
je urc¢it pravdépodobnosti prechodu, které ziskame jako reseni zminéného systému.
Nejprve si vsak ukdzeme, jak se fesi absolutni pravdépodobnosti. V obou téchto pti-
padech se jedné o systémy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty,
které se nejcastéji fesi pomoci Laplaceovy transformace.

2.3.1 Homogenni Kolmogorovovy rovnice

Véta 6. Méjme homogenni Markoviuv Tetézec se spojitym casem, ktery mé systém
vektortu absolutnich pravdépodobnosti {p(t),t € T'}, vektor poc¢ate¢énich pravdépo-
dobnosti p(0) a matici intenzit prechodu Q. Pak p;(t) lze vyjadrit jako Teseni systému
evolu¢nich diferencialnich rovnic

p'(t) =pt)Q (2.12)
s pocatecni podminkou p(0).

Diikaz. Necht I prestavuje jednotkovou matici. Pomoci rovnice Zakona evoluce p(t+
h) = p(t)P(t,t + h) upravujeme:

p(t+h) — p(t)

/ - . o .
p(t) = hlg& h - hlg& h
_pO(Ptt+h) —I)  pt)Qh
- hlg&r h - hlg&r h - p(t)Q

Véta 7. Necht Q je matice fadu n. Potom existuje jediné reseni systému evoluc¢nich
diferencidlnich rovnic s pocatecni podminkou p(0), které lze vyjadrit ve tvaru

p(t) = p(0)e?".
Pozdéji si ukazeme, co predstavuje tato exponencidlni funkce.
Diikaz. Tvrzeni (2.12) upravime na tvar
p'(t)
p(t)

d

ar lnp(t) =Q

=Q

a Tesime rovnici
Inp(t) = Qt + ¢
p(t) = ke,
kde za k si miiZzeme zvolit vektor p(0), tudiZ dostavame p(t) = p(0)e?’. O
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Véta 8. Pro Markoviv Tetézec se spojitym casem a kone¢nou mnozinou stavu J
lze p;;(t) vyjadrit jako feSeni systému Kolmogorovovych diferencidlnich rovnic a to
jednim ze dvou nasledujicich zptisobii:

e soustavou retrospektivnich rovnic s pocateéni podminkou P(0) = I

P'(t) = P()Q (2.13)

e soustavou prospektivnich rovnic s poc¢atecni podminkou P(0) = I

P'(t) = QP(t) (2.14)

Soustava retrospektivnich rovnic (2.13) vychazi z derivace pj;(t), kterd je vyja-
dfena pomoci vsech pravdépodobnosti prechodu do stavu j:

i) = =p(Ma; + > pa(Mag; = D pin(h)a;
keJk#i keJ

Soustava prospektivnich rovnic (2.14) vychazi z derivace pj;(t), kterd je vyjddiena
pomoci vSech pravdépodobnosti prechodu ze stavu i:

Pi;(t) = —aipiy(h) + Y qubri(h) =D qubrs(h)
ke J ki keJ

Diikaz. uveden v [9, strana 83] O

Véta 9. Necht Q je kvazistochastickd matice fadu n. Pak existuje jediné (a pro obé
stejné) Teseni systému rovnic (2.13) a (2.14), které vyhovuje pocateéni podmince
P(0) = I. Maticové lze toto feseni psat ve tvaru

P(t) = e,

kde exponencialni funkce matice @ je dana jako mocninny rozvoj

00 kik 2
Qt _ Qt_ Q g2
D I S i

Diikaz. Soustava (2.13) méa obecné fefeni P(t) = P(0)e? a soustava (2.14) m4
obecné feseni P(t) = eQ'P(0). P¥i poc¢ateéni podmince P(0) = I maji ob& soustavy
reseni

P(t) = e
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2.3.2 Nehomogenni Kolmogorovovy rovnice

Véta 10. Pro nehomogenni Markoviiv proces s kone¢nou mnozinou stavi J lze prav-
dépodobnosti p;;(t, t + h) vyjadiit pomoci systému Kolmogorovovych diferencialnich
rovnic, a to jednim ze dvou zpiisobti. My si zde ukazeme jeden pomoci prospektivnich
rovnic

P'(t,t+h)=P(t,t +h)Q(t+ h), (2.15)

tudiz pro kazdy prvek matice plati

Pytt+h) = 3 (pl-j(t, E R)gon(t+ h) — ot t+ R (+ h)).
kST k]

Diikaz. K odvozeni téchto rovnic postupujeme obdobné jako u tvrzeni (2.11). Navic
pouzijeme zapisy (2.1) a (2.9) a mizeme psat

pij(t,t+h+g)=> pu(t.t+h)prj(t + h,t +h+g)
keJ
k£
= pij(t,t+ ) (1= b gt +h) +o(h)) + 3 pir(t, t + h) (har;(t + h) + o(h))
k#j k+#j
=pij(t,t+h)—h) (pm(t, t+ Bt + h) — pa(t,t + h)a (¢ + h)) +o(h).
k#j

Nakonec vydélime h a pro h — 0, dostaneme

d
—pitt+h)= > (pz‘j (T, + h) gt + h) — pa(t,t + h)qi; (T + h))-
dt ke JkA]

2.4 Stacionarni a limitni rozlozeni

Definice 6. Mé&jme HMR se spojitym ¢asem a systémem matic prechodu {P(t),t €
T'}. Pokud pro stochasticky vektor 7w a Vt € T plati w = wP(t), pak 7 se nazyva
stacionarni vektor daného fetézce.

Reseni této rovnice mize byt kvili systému matic pfechodu { P(t),t € T'} obtizné,
proto vyuzijeme k vypoctu matici intenzit prechodu @Q, jak si ukazeme za chvili.

Véta 11. Existuje-li limita
lim p(t) = m (2.16)

t—o00

a toto limitni rozdéleni nezévisi na p(0), pak Markovuv proces nazveme regularni a
pravdépodobnostni rozdéleni 7t nazveme staciondrnim rozloZenim.
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Véta 12. Necht HMR se spojitym ¢asem m4 systém matic piechodu {P(t),t € T},
kde P(t) je regularni a matici intenzit prechodu Q = (¢;;): jes, pak stacionarni vektor
vypocitame ze soustavy homogennich diferencidlnich rovnic

7Q =0, (2.17)

kde

> m; =1 spodminkou ;>0

jet
Diikaz. Protoze stacionarni rozdéleni 7 nezavisi na case t, snadno odvodime (2.17)
dosazenim p(t) = =



Kapitola 3

Specialni markovské procesy

3.1 Poissontv proces

Poissontuv proces je jeden z nejjednodussich a zaroven nejvyznamnéjsich prikladu
spojitého Markovského fetézce. Jedna se o proces, ktery popisuje vyskyt udalosti
(stejného druhu) v case. Tyto udalosti nastavaji ndhodné, jednotlivé a vzajemné
nezavisle. ,,Jednoduchy® je v tom, ze ma velmi omezené prechody mezi stavy. Bud
miize setrvat v dosavadnim stavu nebo prejit do nejblizsiho vyssiho stavu.

Definice 7. Necht X, je pocet vyskytu urcitého jevu v case (0,t). Stfedni hodnota
poctu téchto jevi za c¢asovou jednotku je konstantni a znaci se A > 0. Potom tento
homogenni markovsky fetézec {X;,t > 0} s hodnotami J = {0,1,2...} nazyvame
Poissoniv proces s intenzitou A.

Poissontuv proces dale spliuje néasledujici vlastnosti:

e Pravdépodobnost prechodu ze stavu j do stavu j + 1 v intervalu (¢,¢ + h) se
rovna

pj,j+1 (t, t+ h) =M + O(h)

a to téz vyjadruje, ze nastala udalost.
e Pro pravdépodobnost setrvani ve stejném stavu v ¢ase (t,t + h) plati
pi(t,t+h)=1—Xh+o(h)
a to téz vyjadruje, ze udalost nenastala.

e Pravdépodobnost nasténi vice nez jedné udélosti v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ h)
je zanedbatelnd, tedy rovna o(h).

Odtud za pomoci rovnic (1.6) a (1.7) ziskdme intenzity pfechodu ¢;;11 = A,

g; = =X, ¢ij =0pro i # j, i # j+ 1 a mizZeme sestavit matici intenzit prechodu
A A 0
A A
Q= .
0 —A

14—
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Obrézek 3.1: Prechodovy diagram Poissonova procesu

Intenzity prechodu mezi stavy znazornuje prechodovy diagram 3.1.

Oznacme py(t) pravdépodobnost, ze v Case (0,t) nenastala zadna udalost a p;(t)
pravdépodobnosti, ze v case (0,t) nastalo pravé j udalosti. Na zakladé vyse uvede-
nych vlastnosti a poc¢atecni podminky po(0) =1 a p;(0) = 0 plati

po(t +h) = (1= A+ o(h))po(t)
pi(t+h) = (1= Xn+o(h))p;(t) + (Ah + o(h) )pj-1(t) + o(h).

Postupné upravujeme

po(t +h) = po(t) = —Ahpo(t) + po(
pi(t +h) —p;i(t) = —=Ahp;(t) + py(

po(t + h})L —po(t) _ “apo(t) + po(t;LO(h)
BCER =00 o 2O 000

(3.1)

Tato soustava (3.1) predstavuje systém diferencidlnich rovnic pro absolutni pravdépo-
dobnosti definovany v (2.9). Aplikovanim Laplaceovy transformace ziskdme vysledné

rovnice
At

Ly (At (32)
p(t) =e MT
Z druhé rovnice vidime, ze jsme vlastné provedli dikaz X; ~ P(At). Stiedni
hodnota poé¢tu udalosti, které nastanou v intervalu (0, ), je rovna parametru At.
Nyni se pokusime modelovat Poissontiv proces pomoci posloupnosti nahodnych
nezavislych velicin 71,75, ... 3.2, kde T} oznacuje dobu ¢ekani na ptichod udélosti.
Pak plati

po(t) =€

P(T; > t) = po(t) = ™,

odtud
P(T; <t)=1-—e
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Dostavame distribu¢ni funkei, ktera se ridi exponencidlnim rozlozenim, tedy 7; ~
Ex()). Je-li rozlozeni po¢tu zmén Poissonovo, pak pro stejny proces je rozlozeni dob
mezi zménami exponencialni (odpovida Lemma 2).

X
e —---
Bop o -0
2 fros o |
o — -
— 1 i
=0 ti t t ts

T4 T2 Ts T4

Obrazek 3.2: realizace Poissonova procesu

3.2 Procesy vzniku a zaniku

Mezi dalsi vyznamné markovské procesy patii procesy vzniku a zaniku. Jedna se
o model populace v case, ve kterém nahodné jedinci vznikaji a jini zase zanikaji.
Vychazime z predpokladii, ze narozeni a timrti jsou nezavislé jevy.

Definice 8. Necht X; je pocet jedinct, ktefi se nachézeji v populaci v ¢ase (0,1).
Mame danou intenzitu vzniku A; > 0 a intenzitu zaniku p; > 0. Pak tento homogenni
markovsky fetézec {X;,t > 0} s hodnotami J = {0, 1,2...} nazyvame proces vzniku
a zdaniku s intenzitami \; a p;.

Daéle plati pro tento proces nasledujici vlastnosti:

e Pravdépodobnost, Ze v intervalu (¢,t+ h) v j-¢lenné populaci dojde k jednomu
narozeni je
pj,j—l—l(ta t+ h) = )\Jh + O(h)

e Pravdépodobnost, ze v intervalu (¢,t+ h) v j-¢lenné populaci dojde k jednomu
umrti je
pj7j_1(t, t+ h) = ,u]h + O(h)
e Pravdépodobnost, Ze v intervalu (¢, + h) v j-¢lenné populaci nedojde k zad-
nému narozeni ani amrti je

pm(t,t—l— h) =1- )\]h — ,u]h + O(h)
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e Pravdépodobnost narozeni a imrti vice jedincti populace v ¢asovém intervalu
(t,t 4+ h) je zanedbatelna, tedy rovna o(h).

Stejné jako u Poissonova procesu muzeme pomoci rovnic (1.6) a (1.7) odvodit
intenzity prechodu

Bjj+1 = Aj J=0.1,...
Qjj—1 = [y, 7=12 ...
Q=N — i, 7=1,2,...
gk =0, J#k
qo = Ao-

Matice intenzit prechodu je pak definovana takto

—Xo Ao
pr o —(p1 + A1) A

Q= [ho —(p2 +X2) Ao

Intenzity prechodu mezi stavy znazornuje prechodovy diagram 3.3.

Obrézek 3.3: Prechodovy diagram obecného procesu vzniku a zaniku

Nyni zde zminime nékolik specialnich pripadu:

e Linedrni proces vzniku (Yuletiv proces), kde intenzity vzniku jsou imérné veli-
kosti populace, tj. A; = jA pro j =0,1,2,...

e Linedrni proces zaniku, kde intenzity zaniku jsou imérné velikosti populace, tj.
pj=Jjpproj=12...

e Linedrni procesu vzniku a zdniku, kde intenzity prechodu jsou linearnimi funk-
cemi stavi, ve kterych byl systém v pfedeslém okamziku, tj. A\; = jA pro
J=0,1,2,... apu;=juproj=12...

o Obecny proces vzniku, kde pocet jedincli populace v Case jen roste, tj. A; > 0
proj=0,1,2,...

o QObecny proces zdaniku, kde pocet jedincii populace v Case jen klesa, tj. p; > 0
proj=1,2, ...



Kapitola 4

Vyuziti MR v systému
bonus-malus

V pojistovnictvi, pfedevsim u pojisténi automobili se pouziva specialni tarifni sys-
tém, ktery ma za tkol snizit heterogenitu pojistného kmene. Jedna se o systém
bonus-malus, kde kromé motivovani pojistnikt ridit opatrné, je cilem stanoveni po-
jistného, jehoz vyse odpovida individualnim riziktm.

Systém bonus-malus je tvofen ur¢itym poctem (bonusovych) t¥id, kde kazd4 tiida
mé stanovenou relativni vysi pojistného. Kazdé pojistné obdobi (obvykle rok), je
pojisténec zarazen do jedné bonusové tiidy na zakladé poctu uplatnénych naroki. V
nebo-li slevu na pojistném. Naopak pti zptisobeni skody se pojistény dostava do vyssi
tridy, kde plati vyssi pojistné, coz odpovida trestu v podobé malusu (pokuty).

Urceni bonusové tiidy v nasledujicim obdobim zavisi na aktualni bonusové t¥idé
pojisténce a poctu skod v aktualnim pojistném obdobi. Jinymi slovy, budouci stav
(tfida v roce t 4 1) zavisi jen na pritomnosti (tfidé a poctem skod v roce t), ne na
minulosti. Tento vztah jasné ukazuje markovskou vlastnost. Proto budeme modelovat
tento systém pomoci Markovského fetézce {Ly,k € Ny}, jehoz stavy reprezentuji
bonusové tridy.

4.1 Zakladni a relativni pojistné

Kazda pojistovna se snazi udrzet si finan¢ni rovnovahu. Pozaduje, aby zavedeni to-
hoto systému nemélo vliv na ro¢ni vybér pojistného. Systém bonus-malus je v dlou-
hodobém horizontu finanéné stabilni diky optimalnim relativnim sazbam. Zde vy-
vstava otézka, jakou stanovit relativni sazbu pripadajici k jednotlivym ttidam. Touto
problematikou se budeme zabyvat pozdéji.

Uvazujme pojisténi automobili. Oznacme si relativni sazbu v bonusové trideé [
jako r;, coz predstavuje situaci, ze pojistény nachazejici se ve tridé [, musi platit
pojistné rovné soucinu zakladniho pojistného a relativni sazby r;. Novi ridici, kdyz
vstoupi do systému, jsou pritazeni do tiidy [y, kde plati zakladni stoprocentni po-
jistné (nebot relativni pojistné je 1). AvSak to neplati pro ,zkuSené“ tidice, kteti
maji zaznamenanou historii pojistnych néarokt, ¢i pfimo troven bonusové tiidy od

~ 18-
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predchozich pojistiteli. Pro stanoveni zakladni vyse pojistného je uzito ratingovych
faktori, které zahrnuji cenu, vahu, typ automobilu,..., ale hlavnim tikolem pojistného
matematika je najit optimalni relativni vysi pojistného.

4.2 Modelovani bonus-malus systému

Trajektorii pojisténce v systému modelujeme pomoci posloupnosti {Lg, Ly, ... } na-
hodnych proménnych s hodnotami z mnoziny stavia S = {0,1,...,s}, kde stav 0
urcuje nejlepsi tfidu (s nejvyssim bonusem) a stav s nejhorsi tiidu (s nejvyssim
malusem). Hodnota Ly oznacuje tiidu, ve které je klient béhem obdobi (k, k + 1).

Déle méjme posloupnost ndhodnych veli¢in {Ny, Ny, ..., }, kde Ny vyjadiuje
pocet pojistnych nérokia béhem obdobi (k — 1,k). Hodnota L zavisi na hodno-
tach Ny a Lj_,. Také ale zavisi na stanovenych prechodovych pravidlech, které si
ukazeme v nasledujicim prikladeé.

Priklad 1. Stanovime si pravidla prechodu oznacovand (—1/ + 2) a ukdzeme, jak se
pri jejich zavedeni systém chova.

Méjme 5 trovni, od 0 do 4. Vychozi tirovni je stupen 4 (tfida s nejvyssim pojistnym).
P1i bezeskodnim roku ziskdvame slevu v podobé poklesu o 1 stupen (Ly = Ly —1).
V pripadé, ze v prubéhu roku byly nahlaseny skody, postoupime o 2 stupné vys
vynéasobené poctem skod (Ly = Lg_1 + 2Ny). Na zévér musime vzit v tvahu to, ze
muzeme prejit nejlépe do stavu 0 a nejhiite do stavu 4. Tyto pravidla mtizeme vidét
v tabulce 4.1.

L4 stupen Ly, kdyz
Nye=0| N.=1| N, >2
0 0 2 4
1 0 3 4
2 1 4 4
3 2 4 4
4 3 4 4

Tabulka 4.1: Pfechodovd pravidla pro troven (—1/ + 2)

Uroven Lj muzeme také vyjadrit pomoci nasledujici rekurzivni rovnice

I — {maX{Lkl —1,0} pro N, =0 (4.1)

min{L;_1 + 2Ny, 4} pro N, > 1’

a celkove plati
Ly = max{min{L,_; + (2N, — 1 + I};),4},0},

kde

I 0 pro Ny =0
"7 pro N > 1.
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Poznamka. Vsechny ptiklady v této praci budeme fesit na zakladé pravidel oznaco-
vanych jako (—1/+ 2).

Formélnéji mizeme zavést tato pravidla (prechod z jedné tiidy do jiné) pomoci
matice T'(k) velikosti s x s, kdyz zname pocet (k) nahlasenych skod béhem roku.
Pro kazdy prvek matice T'(k) a pro kazdé i, 5 € S plati

() = 1 kdyz ptrejdeme z t¥idy ¢ do tridy j
00 jinak

4.3 Pravdépodobnosti prechodu mezi tridami

Predpokladejme, ze pocty pojistnych udéalosti Ny, Ns, ... jsou nezavislé a ridi se Pois-
sonovym rozlozenim s parametrem A, ktery predstavuje roc¢ni oc¢ekavanou frekvenci
skod. Pak i rozdéleni veli¢in Lq, Lo, ... zavisi na parametru A, ktery predstavuje
individualni riziko klienta.

Necht p;;(A) je pravdépodobnost pfechodu mezi bonusovymi tfidy ¢ a j s para-
metrem A. Pak pro kazdé i, 7 € S plati

pij(A) = P(Liy1(N) = jlLi(N) = 1)

n=0
Nyni vyuzijeme faktu, ze Nyi1 a Lg(\) jsou nezévislé, nebot vime, ze Lj(\) zavisi
jen na Ny a Ny ~ Po()\), takze
P(Npy1 = n|Lp(\) = i) = P(Npy1 =n) = —e (4.2)

a dosazenim do predeslé rovnice ziskame

(A)"
n!

pij(A) = Z% e Mii(n). (4.3)
Vsechny vyjadrené pravdépodobnosti z (4.3) usporadame do matice P()\) veli-
kosti s x s, kterd je stochastickou matici s kladnymi pravdépodobnostmi p;; pro kazdé
1,7 € S. Plati tedy
P\ = i Me_’\T(k).
k!

k=0

Tato matice obsahuje pravdépodobnosti prechodu mezi jednotlivymi stavy béhem
jednoho pojistného roku. V dalsi kapitole si ukédzeme, jak vypada matice P za vice
pojistnych let.
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Priklad 2. (—1/ + 2 drovné)
Pro nas modelovany bonus-malus systém z Prikladu 1. vyjadiime matici pravdépo-
dobnosti pfechodu P(\) podle rovnice (4.3) nasledovné:

e 0 X 0 1—eM1+N)
e 0 0 e 1—-e?M1+2N)

PAN=]0 e* 0 0 1—e™?
0 0 e~ 0 1—e?
0 0 0 e A 1—e?

4.4 Bonus-malus v dlouhém obdobi

Pro pojistovnu je zasadni to, jak se chova systém v dlouhém obdobi. Proto zacneme
zkoumat co se stane po n krocich a posléze pro n — oc.

Pro kazdé k,n € N uvazme pravdépodobnosti prechodu mezi lety k a n + k mezi
tridami 7,5 € S
P (A) = P(Lrsa(N) = jILe(N) = 1)

Tyto pravdépodobnosti lze zapsat do matice P(”)()\), kterad je téz stochastickou
matici a ma nasledujici vlastnosti:

(i) PN =P"()),
(ii) P (A) = PU(A)P(N).
Diikaz. Uveden v [3, strana 174]. O

Ocekavame, ze se v dlouhodobém horizontu systém stabilizuje. To znamena, ze
se rozdéleni pojisténych do jednotlivych tiid ustali. Tento rovnovazny stav, kolem
kterého pojistnik bude oscilovat, zavisi na ro¢ni ocekavané frekvenci nehodovosti .
Nyni si stabilizovany systém definujeme pomoci stacionarniho rozlozeni nasledovneé:

Definice 9. Necht {L;,k € Ny} je HMR s mnozinou stavii S a matici pravdépo-
dobnosti pfechodu P()). Dale méjme vektor w(\) = (m;(A),j € S) s rizikovym
parametrem A, ktery se nazyva stacionarni, jestlize plati:

[ ] Wj()\) > O,

e 7;(\) je stochasticky vektor, tj.

Z mi(A) =1, (4.4)

o Ti(A) = Xies mi(A)pii(A), ti.
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Pak stacionarni rozdéleni existuje praveé jedno a plati
m(\) = lim p{i”(A). (4.6)

Pravdépodobnost 7;() vyjadiuje, ze pojistény je ve tfidé j po ustéleni systému.
Stacionarni rozdéleni nezavisi na pocatecnim rozdéleni t¥id, to znamend, ze matice
P™()\) vytvofens z matice P()\) konverguje k matici II(\), kterd ma vSechny fadky
shodné a rovné m(\). Mazeme tedy psét

()
I\ =| : |=lim PM),

e .

7(A) = lim p(n, \).

n—oo
Priklad 3. (—1/ + 2 drovné)
Nejdrive si vyjadiime matici pravdépodobnosti prechodu P(M) za jeden rok pro
skodni frekvenci A = 0,15198

0,859 0 0,13055 0 0,01044

0,859 0 0  0,13055 0,01044

P(0,15198) =| 0 0,859 0 0  0,14099
0 0 0,859 0  0,14099

0 0 0 0,859 0, 14099

Matici po dvou letech P (\) ziskdme pomoci vlastnosti (i)

0,7379 0,1121 0,1121 0,0090 0,0288
0, 7379 0 0,2243 0,0090 0,0288

P%(0,15198) = [ 0,7379 0 00,2333 0,0288
0 0,7379 0  0,1211 0,1410
0 00,7379 0,1211 0,1410

Postupnym umocnovanim matice P()) dojdeme k zavéru, ze po 24 letech (pfi za-
okrouhleni na ¢tyfi desetinnd mista) se systém ustali, nebot vSechny radky matice
jsou stejné, tj.

0,6744 0,1107 0,1289 0,0475 0,0385
0,6744 0,1107 0,1289 0,0475 0,0385
P?(0,15198) = [ 0,6744 0,1107 0,1289 0,0475 0, 0385
0,6744 0,1107 0,1289 0,0475 0,0385
0,6744 0,1107 0,1289 0,0475 0,0385

Stacionarni rozlozeni pak vypada nasledovné
7(0,15198) = (0,6744 0,1107 0,1289 0, 0475 0,0385). (4.7)

Slozky tohoto vektoru vyjadiuji pravdépodobnosti vyskytu v jednotlivych tridach
ndhodné vybraného ridice. Vidime, ze s nejvétsi pravdépodobnosti (67,44 %) se fidi¢
ustali ve ttidé 0 s nejvyssim bonusem. Lze také vysledné hodnoty chapat jako podily
pojisténct v jednotlivych tiidach v dlouhodobém casovém horizontu a v takovémto
zastoupeni uz systém zustane.
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Priklad 4. (—1/ + 2 drovné)
Pro dalsi vypocty budeme potfebovat vyjadrit stacionarni rozlozeni obecné pro
néjaké A. Na zdkladé rovnic (4.4) a (4.5) vytvorime rozsifenou matici soustavy

1 1 1 1 1)1
e —1 e 0 0 00
0 -1 e 0 00
e A 0 —1 e 0101’
0 e A 0 —1 e ™0
l—e 4+ Xe™™ 1—e P4+ Xe® 1—e? 1—e? —e |0

z které pomoci rutinniho, ale zdlouhavého vypoctu ziskame stacionarni vektor

()\) _2)\( )\6—5)\ o )\e—4)\ o e—2)\ >
w(A\) = e ;
—2X\2e76A 4+ 2X2e=5A 4 3Ne 3N — e — 1)

(> —2>\)< A5 _ Ne—dA _ o2\ >
et —e .
—2X\2e6A £ 2)2e75A L 3he 3N — e A — 1)
J— e .
—2X2e76X + 225X £ e 3N — \e"2A — 1)

et N —Xe P 41,5 e — 0,5 e + e — 0,5
2 —2X\2e76A 4 2X2e5A £ 3he 3N — hePA =1 ]
A —4N 2\ =3\ _ A=A 1
e e e "+ ) . (4.8)

1 — 2 e 32

Spravnost vyjadreni (4.8) snadno ovéfime dosazenim hodnoty A = 0, 15198 a ziskame
stacionarn{ vektor (4.7).



Kapitola 5

Optimalni relativni sazby

Hlavnim tkolem pojistného matematika je stanovit relativni sazbu r;, ktera je a priori
pritazena pojistitelem ke kazdé bonusové tiidé. Chceme, aby ridici platili takové
pojistné, které je nejblize jejich rizikovému profilu. V této kapitole predstavime jeden
ze zpusobl nalezeni optimalni relativni sazby r;, a to pomoci Baysovského ptistupu.

5.1 Bayesovké sazby

Kazdy 1idi¢ mé svoji o¢ekavanou skodni frekvenci a rizikovy parametr (ten zahrnuje
napf. zkusenosti a rychlost reakce fidice), ale oba ukazatele nam jsou neznamé. Proto
zavedeme dvé ndhodné a na sobé nezavislé veliciny:

e A - oc¢ekavana skodni frekvence
e O - rizikovy parametr (predstavuje relativni vysi pojistného).

Kazdy klient ma tedy nezndmou uroven rizika A©. Vypocty optimalni relativni
sazby jsou zalozeny na stacionarnim rozlozeni. Necht L predstavuje bonusovou tiidu,
ve které se Tidi¢ ustali v nekoneéném casovém horizontu. Pak pravdépodobnost, ze
ridi¢ s timto rizikovym profilem A© bude po nekonecné dlouhém obdobi zatazen do
[-té bonusové tridy, je

Déle si zavedeme wy, jako vahu k-té rizikové tridy s ocekavanou skodni frekvenci
Ak, tedy pravdépodobnost, ze nahodné veli¢ina A nabyvajici hodnoty A, se rovna

P[A: )\k] = Wkg.

Poznamka. Ukézali jsme si v (4.2), Ze pocet pojistnych udalosti se 1idi Poissono-
vym rozlozenim. Pokud nyni uvazujeme rizikovy faktor ©, rozlozeni poc¢tu skod je
definovano pravdépodobnosti

P(N =n|L()),0 =) = =3 (5.2)

,24,
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Zakladni model pro hodnoceni rizikového faktoru je zalozen na gama rozdéleni,
proto predpoklddejme Ze ndhodnd veli¢ina © ~ I'(a, a), stfedni hodnota E[©] =1 a
pravdépodobnostni hustota © se rovna

fo(0) = a®9* e, (5.3)

(a)
Oznacme si

e fo(0) jako apriorni hustotu relativni sazby ©

e g(0|L =1,A = )\;) jako aposteriorni hustotu relativni sazby ©

Potom aposteriorni hustota veli¢iny © vyjadiena pomoci apriorni hustoty veli¢iny
O, znama jako Bayesuv vzorec vypada nasledovné

PIL=1,A = \|O = 0] fo(0)

L=1A= = 4
a pro dalsi vypocty si vyraz (5.4) upravime na tvar
_ P[L=1|0=0,A = )\]P[A = \]fo(0)
B P[L=1,A=)\]
. m()\kG)wkf@(H)
~ P[L=1,A= )] (5:5)

Nepodminéna pravdépodobnost vyskytu ridice ve tiidé [ mize byt zapsana jako

= ZP[L = A = AJP[A = )]
_ Zﬂ%/ = I|A = X\, © = 0] fo(6)
—Zw/wmmmm (5.6)

Stredni kvadraticka chyba

Nasim tkolem je minimalizovat ztratovou funkci, za kterou jsem si zvolili stredni
kvadratickou chybu MSE. Chceme, aby prumérny c¢tvercovy rozdil mezi pravdivou
sazbou O a pojistnikem odhadnutou sazbou r; byl minimalni. MSE(r;) m4 tedy tvar

E[(© — 1) ZE —m)?|L =1P[L =]
_z/ —1)*P[L = 1|© = 0] fo(0) df
_ Z/ — )2 S PIL =110 = 0, A = M P[A = M fo(6) dO

= Zwk/ O — 1)’ m(M0) fo(6) df (5.7)
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Optimalni relativni sazba
Minimalizovanim ztratové funkce (5.7) ziskame pro kazdou bonusovou tiidu [ op-
timalni relativni sazbu r;. Ta je rovna stfedni hodnoté rizikového parametru © ze
podminky, ze ridi¢ bude v této tridé, tj. bayesovsky odhad neznamého parametru ©.
S pouzitim (5.5) a (5.6) tak ziskdme optimalni sazbu

= F[O|L =]

= E[E[O|L =1,A]|L =]

=Y EO|L=1,A=XN]P|A = NJ|L =1

k

:Z/M@WM:LA:MMMHA:MM:H

T1(O0) PIA=AL=1
ZWJ P[L=1A= mf@ P[L =]
_ Zwwn Jo 0m(M0) fo(0)
Sk wr Joo m(Ab) fo(0)

Nyni uz jen zbyva vyjadrit stfedni hodnotu relativni sazby r;, abychom zjistili,
jestli nastane financ¢ni rovnovaha, takze

(5.8)

Elr] = E[E[O|L]] = E[6] = 1.

Jasné vidime, Ze stfedni hodnota relativni sazby je 100 %, coz znamenad, Ze pojistovna
je v ustaleném stavu ve finan¢ni rovnovéaze a tudiz v souc¢tu vybere od klienti stejnou
castku jako bez zavedeni systému bonus—malus.

Pozndmka. Pokud pojistovna nepozaduje apriorni stanoveni relativnich sazeb 7y,
vSechny A jsou rovny E[A] = X a rovnice (5.8) se pak upravi na tvar

e 0m(36) o 6)
= e m0) fo(0) (59)

Priklad 5. (—1/ + 2 drovné)

Pro stanoveni optimalni relativni sazby si vytvorime vlastni portfolio s 10.000 uza-
vienymi pojistnymi smlouvami. Zvolime si 6 segmentacnich tiid (odvijejici se od
pohlavi a véku), ke kazdé tridé prifadime odhadnutou ocekavanou skodni frekvenci
Skod Ay (vybrané hodnoty prevzaté z literatury [3, strana 91]) a pocet smluv, podle
kterych mtizeme dopocitat vahy jednotlivych t¥id wy. VSe shrneme v tabulce 5.1

pohlavi | vék | pocet smluv | wy Ak
Zena | 18-24 800 0,08 | 0,165
zena | 25-30 1200 0,12 | 0,14
zena | 31-60 1400 0,14 | 0,13
muz | 18-24 1600 0,16 | 0,238
muz | 25-30 1900 0,19 | 0,15
muz | 31-60 3100 0,31 | 0,12

Tabulka 5.1: Apriorni segmentace ridic¢t a jejich odhadnuté pocty skod
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K dalsim vypoctum potFebujeme znit odhadnuty parametr a funkce (5.3), zvolime
si a = 0,82 (podle literatury [3, strana 45]). Na zdkladé udaju z tabulky 5.1, odhad-
nutého parametru a a odvozenych vzorci v této kapitole mizeme ziskat numerické
charakteristiky systému (—1/ + 2) a nakonec i optimdlni relativni sazbu.

1. Chceme spocitat pravdépodobnost, ze nahodné vybrany ridi¢ s neznamou
stfedni hodnotou poctu skod A© skonéi v [-té bonus-malus tridé, kterou jsme si

oznadili jako P[L =[] danou vzorcem (5.6).
Zacneme vypoctem pravdépodobnosti, ze Tidi¢ bude v 0—té bonusové tiidé. Roz-

délime sumu na soucet k tfid a pomoci stacionarniho rozlozeni (4.7) dostaneme

P[L=0] = iwk /Ooo mo(Ak0) fo (0) dO

o /oo 6—2/\})0< 5\\096—5,\})9 _ j\\oee—zp\})e . e—zxoe )
o 222026650 - 2)2026=5000 4 3\ fe~3N0 — N fe~2Nd — |
fo(6)d0 +---+
[e'e) 5\;9874):66 _ 25\;9673)\}39 _ ef}{ﬁe + 1
— - f)de . 5.10
+w6/0 < 1 2o 3%l )fe( ) (5.10)

Dosadime parametr a do hustoty veli¢iny ©

1 . . . 1
~apa—1_—0a _ 0,820,82—1 _—0,820
— 0,82%°70 e

“T@'” ¢ T 10,82
0, 84982 01870820 — () 74383 §~0-18,0,820

fe(0)

T 1, 14249

kde

Zbyva uz jen dosadit hodnoty a mizeme ziskat

P[L = 0] = 0,08 -0,74383 - 0, 80782+
+0,12-0,74383 - 0, 88589+
+0,14-0,74383 - 0, 92049+
10,16 -0,74383 - 0, 61072+
+0,19-0,74383 - 0, 85406+
+0,31-0,74383 - 0,967037 = 0, 63937.

S pravdépodobnosti 63,9 % se Fidi¢ s neznamou stfedni hodnotou pocétu skod AO
ustali v tfidé 0. Analogickym postupem dopocitame pravdépodobnosti pro vsechny
bonusové tiidy .

2. Nyni uz mame vsechny predpoklady pro to, abychom urcili optimalni relativni
sazby pro 5 bonus-malus tiid. Sazby ur¢ime s ohledem na apriorni segmentaci ridic¢i
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dle (5.8), ale také stanovime sazby bez apriorniho rozdéleni ridi¢a do tiid dle (5.9),
které si pro odliSeni oznac¢ime 7; . Vime, ze

"= E[@lL _ l] _ Zk Wy fOOO 971'[@0)f@(9)
Sewr Joo m(Axb) fo(0)

Vypocet provadime obdobné, jako v (5.10). Polovinu prace mame uSetfené, nebot

vime, Ze jmenovatel je rovny hodnoté P[L =[] a tedy dopoc¢itame ¢itatel. Ukdzeme
si hodnotu rq pro tridu 0.

_— 0,62166  0,62166

T P[L=0] 0,63937

=0,9723

V bonusové tiidé 0 budou Fidic¢i platit 97,2 % ze zdkladniho pojistného. Pro stano-
veni 7; potfebujeme dopocitat priimérnou ocekavanou frekvenci skod A. Tu ziskame
snadnym vypoctem

6 6
E[A] =3 MPIA = M) = > My, = 0,15198 = A, (5.11)
k=1 k=1
Hodnota 0 82092
To= —77% 104
To= 0 sarsr V499

Zbyva nam jesté ovérit, jestli nastane finan¢ni rovnovaha. Pouzitim vzorce

4
E[’I“l] = ZT;P[L = l] =1

1=0
se snadno presvédéime, ze hodnota je (po zaokrouhleni) rovna 1. Od bezeskodnich
ridi¢t pojistovna vybere méné, nez od ridic¢i, které zptisobuji nehody, ale celkové od
vsech tidicti vybere stejnou ¢astku, jako v situaci bez pouziti systému bonus—malus.
Pozndmka. Vsechny hodnoty jsou pouze ptiblizné, nebot jsou pro zjednoduseni vy-
poctu zaokrouhlené na 5 desetinnych mist.

Numerické vysledky si shrneme v tabulce 5.2

ttida l | w(\) | P[L =] r &

0 67,4% | 63,9% 97,2 % 105 %
1 11,1% | 8,6% 175,9% | 175,5%
2 112,9% | 11,6% | 198,1% | 202,8%
3| 47% | 10,2% | 212,1% | 235,2%
4 3,9% 5, 7% 243,5% | 282,7%

Tabulka 5.2: Numerické charakteristiky systému (—1/ + 2)

7 tabulky 5.2 vidime rostouci prubéh funkce r; i 7;, coz potvrzuje nas predpoklad,
ze smérem k vyssim (hor$im) t¥iddm [ klient zaplati vyssi ndsobek zdkladniho pojist-
ného. Z prvnich dvou sloupcii vycteme, ze vétSina ridi¢th bude zarazena do bonusové
ttidy 0 a nejmensi procento Tidict zastava nejhorsi tiida 4.
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Pravdépodobnost P[L = [ reprezentuje podil fidi¢t ve t¥idé [ a r; predstavuje
relativni sazbu prifazenou ke kazdé tiidé [. Zhruba 63,9 % ridicu zaplati ze zaklad-
niho pojistného 97,2 %, obdrzi tedy jen 2,8% slevu. V dalsich t¥idach uz relativni
sazba presahuje 100 %, v nejhorsi tiidé 4 dokonce dosahuje 243, 5 %.

Hodnoty sloupce () spoctené v (4.6) ndm udavaji staciondrni rozlozeni vsech
iidi¢ii s jednotnou primérnou frekvenci Skodovosti A, tudiz je pro nas rozbor méné
podstatny, a slouzi jen k porovnani s druhym sloupcem. Posledni 7; sloupec téz bere
v tivahu primeér frekvenci skodovosti vSech Fidi¢i A a stanovuje tak relativni sazbu
bez zahrnuti apriorni segmentace tidi¢i do rizikovych t¥id. V porovnéni s predchozim
sloupcem zaciné az na 105% sazbé, ale se zvysujici se tiidou roste pomaleji, nez kdyz
bychom uvazovali systém, ktery apriorné segmentuje fidice.

Dosli jsme k zavéru, ze tento nas modelovany systém s 10.000 tidici je slozen
pouze z jedné bonusové tiidy, kde mizou ¥idi¢i obdrzet bonus (slevu), a zbylé ¢tyfi
jsou ,malusové”, ve kterych plati prirazku k pojistnému. Toto prisné ohodnoceni
je nejspise zpusobeno tim, ze jsem si vybrala Tidice s pomérné vysokou frekvenci
nehodovosti.

5.2 Efektivnost bonus-malus systému

Cilem bonus—-malus systému je nastavit takové pojistné, které odpovida rocénimu
oc¢ekavanému poctu skod kazdého pojisténce. Tuto zavislost vybraného pojistného
na skodni frekvenci A budeme zkoumat pomoci Loimarantovy efektivity a De Prilovy
efektivity.

5.2.1 Loimarantova efektivnost
Pramérnd vyse vybraného (relativniho) pojistného po stabilizovani systému s oceké-
vanou skodni frekvenci A se rovnda

S

TN =Y m(A)n. (5.12)

=0

Potom muzeme definovat Loimarantovu efektivitu Er(\), danou jako podil relativni
zmény prumérného pojistného a relativni zmény skodni frekvence

d7F(\)

I dln?)\
EL(\) =5 = dlny (5.13)
A

Tato efektivnost je elasticitou nabyvajici hodnot E(\) € (0,1). Pokud chceme
dosdhnout dokonale efektivniho systému, musi platit £ (\) = 1 (to znamen4, Ze rist
A je primo umérny rustu pojistného), tedy plati

dr(\)  dA
FA) A
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K vypoétu potfebujeme stanovit derivaci 7(\), kterou ziskdme derivaci vztahu
(5.12)
dr(A) S dm(A)
dx 2 dA

=0

T, (514)

dm; ()

‘o~ ziskdme derivaci vztahu (4.4) a (4.5), tedy TeSenim soustavy

pricemz vyraz
linearnich rovnic

dn(\)  dw()) dP())
D - o PN
dm) (5.15)

=0.

(]

dA

1=0
Priklad 6. (—1/ + 2 drovné)
Zde budeme uvazovat pro vsechny fidic¢e jednotnou (prumeérnou) skodni frekvenci
A, vypoctenou v (5.11). Primérnou vysi pojistného vsech Fidic¢ii ziskdme dosazenim
stacionarniho vektoru (4.6) a 7, do vzorce (5.12)

. 4
r(A) =Y _m(0,15198)r, = 1, 384914
=0

Vidime, ze od vSech ridi¢t s ocekavanou frekvenci skodovosti A pojistovna vybere v
prumeéru 1, 38 nasobek zdkladniho pojistného.

Do systému rovnic (5.15) dosadime hodnotu A = 0, 15198 a ziskdme vektor

drm(\
7;()\):(—2,12148 0,43682 0,63741 0,54018 0,50707), (5.16)

jehoz soucet slozek dava hodnotu 0. Skalarnim soucinem vektoru relativnich sazeb
7, a vektoru (5.16) ziskdme FeSeni vztahu (5.14)

ar(y) & dm(N)

= = 2,53572
dX ; T
Loimarantovu efektivitu ziskame jako
dr(\) A 0,15198
Er(\) = —— =2,53572- =0,27827. 5.17
t) =45 ) 1,38491 (5.17)

Vysledek miizeme interpretovat tak, ze narust frekvence nehodovosti A o 10 % odpo-
vida 2,7 % narustu pojistného.

5.2.2 De Prilova efektivnost

Oproti Loimarantové efektivité De Prilova efektivita zavisi na startujici tiidé [ a bere
v uvahu hodnotu penéz v ¢ase. Oznacme si

e Vj()\) jako prumérnou soucasnou hodnotu zaplaceného pojistného pojistnikem
obsazujici tiidu [ s oc¢ekavanou ro¢ni skodni frekvenci A
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e b jako vysi pojistného (soucin zdkladniho a relativniho pojistného) ve tiidé [
e v jako diskontni faktor.
Jak systém reaguje na zménu celkového ocekavaného poctu skod méii De Prilova

efektivita Ep(l, \)
dvi(\)

dIn Vj(X)
E =Yy SR 1
Vypocet Vi(\) pro tridy [ = 0,1,...,s je dan systémem rovnic
ViA) = b + v Z e MVra(\) (5.19)
a derivace Vj(A) mohou byt ziskdny Tesenim systému
dV >\ k AV, (A
— Z *(( - 1>VTk(l)(>\) + T2&)< )). (5.20)

Priklad 7. (—1/ + 2 4dirovné)

V tomto prikladé také uvazujeme pro vSechny ridice jednotou skodni frekvenci ne-
hodovosti A = 0,15198. Diskontni faktor si zvolime v = 0, 96. Pro zjednoduseni si ve
vyrazu b; za zakladni pojistné zvolime hodnotu 1, tedy v nasem piipadé se b, = ;.

Pro vysvétleni vyraz Vi(\) zavisi na startujici tiideé [ oproti tomu Vr, ;)()) se vzta-
huje k obsazené ttide [, do které se Tidi¢ presunul na zdkladé k£ nehod ridi¢e podle
pravidel (—1/+ 2) v (4.1). Oba predstavuji nezndmou proménnou s indexem .

Ve vypoctu se omezime na pocet skod k =0, ..., 5, nebof pravdépodobnosti vice
skod jsou podle (4.2) zanedbatelné. A vyjadiime je

P(N = 0) = 0,859
P(N =1) = 0,13055
P(N = 2) = 0,00992
P(N=3)=5,02-10"*
P(N=4)=1,91-10"°
P(N =5)=5,8-10".

Nyni se mizeme pustit do vypoctu systému 5 rovnic o 5 neznamych podle (5.19)
(pro prehlednost vypustime u oznaceni V;(A) podminku \)

Vo = 7o + v(0,859 - Vi 4 0, 13055 - Vo + 0,01044 - V)

Vi =71 +0(0,859 - Vi + 0,13055 - V3 +0,01044 - V;)

V=75 +0(0,859 - V; + 0,14099 - V) (5.21)
Vs =75 4 v(0,859 - Vs + 0, 14099 - V)

Vi =74+ (0,859 - Vs + 0,14099 - V),
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kam dosadime v a 7; a ziskame vektor hodnot

Vi(X) = (33,8403 34,7085 35,8019 37,1917 38,738). (5.22)

Vyjadiime druhy systém rovnic, tentokrat soustavu derivaci V/(A) podle (5.20)

- U(o, 850(— Vo + V) + 0, 13055(5, 5798 - Vi + Vi) +
+0,00992(12,1596 - V; + V) + 0,000502(18,739 - V; + V) )+ (5.23)
+0,0000191(25,3192 - V; + V) + 5,8 - 1077(31,899 - V, + Véf))
Pro dalsi t¥idy V}/(\) se postupuje analogicky. Nebudeme ¢tendfe unavovat zdlou-

havym vypoctem, do systému rovnic (5.23) dosadime vypoctené Vi(\) v (5.22) a
dostaneme

V/(\) = (49, 0741 49,9577 50,9577 50,6951 49,4559) : (5.24)
Uz nam zbyva jen dosadit vypoctené hodnoty do (5.18) a ziskdme De Prilovu efek-

tivnost pro kazdou tiidu [

V() A

~—

Ep(0,%) = =3 oA 0,2204
Ep(1,)) = d{gy) Vl)(\A) =0,2187
Ep(2,)) = d‘g@ VQ?A) = 0,2155
Ep(3,X) = dvd%'y) viA) =0,2071
Ep(4,\) = d‘é‘;” VjA) =0,1940

Globdlni De Prilova efektivita se urcuje jako nejvétsi hodnota z vyse vypoctenych
efektivit pro kazdou tfidu. V nasem piipadé Ep(l, \) = 0,2204, coz je o néco nizsi
hodnota, nez Loimarantova efektivita, kterd vysla E(\) = 0,27827.
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V této praci jsme se zabyvali jednim ndhodnym procesem v ¢ase, a to spojitym Mar-
kovskym Tetézcem. Popsali jsme jeho vlastnosti a chovani, definovali si pravdépo-
dobnosti prechodu a intenzity prechodu mezi jednotlivymi stavy. Charakteristickou
vlastnosti Markovova fetézce je jeho ,bezpamétovost®, to znamend, ze budouci hod-
noty zavisi jen na soucasnych hodnotach tohoto fetézce, ne na minulych.

Popsanou teorii jsme aplikovali v praktické casti, kde jsme zamérili na systémy
bonus—malus uzivanymi pojistovnami. Pomoci Markovova Tetézce jsem modelovali
pohyb Tidice v systému v zavislosti na poctu Skod uplatnénych v predeslém roce.
Specidlni tarifni systém bonus—malus se sklada z urcitého poctu tiid a pravidel pte-
chodu mezi nimi. Kazdé tiidé odpovida urcita relativni sazba, ktera vynasobenim se
zakladnim pojistnym udava hodnotu vysledného pojistného, které klient musi hra-
dit. P¥i zpusobeni nehody ridi¢ klesd do horsi tridy, kde ziskavd malusy (prirdzku)
k pojistnému, naopak pri jizdé bez nehod, tidi¢ postupuje do lepsi tridy, kde obdrzi
bonusy (slevu) na pojistném. Nasim tikolem bylo najit optimalni relativni sazby ke
kazdé tridé, které jsme urcili minimalizovanim stfedni kvadratické chyby. Na zavér
jsme posoudili efektivnost naseho modelu.

N4&s zvoleny model obsahoval 5 t¥id s pravidly ozna¢ovanymi (—1/ + 2). Vybrala
jsem si ndhodné portfolio s 10.000 Tidi¢i s raznymi frekvencemi nehodovosti \;. Vy-
pocCty jsou zalozeny na stacionarnim rozlozeni, které ukazuje, jak se bude systém
chovat v dlouhodobém horizontu. Relativni sazbu jsme vypocitali s ohledem na apri-
orni segmentaci ridi¢t do rizikovych trid, ale pro porovnani i bez tohoto pocatecniho
rozdéleni. Podle nasich vysledki vyslo, ze vétsina ridi¢ta bude obsazovat nejlepsi tiidu
0, kde také obdrzi nejvétsi slevu na pojistném. Dosli k zavéru, ze nas model je slozen
pouze z jedné bonusové tiidy, kde muzou idi¢i obdrzet bonus (slevu), a zbylé ¢tyfi
jsou ,malusové“, ve kterych plati prirazku k pojistnému. Toto prisné ohodnoceni
naznacuje, ze je v systému mnoho tidi¢t s vysokou frekvenci skodovosti. Efektivnost
modelu jsem urcila na zakladé Loimarantovy a De-Prilovy efektivity, které nam uka-
zuji, ze zvyseni frekvence nehodovosti je nékolikanasobné vétsi nez narist pojistného.
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