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Odhady parametrii negativniho binomického rozloZeni

Ptiklad Predpokladejme, Ze mame n Fidicd, kaZdy ma smlouvu na
dobu d;, za kterou nahldsil k; skodnich uddlosti. Zkusme
modelovat pocet nehod daného Fidi¢e pomoci negativniho
binomického rozloZeni, jehoZ parametry a a \(= \d; pro i-tého
Fidi¢e) odvodime.

Logaritmicka vérohodnostni funkce je

n k,’—l

L(a,A) =) In(a+))+ nalna

i=1 j=0

=Y (a+ki)In(a+Adi) +In XY ki + konst.
i=1 i=1

Pro parametry a a A pak dostavdme rovnice.
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Bayesovska analyza dat

Meg&jme Bernoullitiv proces definovany nahodnou veli¢inou

X ~ Bi(n, 8) s binomickym rozd&lenim pravdé&podobnosti a
pfedpokladejme, Ze parametr 6 je pfitom ndhodnou veli¢inou

s rovnomérnym rozd&lenim pravdé&podobnosti na intervalu (0, 1).
Definujme Sanci na dspéch v naSem procesu jako veli¢inu v = %.
Jakou hustotu rozdé&leni ma veli¢ina 7
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Intuitivné asi citime, Ze neplijde o rovnomé&rné rozdéleni.
Oznatime hledanou hustotu pravd&podobnosti f(s) a ze vztahu
mezi 6 a ~y spolteme 0 = ﬁ Také okamZité vidime, Ze hustota
pravdépodobnosti veli¢iny v bude nenulovd pouze pro kladné

hodnoty proménné. Zadani mizZeme nyni zformulovat tak, Ze

poZadujeme
r r
kde I = -&..

1-©
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Na pravé strané€ mame ovSem v horni mezi pravé ménici se
ohranieni y a dostdvame tedy defini¢ni vztah pro f(s)

fls) = <s+s—1>,: (s+11)2'

Hledana hustota skuteéné& dava daleko vétsi pravdépodobnost
malym hodnotdm Sance neZ velkym.
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JestliZe pracujeme v bayesovském p¥istupu s binomickym modelem
rozdéleni pravd&podobnosti ndhodné veli¢iny X ~ Bi(n,#), bude
nas zajimat jeji pravdépodobnostni funkce

fx (k) = (7)0%(1 — 6)"~%. Na tuto funkci se ale miizeme také divat
jako na podmin&nou pravd&podobnost P(6|X = k) pfi apriornim
rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny 8 na intervalu
(0,1). Je to tedy prav& aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti
veli¢iny 8 odpovidajici vysledku pokusu X = k. Nasledujici p¥iklad
se tyka obecné tfidy takovychto rozdé&leni pravdépodobnosti.
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Najd&te zakladni charakteristiky tzv. Beta rozdéleni (3(a, b)
s hustotou pravdépodobnosti tvaru

ey A=yt ye(01)
Y — .
0 jinak.
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Najd&te zakladni charakteristiky tzv. Beta rozdéleni (3(a, b)
s hustotou pravdépodobnosti tvaru

ey A=yt ye(01)
Y — .
0 jinak.

Konstantu C je tfeba volit jako reciprokou hodnotu integralu

fol y?71(1 - y)b~1dy, co? je funkce B(a, b), v matematické analyze
(ale také technickych v&dach & fyzice) znamd pod nazvem Beta
funkce. KdyZ uZ zname funkci Gama, kterd zobecriuje diskrétni
hodnoty faktorialt, vysko&i na nds nap¥. pfi nasledujicim vypoctu:



o0 o0
/ e T 1dt - / e sV 1ds =
0 0

o0

/ 7tsxlsy ldtdS*
0 0

(substituce t = rq, s = r(1 — q))

0 1
/ Y(r(1—q))" ' dg dr =

0 q:O

8

o0 1
. x+y 1dr / qx—l(l _ q)y—ldq —
r=0 t=0

=T(x+y)B(x,y).

I
\

dostavame tedy obecny vztah

B(a, b) =
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rx)ry) = / et gt - / e s lds =
0 0

(o0} o0
= / / e s 1y lgt ds =
o Jo

1
:/ e " x+y 1dr / qx—l(l_q)y—ldq:
t=0

=T(x+y)B(x,y).

dostavame tedy obecny vztah

B(a, b) =
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rx)ry) = / et gt - / e s lds =
0 0

(o0} o0
= / / e s 1y lgt ds =
o Jo

=T(x+y)B(x,y).

dostavame tedy obecny vztah

B(a, b) = ————+
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0 1
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o0 1
. x+y 1dr / qx—l(l _ q)y—ldq —
r=0 t=0

=T(x+y)B(x,y).

I
\

dostavame tedy obecny vztah

B(a, b) =
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a z vlastnosti Gamma funkce jiZ snadno plyne, Ze pro pFirozena
kladna a, b bude platit

~1
B(n—k+1,k+1)= k(!E7n+—1/)<!)! - n41—1<Z> .
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P¥imym vypo&tem vidime, Ze stfedni hodnota veli¢iny X ~ [3(a, b)
s beta rozd&lenim je (vyuZivame vztah ['(z + 1) = z['(2))
B(a+1,b) a

EX = = .
B(a, b) a+b

Je-li a = b vyjde stfedni hodnota i medidn %

P¥imo se také spocte rozptyl

ab

X =E(X —EX)? = .
ver ( = GrhRGar b+ D)

o (o< 1 v .y
Pro a = b tedy dostavame var X = =7, coZ ukazuje, Ze pro
rostouci a = b klesd rozptyl. V p¥ipadé a = b = 1 dostadvame
obytejné rovnomérné rozdé&leni na intervalu (0, 1).
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Pf¥edpokladejme, Ze v Bernoulliho procesu je $ance zdaru 6
ndhodnd veli¢ina s rozdé&lenim pravdépodobnosti 5(a, b). Jak bude
vypadat rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny v = %?
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Pf¥edpokladejme, Ze v Bernoulliho procesu je $ance zdaru 6
ndhodnd veli¢ina s rozdé&lenim pravdépodobnosti 5(a, b). Jak bude
vypadat rozd&leni pravd€podobnosti veli€iny v = 1757

V jiZz feSeném prikladé jsme méli specidlni p¥ipad s rovnomé&rnym
rozd&lenim [(1,1). MiZeme tedy pokralovat v ¥eSeni v rovnosti
|||, kdy jsme tvar tohoto rozdéleni pouZili. Dostdvame nyni na

levé stran& misto © vyraz

! /@ 711 — t)PLdr
B(avb) 0

—

B

o <

a pfi derivovani musime pouZit pravidlo pro derivovani integralu
s proménnou horni mezi. Dostdvame proto pro hledanou hustotu

Bla.b)f(s) = <sj1>al <1 - 545— 1>b1 (s+11)2 N

a1 a+b
- (s+1> ’
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Na obrazku jsou vyneseny hustoty pro hodnotya = b = p =

— 2.5 15.
N
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V ptipadé Bernoulliho procesu popsaného ndhodnou veli¢inou

X ~ Bi(n, 8) a apriorni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny 6 s beta
rozdélenim, ma i aposteriorni pravdépodobnost opét beta rozdé&leni
s vhodnymi parametry zavislymi na vysledku pokusu. Jakd bude
aposteriorni stfedni hodnota veli€iny 6 (tj. bayesovsky bodovy
odhad této ndhodné velitiny)?
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Jak je zdlivodnéno v odstavci ?? teoretického sloupce, bude
aposteriorni hustota pravdépodobnosti, aZ na nasobek vhodnou
konstantou, ddna jako soudin apriorni hustoty pravdépodobnosti

1
0) = 011 —6)""
80)= 5oy (1= 0)
a pravdépodobnosti sledované veli¢iny X za podminky, Ze nastala
hodnota 6. Dostavame tedy za pfedpokladu, Ze v Bernoulliho
procesu nastalo k zdaril, aposteriorni hustotu (pouZity znak misto
rovnosti zna&i ,,proporciondlni*)

g(0|X = k) o« P(X = k|0)g(0)
o 0"(1 _ e)n—kea—l(l _ e)b—l _
— HaJrkfl(l _ 9)b+nfk71.

Dostali jsme tedy, aZ na konstantu, kterou nemusime viibec
vy&islovat, skute¢né hustotu aposteriorniho rozdéleni pro veli¢inu 6
s rozdélenim B(a+ k, b+ n — k).
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Jeji aposteriorni stfedni hodnota je

A a+k
0= ——.
a+b+n

Pro n a k jdouci do nekone&na, tak aby k/n — p, bude i pro nd3
aposteriorni odhad platit 8 — p. Je tedy vidét, ze p¥i velkych
hodnotdch n a k bude pfevaZovat pozorovany podil isp&nych
pokusl nad apriornim p¥edpokladem. Nicméné pro mensi hodnoty
je apriorni predpoklad naopak velice vyznamny.
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P¥iklad odhadu nehodovosti

Mame data o nehodovosti N = 20 ¥idi¢( za poslednich n = 10 let
(k—ta poloZzka oznaluje pocet roki, ve kterych do%lo k nehod& u
k—tého F¥idie):

0,0,2,0,0,2,2,0,6,4,3,1,1,1,0,0,5,1,1,0.

Pfedpokladame, Ze pravdépodobnosti nehod u jednotlivych F¥idi¢i
jsou konstanty p;, j=1,..., N.

Odhadnéte pro kazdého Fidi¢e pravdépodobnost, Ze bude mit
nehodu v ndsledujicim roce (nap¥. pro urleni jeho individudlniho
pojistného). 1

1Tento piiklad je prevzat z p¥isp&vku M. Friesl, Bayesovské odhady
v n&kterych modelech, publikovano v: Analyza dat 2004/Il (K. Kupka, ed.),
Trilobyte Statistical Software, Pardubice, 2005, pp. 21-33.
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Zavedeme si ndhodné veli¢iny Xj; s hodnotami 0, kdyZ /-ty ¥idi¢ v
Jj-tém roce nemél Zadnou nehodu, a hodnotami 1 pokud nehodu
mél. Jednotlivé roky povaZujeme za nezavislé, miZeme proto
predpokladat, Ze ndhodné velitiny S; = 37 ; Xj; uddvajici polet
nehod za viech n = 10 let maji rozd&leni Bi(n, p;).
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Zavedeme si ndhodné veli¢iny Xj; s hodnotami 0, kdyZ /-ty ¥idi¢ v
Jj-tém roce nemél Zadnou nehodu, a hodnotami 1 pokud nehodu
mél. Jednotlivé roky povaZujeme za nezavislé, miZeme proto
predpokladat, Ze ndhodné velitiny S; = 37 ; Xj; uddvajici polet
nehod za viech n = 10 let maji rozd&leni Bi(n, p;).

Samozfejmé bychom mohli odhadnout pravdépodobnosti pro
vdechny ¥idi¢e spole¢né, tj. pomoci aritmetického priiméru

1 1 129
= — 2= =2 0145,
P E;Sjn 2010 = 1

Kdy# ale uvaZime homogennost rozdgleni veli¢in X;, tézko je Ize
povaZovat za shodné, proto bude takovyto odhad jisté zavadéjici.
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Zavedeme si ndhodné veli¢iny Xj; s hodnotami 0, kdyZ /-ty ¥idi¢ v
Jj-tém roce nemél Zadnou nehodu, a hodnotami 1 pokud nehodu
mél. Jednotlivé roky povaZujeme za nezavislé, miZeme proto
predpokladat, Ze ndhodné velitiny S; = 37 ; Xj; uddvajici polet
nehod za viech n = 10 let maji rozd&leni Bi(n, p;).

Samozfejmé bychom mohli odhadnout pravdépodobnosti pro
vdechny ¥idi¢e spole¢né, tj. pomoci aritmetického priiméru

1 1 129
= — 2= =2 0145,
P E;Sjn 2010 = 1

Kdy# ale uvaZime homogennost rozdgleni veli¢in X;, tézko je Ize
povaZovat za shodné, proto bude takovyto odhad jisté zavadéjici.
Opaény extrém, tj. zcela nezavisly a individudIni odhad
1
b5 — —S.
Pi= 2

je samozfejmé také nevhodny, protoZe jisté nechceme predepisovat
nulové pojistné, dokud nedojde k prvni nehodé.
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Jako realisticky se jevi postup, ve kterém vyuZijeme stejny
predpoklad apriorniho rozdéleni pravdépodobnosti p; nehodovosti
u jednotlivych ¥idi¢d. V praxi se zpravidla pouzivd model

s Poissonovym rozdé&lenim Po(\;) u j-tého ¥idi¢e s dal3imi
predpoklady o rozdé&leni parametru A mezi ¥idi&i. Docela dobte (a
hlavné jednodude) mizeme také pfedpokladat, Ze v nasem ptipadé
ptjde o rozdéleni
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Jako realisticky se jevi postup, ve kterém vyuZijeme stejny
predpoklad apriorniho rozdéleni pravdépodobnosti p; nehodovosti
u jednotlivych ¥idi¢d. V praxi se zpravidla pouzivd model

s Poissonovym rozdé&lenim Po(\;) u j-tého ¥idi¢e s dal3imi
predpoklady o rozdé&leni parametru A mezi ¥idi&i. Docela dobte (a
hlavné jednodude) mizeme také pfedpokladat, Ze v nasem ptipadé
piijde o rozd&leni p; ~ ((a, b) s vhodnymi parametry a, b, které by
mély odrdZet kumulované vysledky viech ¥idi¢i. Pojd me tedy
touto cestou.
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Vime, Ze aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti bude
(pj|Sj = k) = B(a+ k, b+ n— k), takZe p¥isludna sttedni hodnota

bude
~b a+k

P b+n
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Vime, Ze aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti bude
(pj|Sj = k) = B(a+ k, b+ n— k), takZe p¥isludna sttedni hodnota

bude
~b a+k

P a¥b+n
Srovnejme si tento odhad s vy%e uvedenym spole¢nym odhadem j
a individudInim p;. Zaved me si k tomu hodnoty po = 333, tj.
stfedni hodnotu apriorniho spole¢ného rozdé&leni pro viechny Fidice,
ang = a + b. Dostavame
(a+ b)a nk no n

b _ '
pf_(a+b+n)(a+b)+(a+b+n)n no+np0+ng—|—npj’

coz je linedrni kombinace stfedni hodnoty py a individudlniho
odhadu p;.
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Zbyva nam tedy uZ jen smysluplné odhadnout neznamé parametry
a, b. Vime pFitom

EXji = EE(Xjilp) =Ep = po

Evar(Xj E(p(1 —
ar(Xlp) _EO-p) _ .,
var E(Xji|p) var p

a pritom veli¢iny na levych strandch miizeme p¥imo odhadnout.
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Zbyva nam tedy uZ jen smysluplné odhadnout neznamé parametry
a, b. Vime pFitom

EXji = EE(Xjilp) =Ep = po

Evar(Xj; E(p(1 —
ar(Xlp) _EO-p) _ .,
var E(Xii|p) var p

a pritom veli¢iny na levych strandch miizeme p¥imo odhadnout.
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N

1 .

EXj = E E(Xjlp) = 5 > _ B
j=1

N
1 n N
Evar(Xjlp) = 5 > (—5i(1 - )
=1

n

N
1 " "
var E(Xjlp) ~ 55, — — E 1(” —Pi(1=5));
J:

kde 5,%- oznaduje vyb&rovy rozptyl mezi individualnimi odhady
(¢tend¥ si miaze promyslet, Ze odettenim posledniho vyrazu vpravo
zajistujeme, aby i posledni odhad byl nestranny).

ProtoZe pro uvedena data takto dostdvame ng ~ 3,8643 a

po =~ 0,1450, vyjde ndm bayesovsky odhad individudIn{
pravdépodobnosti nehod

p? = 0,154 - 0,145 + 0,846 - p;.
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U:E

N
1 n N
Evar(Xjlp) = 5 > (—5i(1 - )
=1

n

N
1 " "
var E(Xjlp) ~ 55, — — E 1(” —Pi(1=5));
J:

kde 5,%- oznaduje vyb&rovy rozptyl mezi individualnimi odhady
(¢tend¥ si miaze promyslet, Ze odettenim posledniho vyrazu vpravo
zajistujeme, aby i posledni odhad byl nestranny).

ProtoZe pro uvedena data takto dostdvame ng ~ 3,8643 a

po =~ 0,1450, vyjde ndm bayesovsky odhad individudIn{
pravdépodobnosti nehod

p? = 0,154 - 0,145 + 0,846 - p;.
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)

var EXlp) =, — NZ a1 A)

kde 5,%- oznaduje vyb&rovy rozptyl mezi individualnimi odhady
(¢tend¥ si miaze promyslet, Ze odettenim posledniho vyrazu vpravo
zajistujeme, aby i posledni odhad byl nestranny).

ProtoZe pro uvedena data takto dostdvame ng ~ 3,8643 a

po =~ 0,1450, vyjde ndm bayesovsky odhad individudIn{
pravdépodobnosti nehod

p? = 0,154 - 0,145 + 0,846 - p;.
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N

1 .

EXj = E E(Xjlp) = 5 > _ B
j=1

N
1 n N
Evar(Xjlp) = 5 > (—5i(1 - )
=1

n

N
1 " "
var E(Xjlp) ~ 55, — — E 1(” —Pi(1—5));
J:

kde 5,%- oznaduje vyb&rovy rozptyl mezi individualnimi odhady
(¢tend¥ si miaze promyslet, Ze odettenim posledniho vyrazu vpravo
zajistujeme, aby i posledni odhad byl nestranny).

ProtoZe pro uvedena data takto dostdvame ng ~ 3,8643 a

po =~ 0,1450, vyjde ndm bayesovsky odhad individudIn{
pravdépodobnosti nehod

p? = 0,154 - 0,145 + 0,846 - p;.
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Jde tedy o kombinaci spolehlivého odhadu p = 0,145 kolektivni
pravdépodobnosti pg s individudlnim (frekven&nim) odhadem p;,
ktery je pofizen z malého poltu pozorovani n = 10 u jediného
Fidice.



