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Odhady parametr̊u negativńıho binomického rozložeńı

Př́ıklad Předpokládejme, že máme n řidič̊u, každý má smlouvu na
dobu di , za kterou nahlásil ki škodńıch událost́ı. Zkusme
modelovat počet nehod daného řidiče pomoćı negativńıho
binomického rozložeńı, jehož parametry a a λ(= λdi pro i-tého
řidiče) odvod́ıme.
Logaritmická věrohodnostńı funkce je

L(a, λ) =
n∑

i=1

ki−1∑
j=0

ln(a + j) + na ln a

−
n∑

i=1

(a + ki ) ln(a + λdi ) + lnλ
n∑

i=1

ki + konst.

Pro parametry a a λ pak dostáváme rovnice.



∂

∂a
L(a, λ) =
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i=1

ki−1∑
j=0

1

a + j
+ n ln a + n −

n∑
i=1

ln(a + λdi )−

−
n∑

i=1

a + ki
a + λdi

= 0

∂

∂λ
L(a, λ) = −

n∑
i=1

di
a + ki
a + λdi

+
1

λ

n∑
i=1

ki = 0



Klasifikace rizika

apriorńı, aposteriorńı proměnné

Poissonovská regrese
Ni pojistné události

Ni ∼ Poi(die
(β0+

∑p
j=1 βjxij ))

Skóre:

β0 +

p∑
j=1

βjxij)
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Bayesovská analýza dat

Mějme Bernoulli̊uv proces definovaný náhodnou veličinou
X ∼ Bi(n, θ) s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti a
p̌redpokládejme, že parametr θ je p̌ritom náhodnou veličinou
s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnosti na intervalu (0, 1).
Definujme šanci na úspěch v našem procesu jako veličinu γ = θ

1−θ .
Jakou hustotu rozděleńı má veličina γ?



Intuitivně asi ćıt́ıme, že nepůjde o rovnoměrné rozděleńı.
Označ́ıme hledanou hustotu pravděpodobnosti f (s) a ze vztahu
mezi θ a γ spočteme θ = γ

1+γ . Také okamžitě vid́ıme, že hustota
pravděpodobnosti veličiny γ bude nenulová pouze pro kladné
hodnoty proměnné. Zadáńı můžeme nyńı zformulovat tak, že
požadujeme

Θ = P(θ < Θ) = P
(
γ <

Γ

1 + Γ

)
=

∫ Γ

0
f (s)ds, (1)

kde Γ = Θ
1−Θ .



Na pravé straně máme ovšem v horńı mezi právě měńıćı se
ohraničeńı γ a dostáváme tedy definičńı vztah pro f (s)

f (s) =

(
s

s + 1

)′
=

1

(s + 1)2
.

Hledaná hustota skutečně dává daleko věťśı pravděpodobnost
malým hodnotám šance než velkým.



Jestliže pracujeme v bayesovském p̌ŕıstupu s binomickým modelem
rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X ∼ Bi(n, θ), bude
nás zaj́ımat jej́ı pravděpodobnostńı funkce
fX (k) =

(n
k

)
θk(1− θ)n−k . Na tuto funkci se ale můžeme také d́ıvat

jako na podḿıněnou pravděpodobnost P(θ|X = k) p̌ri apriorńım
rovnoměrném rozděleńı pravděpodobnosti veličiny θ na intervalu
(0, 1). Je to tedy právě aposteriorńı rozděleńı pravděpodobnosti
veličiny θ odpov́ıdaj́ıćı výsledku pokusu X = k . Následuj́ıćı p̌ŕıklad
se týká obecné ťŕıdy takovýchto rozděleńı pravděpodobnosti.



Najděte základńı charakteristiky tzv. Beta rozděleńı β(a, b)
s hustotou pravděpodobnosti tvaru

fY =

{
C ya−1(1− y)b−1 y ∈ (0, 1)

0 jinak.

Konstantu C je ťreba volit jako reciprokou hodnotu integrálu∫ 1
0 ya−1(1− y)b−1dy , což je funkce B(a, b), v matematické analýze

(ale také technických vědách či fyzice) známá pod názvem Beta
funkce. Když už známe funkci Gama, která zobecňuje diskrétńı
hodnoty faktoriál̊u, vyskoč́ı na nás nap̌r. p̌ri následuj́ıćım výpočtu:
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s hustotou pravděpodobnosti tvaru

fY =

{
C ya−1(1− y)b−1 y ∈ (0, 1)

0 jinak.
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Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

e−t tx−1dt ·
∫ ∞

0
e−s sy−1ds =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−t−s tx−1sy−1dt ds =

(substituce t = rq, s = r(1− q))

=

∫ ∞
r=0

∫ 1

q=0
e−r (rq)x−1

(
r(1− q)

)y−1
r dq dr =

=

∫ ∞
r=0

e−r r x+y−1dr ·
∫ 1

t=0
qx−1(1− q)y−1dq =

= Γ(x + y)B(x , y).

dostáváme tedy obecný vztah

B(a, b) =
Γ(a + b)

Γ(a)Γ(b)
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a z vlastnost́ı Gamma funkce již snadno plyne, že pro p̌rirozená
kladná a, b bude platit

B(n − k + 1, k + 1) =
k!(n − k)!

(n + 1)!
=

1

n + 1

(
n

k

)−1

.



Př́ımým výpočtem vid́ıme, že sťredńı hodnota veličiny X ∼ β(a, b)
s beta rozděleńım je (využ́ıváme vztah Γ(z + 1) = zΓ(z))

EX =
B(a + 1, b)

B(a, b)
=

a

a + b
.

Je-li a = b vyjde sťredńı hodnota i medián 1
2 .

Př́ımo se také spočte rozptyl

varX = E(X − EX )2 =
ab

(a + b)2(a + b + 1)
.

Pro a = b tedy dostáváme varX = 1
8a+4 , což ukazuje, že pro

rostoućı a = b klesá rozptyl. V p̌ŕıpadě a = b = 1 dostáváme
obyčejné rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1).



Předpokládejme, že v Bernoulliho procesu je šance zdaru θ
náhodná veličina s rozděleńım pravděpodobnosti β(a, b). Jak bude
vypadat rozděleńı pravděpodobnosti veličiny γ = θ

1−θ?

V již řešeném p̌ŕıkladě jsme měli speciálńı p̌ŕıpad s rovnoměrným
rozděleńım β(1, 1). Můžeme tedy pokračovat v řešeńı v rovnosti
‖1‖, kdy jsme tvar tohoto rozděleńı použili. Dostáváme nyńı na
levé straně ḿısto Θ výraz

1

B(a, b)

∫ Θ

0
ta−1(1− t)b−1dt

a p̌ri derivováńı muśıme použ́ıt pravidlo pro derivováńı integrálu
s proměnnou horńı meźı. Dostáváme proto pro hledanou hustotu

B(a, b)f (s) =

(
s

s + 1

)a−1(
1− s

s + 1

)b−1 1

(s + 1)2
=

=

(
sa−1

s + 1

)a+b

.
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Na obrázku jsou vyneseny hustoty pro hodnoty a = b = p =
= 2, 5, 15.



V p̌ŕıpadě Bernoulliho procesu popsaného náhodnou veličinou
X ∼ Bi(n, θ) a apriorńı pravděpodobnosti náhodné veličiny θ s beta
rozděleńım, má i aposteriorńı pravděpodobnost opět beta rozděleńı
s vhodnými parametry závislými na výsledku pokusu. Jaká bude
aposteriorńı sťredńı hodnota veličiny θ (tj. bayesovský bodový
odhad této náhodné veličiny)?



Jak je zdůvodněno v odstavci ?? teoretického sloupce, bude
aposteriorńı hustota pravděpodobnosti, až na násobek vhodnou
konstantou, dána jako součin apriorńı hustoty pravděpodobnosti

g(θ) =
1

B(a, b)
θa−1(1− θ)b−1

a pravděpodobnosti sledované veličiny X za podḿınky, že nastala
hodnota θ. Dostáváme tedy za p̌redpokladu, že v Bernoulliho
procesu nastalo k zdar̊u, aposteriorńı hustotu (použitý znak ḿısto
rovnosti znač́ı

”
proporcionálńı“)

g(θ|X = k) ∝ P(X = k |θ)g(θ) ∝

∝ θk(1− θ)n−kθa−1(1− θ)b−1 =

= θa+k−1(1− θ)b+n−k−1.

Dostali jsme tedy, až na konstantu, kterou nemuśıme v̊ubec
vyč́ıslovat, skutečně hustotu aposteriorńıho rozděleńı pro veličinu θ
s rozděleńım B(a + k , b + n − k).



Jej́ı aposteriorńı sťredńı hodnota je

θ̂ =
a + k

a + b + n
.

Pro n a k jdoućı do nekonečna, tak aby k/n→ p, bude i pro náš
aposteriorńı odhad platit θ̂ → p. Je tedy vidět, že p̌ri velkých
hodnotách n a k bude p̌revažovat pozorovaný pod́ıl úspěšných
pokus̊u nad apriorńım p̌redpokladem. Nicméně pro menš́ı hodnoty
je apriorńı p̌redpoklad naopak velice významný.



Př́ıklad odhadu nehodovosti

Máme data o nehodovosti N = 20 řidič̊u za posledńıch n = 10 let
(k–tá položka označuje počet rok̊u, ve kterých došlo k nehodě u
k–tého řidiče):

0, 0, 2, 0, 0, 2, 2, 0, 6, 4, 3, 1, 1, 1, 0, 0, 5, 1, 1, 0.

Předpokládáme, že pravděpodobnosti nehod u jednotlivých řidič̊u
jsou konstanty pj , j = 1, . . . ,N.
Odhadněte pro každého řidiče pravděpodobnost, že bude ḿıt
nehodu v následuj́ıćım roce (nap̌r. pro určeńı jeho individuálńıho
pojistného). 1

1Tento p̌ŕıklad je p̌revzat z p̌ŕıspěvku M. Friesl, Bayesovské odhady
v některých modelech, publikováno v: Analýza dat 2004/II (K. Kupka, ed.),
Trilobyte Statistical Software, Pardubice, 2005, pp. 21-33.



Zavedeme si náhodné veličiny Xij s hodnotami 0, když i-tý řidič v
j-tém roce neměl žádnou nehodu, a hodnotami 1 pokud nehodu
měl. Jednotlivé roky považujeme za nezávislé, můžeme proto
p̌redpokládat, že náhodné veličiny Sj =

∑n
i=1 Xji udávaj́ıćı počet

nehod za všech n = 10 let maj́ı rozděleńı Bi(n, pj).

Samožrejmě bychom mohli odhadnout pravděpodobnosti pro
všechny řidiče společně, tj. pomoćı aritmetického pr̊uměru

p̂ =
1

N

n∑
j=1

Sj
1

n
=

1

20

29

10
= 0,145.

Když ale uváž́ıme homogennost rozděleńı veličin Xj , těžko je lze
považovat za shodné, proto bude takovýto odhad jistě zaváděj́ıćı.
Opačný extrém, tj. zcela nezávislý a individuálńı odhad

p̂j =
1

n
Sj

je samožrejmě také nevhodný, protože jistě nechceme p̌redepisovat
nulové pojistné, dokud nedojde k prvńı nehodě.
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Jako realistický se jev́ı postup, ve kterém využijeme stejný
p̌redpoklad apriorńıho rozděleńı pravděpodobnosti pj nehodovosti
u jednotlivých řidič̊u. V praxi se zpravidla použ́ıvá model
s Poissonovým rozděleńım Po(λj) u j-tého řidiče s daľśımi
p̌redpoklady o rozděleńı parametru λ mezi řidiči. Docela dob̌re (a
hlavně jednoduše) můžeme také p̌redpokládat, že v našem p̌ŕıpadě
půjde o rozděleńı

pj ∼ β(a, b) s vhodnými parametry a, b, které by
měly odrážet kumulované výsledky všech řidič̊u. Pojd’me tedy
touto cestou.
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V́ıme, že aposteriorńı rozděleńı pravděpodobnost́ı bude
(pj |Sj = k) = β(a + k , b + n − k), takže p̌ŕıslušná sťredńı hodnota
bude

p̂bj =
a + k

a + b + n
.

Srovnejme si tento odhad s výše uvedeným společným odhadem p̂
a individuálńım p̂j . Zaved’me si k tomu hodnoty p0 = a

a+b , tj.
sťredńı hodnotu apriorńıho společného rozděleńı pro všechny řidiče,
a n0 = a + b. Dostáváme

p̂bj =
(a + b)a

(a + b + n)(a + b)
+

nk

(a + b + n)n
=

n0

n0 + n
p0 +

n

n0 + n
p̂j ,

což je lineárńı kombinace sťredńı hodnoty p0 a individuálńıho
odhadu p̂j .
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Srovnejme si tento odhad s výše uvedeným společným odhadem p̂
a individuálńım p̂j . Zaved’me si k tomu hodnoty p0 = a

a+b , tj.
sťredńı hodnotu apriorńıho společného rozděleńı pro všechny řidiče,
a n0 = a + b. Dostáváme

p̂bj =
(a + b)a

(a + b + n)(a + b)
+

nk

(a + b + n)n
=

n0

n0 + n
p0 +

n

n0 + n
p̂j ,

což je lineárńı kombinace sťredńı hodnoty p0 a individuálńıho
odhadu p̂j .



Zbývá nám tedy už jen smysluplně odhadnout neznámé parametry
a, b. V́ıme p̌ritom

EXji = E E(Xji |p) = E p = p0

E var(Xji |p)

var E(Xji |p)
=

E(p(1− p))

var p
= a + b = n0

a p̌ritom veličiny na levých stranách můžeme p̌ŕımo odhadnout.
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kde s2
p̂j

označuje výběrový rozptyl mezi individuálńımi odhady

(čtená̌r si může promyslet, že odečteńım posledńıho výrazu vpravo
zajǐst’ujeme, aby i posledńı odhad byl nestranný).
Protože pro uvedená data takto dostáváme n0 ' 3,8643 a
p0 ' 0,1450, vyjde nám bayesovský odhad individuálńı
pravděpodobnosti nehod

p̂bj = 0,154 · 0,145 + 0,846 · p̂j .
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Jde tedy o kombinaci spolehlivého odhadu p̂ = 0,145 kolektivńı
pravděpodobnosti p0 s individuálńım (frekvenčńım) odhadem p̂j ,
který je pǒŕızen z malého počtu pozorováńı n = 10 u jediného
řidiče.


