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2. května 2016



p̌ripomenut́ı z minulé hodiny

Má-li vektor (X ,Θ) sdruženou hustotu f (x , θ), pak podḿıněná
pravděpodobnost komponenty Θ za podḿınky X = x je dána
hustotou

g(θ|x) =
f (x |θ)g(θ)

f (x)
,

kde f (x) a g(θ) jsou marginálńı hustoty pravděpodobnost́ı.



Diskrétńı Markovovy řetězce

Matematický model systému, který se může nacházet v m r̊uzných
stavech s r̊uznou pravděpodobnost́ı. V jistém okamžiku je systém
ve stavu i s pravděpodobnost́ı xi a k p̌rechodu z možného stavu i
do stavu j (za časovou jednotku) dojde s pravděpodobnost́ı tij .

Můžeme tedy proces zapsat takto: V čase n je systém popsán
pravděpodobnostńım vektorem

xn = (u1(n), . . . , um(n))T .

To znamená, že všechny komponenty vektoru x jsou reálná
nezáporná č́ısla a jejich součet je roven jedné. Komponenty udávaj́ı
rozděleńı pravděpodobnosti jednotlivých možnost́ı stav̊u systému.
Rozděleńı pravděpodobnost́ı pro čas n + 1 bude dáno vynásobeńım
pravděpodobnostńı matićı p̌rechodu T = (tij), tj.

xn+1 = T · xn.
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Studenti na p̌rednášce

Studenty můžeme rozdělit řekněme do ťŕı skupin - na ty, co jsou
p̌ŕıtomni na p̌rednášce a vńımaj́ı, na ty, co jsou rovněž p̌ŕıtomni, ale
nevńımaj́ı, a na ty, co sed́ı ḿısto p̌rednášky v hospodě. Nyńı
budeme hodinu po hodině sledovat, jak se měńı počty student̊u
v těchto skupinách. Základem je vypozorovat, jaké jsou jednotlivé
pravděpodobnosti změn stavu studenta. Dejme tomu, že by to
mohlo být následovně:

Student, který vńımá: s pravděpodobnost́ı 50% z̊ustane vńımat,
40% p̌restane vńımat a 10% odejde do hospody. Student, který je
na p̌rednášce a nevńımá: začne vńımat s pravděpodobnost́ı 10%,
z̊ustane ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student,
který sed́ı v hospodě má nulovou pravděpodobnost, že se vrát́ı na
p̌rednášku.
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Jak se bude tento model vyv́ıjet v čase? Jak se situace změńı,
pokud budeme p̌redpokládat aspoň desetiprocentńı
pravděpodobnost toho, že se student vrát́ı z hospody na p̌rednášku
(tu ovšem samožrejmě nevńımá)?

Ze zadáńı se jedná o Markov̊uv proces s matićı0,5 0,1 0
0,4 0,5 0
0,1 0,4 1

 .

Jej́ı charakteristický polynom je (0,5− λ)2(1− λ)− 0,4(1− λ).
Evidentně je tedy 1 vlastńı č́ıslo této matice (daľśı kǒreny jsou pak
0,3 a 0,7). Postupem času se tedy studenti rozděĺı do skupin tak,
že stav bude popsán p̌ŕıslušným vlastńım vektorem. Ten je řešeńım
rovnice −0,5 0,1 0

0,4 −0,5 0
0,1 0,4 0

x
y
z

 = 0,

což jsou právě násobky vektoru (0, 0, 1). Jinými slovy, všichni
studenti po čase skonč́ı v hospodě.
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Jak se bude tento model vyv́ıjet v čase? Jak se situace změńı,
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Tento výsledek je žrejmý i bez poč́ıtáńı - t́ım, že je nulová
pravděpodobnost odchodu studenta do školy, se budou studenti
postupně hromadit v hospodě. Přidáńım desetiprocentńı možnosti
odchodu studenta do školy se toto změńı. Př́ıslušná matice bude0,5 0,1 0

0,4 0,5 0,1
0,1 0,4 0,9

 .

Opět plat́ı, že se stav ustáĺı na vlastńım vektoru p̌ŕıslušnému
vlastńımu č́ıslu 1. Ten je v tomto p̌ŕıpadě řešeńım rovnice−0,5 0,1 0

0,4 −0,5 0,1
0,1 0,4 −0,1

x
y
z

 = 0.

Řešeńım je nap̌ŕıklad vektor (1, 5, 21). Poměrné rozložeńı student̊u
v jednotlivých skupinách pak dá násobek tohoto vektoru, který má
součet složek roven 1, tj. vektor

(
1
27 ,

5
27 ,

21
27

)
. Opět tedy věťsina

student̊u skonč́ı v hospodě, něktěŕı ale ve škole budou.
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Roztržitý profesor

Uvažujme následuj́ıćı situaci: Roztržitý profesor s sebou nośı
deštńık, ale s pravděpodobnost́ı 1/2 jej zapomene tam, odkud
odcháźı. Ráno odcháźı do práce. V práci chod́ı na oběd do
restaurace a zpět. Po skončeńı práce odcháźı domů. Uvažujme pro
jednoduchost, že nikam jinam po dostatečně dlouhou dobu
profesor nechod́ı a že v restauraci z̊ustává deštńık na profesorově
obĺıbeném ḿıstě, odkud si ho může následuj́ıćı den vźıt (pokud
nezapomene). Uvažte tuto situaci jako Markov̊uv proces a napǐste
jeho matici. Jaká je pravděpodobnost, že se po mnoha dnech po
ránu deštńık bude nalézat v restauraci? (Je vhodné za časovou
jednotku vźıt jeden den – od rána do rána.)



Plat́ı

A =

11/16 3/8 1/4
3/16 3/8 1/4
1/8 1/4 1/2

 .

Spoč́ıtejme ťreba prvek a11, tedy pravděpodobnost, že deštńık začne
den doma a skonč́ı doma (bude tam i druhý den ráno): deštńık
může putovat ťremi disjunktńımi cestami:

D Profesor ho hned ráno zapomene doma: p1 = 1
2 .

DPD Profesor si ho vezme do práce, pak ho zapomene vźıt na oběd
a poté ho večer odnese domů: p2 = 1

2 ·
1
2 ·

1
2 = 1

8 .

DPRPD Profesor bere deštńık všude a nikde ho nezapomene:
p3 = 1

2 ·
1
2 ·

1
2 ·

1
2 = 1

16 .

Celkem a11 = p1 + p2 + p3 = 11
16 . Vlastńı vektor této matice

p̌ŕıslušný dominantńı vlastńı hodnotě 1 je (2, 1, 1), je tedy hledaná
pravděpodobnost 1/(2 + 1 + 1) = 1/4.
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Důležitost webových stránek

Internetové vyhledávače uḿı na internetu vyhledat (skoro) všechny
stránky obsahuj́ıćı dané slovo či frázi. Jak ale seťŕıdit vyhledané
stránky tak, aby uživatel dostal pokud možno seznam sěrazený
podle relevance daných stránek? Jednou z možnost́ı je následuj́ıćı
algoritmus: soubor všech nalezených stránek považujme za systém
a každou z nalezených stránek za jeden z jeho možných stav̊u.
Poṕı̌seme náhodné procházeńı těchto stránek jako Markov̊uv
proces. Pravděpodobnosti p̌rechodu mezi jednotlivými stránkami
jsou dány odkazy: každý odkaz, řekněme ze stránky A na stránku
B určuje pravděpodobnost (1/(celkový počet odkaz̊u ze stránky
A)), se kterou se dostaneme ze stránky A na stránku B. Pokud
z některé stránky nevedou žádné odkazy, tak ji uvažujeme jako
stránku, ze které vedou odkazy na všechny ostatńı. T́ımto
dostaneme pravděpodobnostńı matici M (prvek mij odpov́ıdá
pravděpodobnosti, se kterou se dostaneme z i-té stránky na j-tou).

Bude-li tedy člověk náhodně klikat na odkazy v nalezených
stránkách (pokud se dostane na stránku, ze které nevede odkaz,
vybere si náhodně daľśı), tak pravděpodobnost toho, že se v daný
okamžik (dostatečně vzdálený od počátku klikáńı) bude nalézat na
i-té stránce odpov́ıdá i-té složce jednotkového vlastńıho vektoru
matice M, odpov́ıdaj́ıćıho vlastńımu č́ıslu 1. Podle velikosti těchto
pravděpodobnost́ı pak urč́ıme důležitost jednotlivých stránek.
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pravděpodobnost́ı pak urč́ıme důležitost jednotlivých stránek.



Tento algoritmus lze modifikovat t́ım, že budeme p̌redpokládat, že
uživatel po nějaké době p̌restane klikat z odkazu na odkaz a opět
začne náhodně na nějaké nové stránce. Řekněme, že
s pravděpodobnost́ı d vybere náhodně novou stránku a
s pravděpodobnost́ı (1− d) klikne na nějaký odkaz na ńı.
V takovéto situaci je nyńı pravděpodobnost p̌rechodu mezi
libovolnými dvěma stránkami Si a Sj nenulová, je to totiž
d/n + (1− d)/(celkový počet odkaz̊u ze stránky Si ), pokud ze
stránky Si vede odkaz na Sj , pokud ne, tak je tato
pravděpodobnost d/n (1/n, pokud z Si nevedou žádné odkazy).
Podle Frobeniovy-Perronovy věty je vlastńı hodnota 1
jednonásobná a dominantńı, takže j́ı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor je
jediný (pokud bychom volili pravděpodobnosti p̌rechodu pouze
způsobem z p̌redchoźıho odstavce, tak by tomu tak nemuselo být).



Pro názornost uvažme stránky A, B, C a D. Odkazy vedou z A na
B a na C , z B na C a z C na A, z D pak nikam. Uvažujme, že
pravděpodobnost toho, že uživatel náhodně zvoĺı novou stránku je
1/5. Potom by matice M vypadala následovně:

M =


1/20 1/20 17/20 1/4
9/20 1/20 1/20 1/4
9/20 17/20 1/20 1/4
1/20 1/20 1/20 1/4

 .

Vlastńı vektor p̌ŕıslušný vlastńı hodnotě 1 je
(305/53, 175/53, 315/53, 1),

důležitost stránek tedy bude stanovena v pǒrad́ı podle velikosti
jeho odpov́ıdaj́ıćıch složek, tedy C > A > B > D.
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Jestliže je A primitivńı matice se spektrálńım poloměrem λ ∈ R,
pak je λ jednoduchým kǒrenem charakteristického polynomu
matice A, který je osťre věťśı než absolutńı hodnota kteréhokoliv
jiného vlastńıho č́ısla matice A. K vlastńımu č́ıslu λ nav́ıc existuje
vlastńı vektor x s výhradně kladnými prvky xi .


