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pfipomenuti z minulé hodiny

Ma-li vektor (X, @) sdruZenou hustotu f(x, #), pak podmin&na
pravdépodobnost komponenty © za podminky X = x je dana

hustotou xl0)a (0
g<e|x>:(x,l()j”,

kde f(x) a g(0) jsou margindlni hustoty pravdépodobnosti.



Diskrétni Markovovy Fetézce

Matematicky model systému, ktery se miiZe nachdzet v m riiznych
stavech s rliznou pravdépodobnosti. V jistém okamZiku je systém
ve stavu i/ s pravdépodobnosti x; a k pfechodu z moZného stavu /
do stavu j (za &asovou jednotku) dojde s pravdépodobnosti t;;.



Diskrétni Markovovy Fetézce

Matematicky model systému, ktery se miiZe nachdzet v m riiznych
stavech s rliznou pravdépodobnosti. V jistém okamZiku je systém
ve stavu i/ s pravdépodobnosti x; a k pfechodu z moZného stavu /
do stavu j (za &asovou jednotku) dojde s pravdépodobnosti t;;.
MiiZeme tedy proces zapsat takto: V Case n je systém popsan
pravdépodobnostnim vektorem

xp = (ui(n), ..., um(n))T.

To znamen3, Ze v8echny komponenty vektoru x jsou redlna
nezdpornd Cisla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji
rozdéleni pravdépodobnosti jednotlivych moZnosti stavil systému.
Rozdé&leni pravdépodobnosti pro ¢as n + 1 bude dédno vyndsobenim
pravdépodobnostni matici pfechodu T = (tj), tj.

Xpt1 = T - Xp.



Studenti na prednasce

Studenty miZeme rozdélit ¥feknédme do t¥i skupin - na ty, co jsou
pfitomni na p¥ednasce a vnimaji, na ty, co jsou rovnéZz pfitomni, ale
nevnimaji, a na ty, co sedi misto pfednasky v hospodé. Nyni
budeme hodinu po hodiné sledovat, jak se mé&ni pocty studenti

v téchto skupindch. Zakladem je vypozorovat, jaké jsou jednotlivé
pravdépodobnosti zmén stavu studenta. Dejme tomu, Ze by to
mohlo byt nadsledovné:
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Student, ktery vnima: s pravdépodobnosti 50% zlistane vnimat,
40% prestane vnimat a 10% odejde do hospody. Student, ktery je
na predna¥ce a nevnima: zane vnimat s pravdépodobnosti 10%,
zistane ve stejném stavu 50%, odejde do hospody 40%. Student,
ktery sedi v hospodé ma nulovou pravdépodobnost, Ze se vrati na
predndsku.



Jak se bude tento model vyvijet v &ase? Jak se situace zméni,
pokud budeme predpokladat aspon desetiprocentni
pravdépodobnost toho, Ze se student vrati z hospody na pfednasku
(tu ov8em samozfejm& nevnimd)?
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Ze zadani se jednd o Markoviiv proces s matici
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pravdépodobnost toho, Ze se student vrati z hospody na pfednasku
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Jeji charakteristicky polynom je (0,5 — A\)?(1 — A\) — 0,4(1 — \).
Evidentng je tedy 1 vlastni &islo této matice (dal3i kofeny jsou pak
0,3 2 0,7). Postupem &asu se tedy studenti rozd&li do skupin tak,
Ze stav bude popsan ptislusnym vlastnim vektorem. Ten je FeSenim

rovnice

-05 0,1 O X

04 -05 0 y] =0,

01 04 O z
coZ jsou pravé nasobky vektoru (0,0, 1). Jinymi slovy, v&ichni
studenti po &ase skon& v hospodé.



Tento vysledek je zfejmy i bez poé&itani - tim, Ze je nulova
pravdépodobnost odchodu studenta do $skoly, se budou studenti
postupné hromadit v hospod&. P¥idanim desetiprocentni moznosti
odchodu studenta do 3koly se toto zméni. P¥islusnd matice bude

05 01 0
04 05 0,1
01 04 09

Opét plati, Ze se stav ustdli na vlastnim vektoru p¥islusnému
vlastnimu ¢&islu 1. Ten je v tomto p¥ipadé FeSenim rovnice
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Regenim je napfiklad vektor (1,5,21). Pom&rné rozlozeni student
v jednotlivych skupinach pak dd ndsobek tohoto vektoru, ktery ma

x 5 : 1 21 % o
soulet sloZek roven 1, tj. vektor (ﬁ, 25—7, f) Opét tedy vé&tSina
studenti skon&i v hospodg&, néktefi ale ve $kole budou.



RoztrZity profesor

UvaZujme nésledujici situaci: RoztrZity profesor s sebou nosi
destnik, ale s pravd&podobnosti 1/2 jej zapomene tam, odkud
odchazi. Rano odchazi do prace. V praci chodi na obéd do
restaurace a zpét. Po skondeni prace odchazi domi. UvaZujme pro
jednoduchost, Ze nikam jinam po dostate¢né dlouhou dobu
profesor nechodi a Ze v restauraci zlistdva de$tnik na profesorové
oblibeném mist&, odkud si ho mize nasledujici den vzit (pokud
nezapomene). UvaZte tuto situaci jako Markoviv proces a napiste
jeho matici. Jaka je pravdépodobnost, Ze se po mnoha dnech po
ranu destnik bude nalézat v restauraci? (Je vhodné za &asovou
jednotku vzit jeden den — od rana do rana.)
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Spoditejme tfeba prvek a%, tedy pravdépodobnost, Ze destnik zatne
den doma a skon&i doma (bude tam i druhy den rdno): destnik

miiZe putovat tfemi disjunktnimi cestami:

D Profesor ho hned rano zapomene doma: p; = %

DPD Profesor si ho vezme do prace, pak ho zapomene vzit na obé&d
a poté ho vecer odnese domi: p, =555 = 3.

p3 =
Celkem al = p1 +po+p3s = %.
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DPD Profesor si ho vezme do prace, pak ho zapomene vzit na obé&d
a poté ho vecer odnese domi: p, =555 = 3.

i1 1.1 _ 1
- 16°

Celkem al = p1 +po+p3s = %. Vlastni vektor této matice
pFisluiny dominantni vlastni hodnoté 1 je (2,1,1), je tedy hledand
pravd&podobnost 1/(2+1+1) = 1/4.
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DileZitost webovych stranek

Internetové vyhleddvae umi na internetu vyhledat (skoro) vdechny
stranky obsahujici dané slovo &i frazi. Jak ale set¥idit vyhledané
stranky tak, aby uZivatel dostal pokud moZno seznam sefazeny
podle relevance danych stranek? Jednou z moZnosti je ndsledujici
algoritmus: soubor v8ech nalezenych stranek povazujme za systém
a kaZdou z nalezenych strdnek za jeden z jeho moZnych stavi.
Popiseme ndhodné prochazeni té&chto stranek jako Markoviiv
proces. Pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi strankami
jsou dany odkazy: kazdy odkaz, feknéme ze stranky A na stranku
B urtuje pravdépodobnost (1/(celkovy pocet odkazii ze stranky
A)), se kterou se dostaneme ze stranky A na stranku B. Pokud

z nékteré stranky nevedou zadné odkazy, tak ji uvaZzujeme jako
stranku, ze které vedou odkazy na v3echny ostatni. Timto
dostaneme pravdépodobnostni matici M (prvek mj; odpovida
pravdé&podobnosti, se kterou se dostaneme z i-té stranky na j-tou).
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Tento algoritmus Ize modifikovat tim, Ze budeme p¥edpokladat, Ze
uZivatel po néjaké dobé& prestane klikat z odkazu na odkaz a opét
zaéne nihodn& na n&jaké nové strance. Reknéme, e

s pravdépodobnosti d vybere ndhodné novou stranku a

s pravd&podobnosti (1 — d) klikne na n&jaky odkaz na ni.

V takovéto situaci je nyni pravdépodobnost pfechodu mezi
libovolnymi dvéma strankami S; a S; nenulovd, je to totiz

d/n+ (1 — d)/(celkovy polet odkazil ze stranky S;), pokud ze
stranky S; vede odkaz na S;, pokud ne, tak je tato
pravd&podobnost d/n (1/n, pokud z S; nevedou Zddné odkazy).
Podle Frobeniovy-Perronovy véty je vlastni hodnota 1
jednonasobnd a dominantni, takZe ji odpovidajici vlastni vektor je
jediny (pokud bychom volili pravdépodobnosti pfechodu pouze
zplsobem z pfedchoziho odstavce, tak by tomu tak nemuselo byt).



Pro nazornost uvaZme stranky A, B, C a D. Odkazy vedou z A na
BanaC,zBnaCazCnaA, zD pak nikam. UvaZujme, Ze
pravdépodobnost toho, Ze uZivatel ndhodné& zvoli novou stranku je
1/5. Potom by matice M vypadala nasledovn&:
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Vlastni vektor pfislusny vlastni hodnoté 1 je
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(305/53,175/53,315/53,1),
dileZitost stranek tedy bude stanovena v pofadi podle velikosti
jeho odpovidajicich slozek, tedy C > A > B > D.



JestliZze je A primitivni matice se spektrdlnim polomé&rem A\ € R,
pak je A jednoduchym ko¥enem charakteristického polynomu
matice A, ktery je ostfe vétsi neZ absolutni hodnota kteréhokoliv
jiného vlastniho ¢isla matice A. K vlastnimu ¢&islu A navic existuje
vlastni vektor x s vyhradné kladnymi prvky x;.



