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Perronova-Frobeniova véta

Jestlize je A primitivni matice se spektrdalnim polomérem X\ € R,
pak je A jednoduchym kofenem charakteristického polynomu
matice A, ktery je ostre vétsi neZ absolutni hodnota kteréhokoliv
jiného vlastniho ¢&isla matice A. K viastnimu &islu A navic existuje
vlastni vektor x s vyhradné kladnymi prvky x;.

V diikazu se budeme opirat o intuici elementarni geometrie.
Céstetn& budeme pouZité koncepty upfesfiovat uz v analytické
geometrii ve ¢tvrté kapitole, nékteré analytické aspekty budeme
studovat podrobnéji v kapitolach paté a pozdéji, pfesné dilkazy
nékterych analytickych krokli v této uéebnici nepoddme viibec.
Snad budou nésledujici tvahy nejen osvétlovat dokazovany teorém,
ale budou také samy o sobé& motivaci pro nase dalsi studium
geometrie i matematické analyzy.



UvaZme libovolny mnohostén P obsahujici potatek 0 € R".
JestliZze néjaka iterace linedrniho zobrazeni ¢ : R" — R”
zobrazuje P do jeho vnitfku, pak je spektralni polomér zobrazeni v
ostfe mensi neZ jedna.



UvaZme libovolny mnohostén P obsahujici potatek 0 € R".
JestliZze néjaka iterace linedrniho zobrazeni ¢ : R" — R”
zobrazuje P do jeho vnitfku, pak je spektralni polomér zobrazeni v
ostfe mensi neZ jedna.

Uvazme matici A zobrazeni ¢ ve standardni bazi. ProtoZe vlastni
gisla AX jsou k—té mocniny vlastnich &isel matice A, mizeme
rovnou bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddat, Ze samotné zobrazenf{
1 jiz zobrazuje P do vnittku P. Zjevn& tedy nemiize mit ¢ Zadnou
vlastni hodnotu s absolutni hodnotou vétsi nez jedna.

Dikaz déle povedeme sporem. P¥edpokladejme, Ze existuje vlastni
hodnota A s |A| = 1. Mdme tedy dv& moZnosti. Bud je Ak =1 pro
vhodné k nebo takové k neexistuje.



Obrazem P je uzavfend mnoZina (to znamena, Ze pokud se body

v obrazu budou hromadit k néjakému bodu y v R"”, bude y opét

v obrazu) a hranici P tento obraz viibec neprotind. NemiZe tedy

mit v pevny bod na hranici P ani nemiiZe existovat zddny bod na
hranici, ke kterému by se mohly libovolné blizit body v obrazu.
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v obrazu) a hranici P tento obraz viibec neprotind. NemiZe tedy
mit v pevny bod na hranici P ani nemiiZe existovat zddny bod na
hranici, ke kterému by se mohly libovolné blizit body v obrazu.
Prvni argument vylu€uje, Ze by né&jakd mocnina X byla jedni¢kou,
protoZe to by takovy pevny bod na hranici P jisté existoval. Ve
zbyvajicim p¥fipadé jist& existuje dvourozmérny podprostor

W C R", na néjZz se ¢ zuZuje coby rotace o iraciondlni argument a
jisté existuje bod y v prliniku W s hranici P. Pak by ale byl bod y
libovoln& pfesné& pfiblizen body z mnoZiny 1"(y) p¥i prichodu p¥es
v8echny iterace, a tedy by musel sdm byt také v obrazu.



Obrazem P je uzavfend mnoZina (to znamena, Ze pokud se body
v obrazu budou hromadit k néjakému bodu y v R"”, bude y opét

v obrazu) a hranici P tento obraz viibec neprotind. NemiZe tedy
mit v pevny bod na hranici P ani nemiiZe existovat zddny bod na
hranici, ke kterému by se mohly libovolné blizit body v obrazu.
Prvni argument vylu€uje, Ze by né&jakd mocnina X byla jedni¢kou,
protoZe to by takovy pevny bod na hranici P jisté existoval. Ve
zbyvajicim p¥fipadé jist& existuje dvourozmérny podprostor

W C R", na néjZz se ¢ zuZuje coby rotace o iraciondlni argument a
jisté existuje bod y v prliniku W s hranici P. Pak by ale byl bod y
libovoln& pfesné& pfiblizen body z mnoZiny 1"(y) p¥i prichodu p¥es
v8echny iterace, a tedy by musel sdm byt také v obrazu. Dosli jsme
tedy ke sporu a lemma je ovéfeno.



Nyni se ddme do dikazu Perronovy véty. Nasim prvnim krokem
bude ovéfeni existence vlastniho vektoru, ktery ma v8echny prvky
kladné. UvaZme za tim Géelem tzv. standardni simplex

S ={x=(xt,....,%)"; |x|=1,x,>0,i=1,...,n}
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ProtoZe v8echny prvky v matici A jsou nezdporné, obraz A - x bude
mit samé nezdporné soutradnice stejné jako x a alespori jedna
z nich bude vZdy nenulova.
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pfedpoklady tzv. Brouwerovy véty o pevném bodé a proto existuje
vektor y € S takovy, Ze je timto zobrazenim zobrazen sam na
sebe.



Nyni se ddme do dikazu Perronovy véty. Nasim prvnim krokem
bude ovéfeni existence vlastniho vektoru, ktery ma v8echny prvky
kladné. UvaZme za tim Géelem tzv. standardni simplex

S ={x=(xt,....,%)"; |x|=1,x,>0,i=1,...,n}

ProtoZe v8echny prvky v matici A jsou nezdporné, obraz A - x bude
mit samé nezdporné soutradnice stejné jako x a alespori jedna

z nich bude vzdy nenulova. Zobrazeni x + |A - x|71(A - x) proto
zobrazuje S do sebe, Toto zobrazeni S — S spliiuje viechny
pfedpoklady tzv. Brouwerovy véty o pevném bodé a proto existuje
vektor y € S takovy, Ze je timto zobrazenim zobrazen sam na
sebe. To ale znamen3, Ze

A-y=Xy, A=]A-y|

a nasli jsme vlastni vektor, ktery lezi v S.



ProtoZe ale ma n&jakd mocnina A podle nadeho predpokladu

samé kladné prvky a samoztejmé je také AX - y = A\ky, viechny
soufadnice vektoru y jsou ostfe kladné (tj. lezi ve vnittku S) a
A> 0.



ProtoZe ale ma n&jakd mocnina A podle nadeho predpokladu
samé kladné prvky a samoztejmé je také AX - y = A\ky, viechny
soufadnice vektoru y jsou ostfe kladné (tj. lezi ve vnittku S) a

A> 0.

Abychom dokazali zbytek véty, budeme uvazovat zobrazeni zadané
matici A ve vyhodn&jsi bazi a navic ho vynasobime konstantou A\ ~1:

B=X"YY 1 A-Y),

kde Y je diagonalni matice se soufadnicemi y; pravé nalezeného
vlastniho vektoru y na diagonale. Evidentn& je B také primitivni
matice a navic je vektor z = (1,...,1)7 jejim vlastnim vektorem s
vlastni hodnotou 1, protoZe zjevné Y -z =y.



ProtoZe ale ma n&jakd mocnina A podle nadeho predpokladu
samé kladné prvky a samoztejmé je také AX - y = A\ky, viechny
soufadnice vektoru y jsou ostfe kladné (tj. lezi ve vnittku S) a

A> 0.

Abychom dokazali zbytek véty, budeme uvazovat zobrazeni zadané
matici A ve vyhodn&jsi bazi a navic ho vynasobime konstantou A\ ~1:

B=X"YY 1 A-Y),

kde Y je diagonalni matice se soufadnicemi y; pravé nalezeného
vlastniho vektoru y na diagonale. Evidentn& je B také primitivni
matice a navic je vektor z = (1,...,1)7 jejim vlastnim vektorem s
vlastni hodnotou 1, protoZe zjevné Y - z = y. JestliZe nyni
dokaZzeme, Ze i =1 je jednoduchym kofenem charakteristického
polynomu matice B a v8echny ostatni kofeny maji absolutni
hodnotu ostfe mensi neZ jedna, bude Perronova véta dokdzana.



K tomu se ndm ted bude hodit d¥ive dokdzané pomocné lemma.
UvaZujme matici B jako matici linedrniho zobrazeni, které
zobrazuje ¥adkové vektory

u =(u,...,up)—~u-B=v,

tj. pomoci ndsobeni zprava. Diky tomu, e je z = (1,...,1)7
vlastnim vektorem matice B, je souet soufadnic ¥adkového

vektoru v roven
n

n
Z u;b;j:Zu,-:l,
i=1

ij=1
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tj. pomoci ndsobeni zprava. Diky tomu, e je z = (1,...,1)7
vlastnim vektorem matice B, je souet soufadnic ¥adkového

vektoru v roven
n

n
Z u;b;j:Zu,-:l,
ij=1 i=1

kdykoliv je u € S. Proto toto zobrazeni zobrazuje simplex S na
sebe a ma také jist& v S vlastni (fadkovy) vektor w s vlastni
hodnotou jedna (pevny bod, opét dle Brouwerovy véty). Protoze
n&jakd mocnina B¥ obsahuje samé ostfe pozitivni prvky, je nutn&
obraz simplexu S v k—té iteraci zobrazeni daného B uvnitf S. To
uz jsme blizko pouZiti naseho lemmatu, které jsme si pro dikaz
pF¥ipravili.



Budeme i naddle pracovat s fadkovymi vektory a oznaéme si

P posunuti simplexu S do polatku pomoci vlastniho vektoru w,
ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w + S. Evidentn& je P mnohostén
obsahujici potatek a vektorovy podprostor V C R” generovany

P je invariantni vii¢i plsobeni matice B pomoci nasobeni
¥adkovych vektorl zprava. ZiZeni naseho zobrazeni na P tedy
spliiuje predpoklady pomocného lemmatu, a proto nutné musi byt
vdechny jeho vlastni hodnoty v absolutni hodnoté mensi nez jedna.



Budeme i naddle pracovat s fadkovymi vektory a oznaéme si

P posunuti simplexu S do polatku pomoci vlastniho vektoru w,
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Jesté se musime vyporadat se skute€nosti, Ze prdvé uvazované
zobrazeni je dano nasobenim ¥adkovych vektor(i zprava matici

B (zatimco nds pivodné zajimalo chovani zobrazeni, zadaného
matici B pomoci ndsobeni sloupcovych vektorii zleva). To je ale
ekvivalentni ndsobeni transponovanych sloupcovych vektori
transponovanou matici B obvyklym zpilsobem zleva. Dokazali jsem
tedy vlastn& potfebné tvrzeni o vlastnich &islech pro matici
transponovanou k nasi matici B. Transponovani ale vlastni &isla
neméni.
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P posunuti simplexu S do polatku pomoci vlastniho vektoru w,
ktery jsme pravé nasli, tj. P = —w + S. Evidentn& je P mnohostén
obsahujici potatek a vektorovy podprostor V C R” generovany

P je invariantni vii¢i plsobeni matice B pomoci nasobeni
¥adkovych vektorl zprava. ZiZeni naseho zobrazeni na P tedy
spliiuje predpoklady pomocného lemmatu, a proto nutné musi byt
vdechny jeho vlastni hodnoty v absolutni hodnoté mensi nez jedna.
Jesté se musime vyporadat se skute€nosti, Ze prdvé uvazované
zobrazeni je dano nasobenim ¥adkovych vektor(i zprava matici

B (zatimco nds pivodné zajimalo chovani zobrazeni, zadaného
matici B pomoci ndsobeni sloupcovych vektorii zleva). To je ale
ekvivalentni ndsobeni transponovanych sloupcovych vektori
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Ndsledujici velice uZite¢né tvrzeni ma pFi znalosti Perronovy véty
az prekvapivé jednoduchy diikaz a ukazuje, jak silna je vlastnost
primitivnosti matice zobrazeni.

Corollary

Jestlize A = (ajj) je primitivni matice a x € R" jeji vlastni vektor se
vSemi souFadnicemi nezapornymi a vlastni hodnotou X, pak \ > 0
Jje spektralni polomér A. Navic plati

n n
minjeg,.m O 3 <A< maXjeq, .y > 3
i=1 =il




UvaZme vlastni vektor x z dokazovaného tvrzeni. ProtoZe je A
primitivni, miizeme zvolit pevn& k tak, aby AX u? mé&la samé
pozitivni prvky, a pak je samozfejm& i AK - x = \<x vektor se
samymi ostfe kladnymi soufadnicemi. Nutné proto je A > 0.



UvaZme vlastni vektor x z dokazovaného tvrzeni. ProtoZe je A
primitivni, miizeme zvolit pevn& k tak, aby AX u? mé&la samé
pozitivni prvky, a pak je samozfejm& i AK - x = \<x vektor se
samymi ostfe kladnymi soufadnicemi. Nutné proto je A > 0.

Z Perronovy véty vime, Ze spektralni polomér p je vlastnim &islem
a zvolme takovy vlastni vektor y k p, Ze rozdil x — y mda samé
kladné soufadnice. Potom nutné pro vSechny mocniny n

0<A" (x—y)=A"x—pu"y,

ale zarovei plati A < p. Odtud jiZ vyplyva A = pu.



Zbyva odhad spektralniho poloméru pomoci minima a maxima
sou&tl jednotlivych sloupcli matice. Oznaéme je bmin a bmax,
zvolme za x vektor se sou¢tem soufadnic jedna a poditejme:
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sou&tl jednotlivych sloupcli matice. Oznaéme je bmin a bmax,
zvolme za x vektor se sou¢tem soufadnic jedna a poditejme:

n n
i=1

i,j=1

A= i(zn: aU>XJ < Zn: bmaij = bmax;

j=1

A= i:(zn: 3U>XJ > ibminxj = bmin-

i=1 j=1



Markovovy procesy s matici, kterd nema zadné nulové prvky nebo
jejiz néktera mocnina ma tuto vlastnost, spliiuji:

@ existuje jediny vlastni vektor x, pro vlastni &islo 1, ktery je
pravd&podobnostni,

e iterace Tkxg se bl k vektoru x., pro jakykoliv potatetni
pravdépodobnostni vektor xg.



O stavu systému Fekneme, Ze je pFfechodovy, jestlize v ném
systém setrvava s pravdépodobnosti ostfe mensi nez jedna. Za
absorpéni oznadime stav, ve kterém systém setrvava

s pravdépodobnosti 1 a do kterého se Ize dostat s nenulovou
pravdépodobnosti z kteréhokoliv z pfechodovych stavi.
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pravdépodobnosti z kteréhokoliv z pfechodovych stavii. Kone¢né,
Markovilv fetézec x, je absorpéni, jestliZze jsou jeho vSechny jeho
stavy bud absorpéni nebo pfechodové.



O stavu systému Fekneme, Ze je pFfechodovy, jestlize v ném
systém setrvava s pravdépodobnosti ostfe mensi nez jedna. Za
absorpéni oznadime stav, ve kterém systém setrvava

s pravdépodobnosti 1 a do kterého se Ize dostat s nenulovou
pravdépodobnosti z kteréhokoliv z pfechodovych stavii. Kone¢né,
Markovilv fetézec x, je absorpéni, jestliZze jsou jeho vSechny jeho
stavy bud absorpéni nebo pfechodové.

Je-li v absorpénim Markovové Yetézci prvnich r stavi systému
absorpénich, pro stochastickou matici T systému to znamen3, Ze
se rozpada na ,blokové&" horni trojihelnikovy tvar



E R
T:(o o)’

kde E je jednotkova matice, jejiZz rozmér je dan poctem
absorpénich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezaporna.



E R
T = ,
0 Q
kde E je jednotkova matice, jejiZz rozmér je dan poctem
absorpénich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezaporna.
V kazdém p¥ipadé iteracemi této matice budeme po¥ad dostavat

stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku, a tedy zcela
jist& nebude primitivni, nap¥.

» (E R+R-Q
(5 ")



E R
TZ(O Q)’

kde E je jednotkova matice, jejiZz rozmér je dan poctem
absorpénich stavi, zatimco R je kladnd matice a Q nezaporna.
V kazdém p¥ipadé iteracemi této matice budeme po¥ad dostavat
stejny blok nulovych hodnot v levém dolnim bloku, a tedy zcela
jist& nebude primitivni, nap¥.

» (E R+R-Q
T_<0 & )

| o takovych maticich lIze ziskat hodn& informaci pomoci plné
Perronovy—Frobeniovy teorie a se znalosti pravdépodobnosti a
statistiky také odhadovat stfedni doby, po kterych se systém

dostane do jednoho z absorpénich stavi apod.



Urcita vlastnost Zivocisného druhu je podminéna nezavisle na
pohlavi jistym genem — dvojici alel. Kazdy jedinec ziskdvd po jedné
alele od obou rodi¢d zcela ndhodné a nezavisle na sob&. Existuji
formy genu dané rliznymi alelami a, A. Ty uréuji tfi moZné

stavy aa, aA = Aa, AA vysetfované vlastnosti.
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(a) Predpokladejte, Ze kaZzdy jedinec jisté populace se bude
rozmnoZovat vyhradné s jedincem jiné populace, ve které se
vyskytuje pouze vlastnost podminénd dvojici aA. Pravé jeden
jejich (ndhodné& zvoleny) potomek bude ponechan na
stanovisti a také on se bude rozmnoZovat vyhradné s jedincem
té jiné populace atd. Stanovte vyskyt kombinaci aa, aA, AA
v uvazované populaci po dostate¢n& dlouhé dobé.
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(b) Reste dlohu uvedenou ve variant& (a), pokud je jind populace
tvofena pouze jedinci s dvojici alel AA.
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pohlavi jistym genem — dvojici alel. Kazdy jedinec ziskdvd po jedné
alele od obou rodi¢d zcela ndhodné a nezavisle na sob&. Existuji
formy genu dané rliznymi alelami a, A. Ty uréuji tfi moZné

stavy aa, aA = Aa, AA vysetfované vlastnosti.

(a) Predpokladejte, Ze kaZzdy jedinec jisté populace se bude
rozmnoZovat vyhradné s jedincem jiné populace, ve které se
vyskytuje pouze vlastnost podminénd dvojici aA. Pravé jeden
jejich (ndhodné& zvoleny) potomek bude ponechan na
stanovisti a také on se bude rozmnoZovat vyhradné s jedincem
té jiné populace atd. Stanovte vyskyt kombinaci aa, aA, AA
v uvazované populaci po dostate¢n& dlouhé dobé.

(b) Reste dlohu uvedenou ve variant& (a), pokud je jind populace
tvofena pouze jedinci s dvojici alel AA.

(c) Ndhodng zvolené dva jedince opa&ného pohlavi zkFiZite.

Z jejich potomstva opét ndhodné& vyberete dva jedince
opatného pohlavi, které zkF¥iZite. Pokud takto budete
pokracovat velmi dlouho dobu, vypocltéte pravdépodobnost, Ze

~hA L¥San iadinc hitdai mi+ Avalict alal AA BR¥Y A ~An (ArAarcac



(d) Re¥te tlohu uvedenou ve variant& (c) bez kladeni podminky,
Ze k¥iZeni jedinci maji stejné rodi¢e. Pouze tedy kf¥iZite jedince
jisté velké populace mezi sebou, potom kf¥izite potomky mezi
sebou atd.



P¥ipad (a). Jednd se o Markoviv proces zadany matici

1/2 1/4 0
T=1[1/2 1/2 1/2],
0 1/4 1/2

pficemz poradi stavli odpovida poradi dvojic alel aa, aA, AA.
Hodnoty v prvnim sloupci plynou z toho, Ze potomek jedince

s dvojici alel aa a jedince s dvojici alel aA ma

s pravd&podobnosti 1/2 dvojici aa a s pravdépodobnosti 1/2
dvojici aA. Analogicky postupujeme pro tfeti sloupec. Hodnoty ve
druhém sloupci potom vyplyvaji z toho, Ze kaZdy ze ¢ty¥ p¥ipadi
dvojic alel aa, aA, Aa, AA je stejné pravdépodobny u jedince, jehoZ
oba rodi¢e maji dvojici alel aA. Uvédomme si, Ze na rozdil od
pod&itani pravdépodobnosti, kdy musime rozlisovat dvojici aA od Aa
(ktera z alel pochazi od kterého z rodi¢i), vlastnosti podmin&né
dvojicemi aA a Aa jsou samoziejmé stejné.



Pro uréeni vysledného stavu staéi nalézt pravdépodobnostni vektor,
ktery pfislusi vlastnimu &islu 1 matice T, protoZe matice

3/8 1/4 1/8
T2=11/2 1/2 1/2
1/8 1/4 3/8

spliiuje podminku Perronovy-Frobeniovy véty (vSechny jeji prvky
jsou kladné). Hledany pravd&podobnostni vektor je

11 1\"
4’2747

co? jiz dava pravdépodobnosti 1/4, 1/2, 1/4 vyskytu po ¥adg&
kombinaci aa, aA, AA po velmi dlouhé (teoreticky nekone&né)
dobé.



P¥ipad (b). Pro pofadi dvojic alel AA, aA, aa nyni dostdvdme
pravdépodobnostni matici pfechodu

1.1/2 0
T=(0 1/2 1
0 0 0

Ihned vidime v3echna vlastni &isla 1, 1/2 a 0 (ode¢teme-li je od
diagonaly, hodnost obdrzené matice nebude 3, tj. touto matici

zadand homogenni soustava bude mit netrividlni feSeni). T&mto
vlastnim &islim p¥islusi po ¥adé vlastni vektory

1 ~1 1
o, (1], -2
0 0 1



Proto je



Odsud pro libovolné n € N plyne

1 -1 1 1 0 O 111
T"=1{0 1 =2 0 1/2 0 (0 1 2| =
0 0 1 0 0 O 0 01
1 -1 1 1 0 O 111
=(0 1 =2 0 27" 0 01 2)
0 0 1 0 0 O 0 01

Ztejmé pro velkd n € N mlzeme nahradit 27" za 0, coz implikuje
1 -1 1 100 111 111
T"~|{0 1 —-2]-(0 0 O0|J-|/0 1 2]=1]000
0 0 1 0 00O 0 01 0 00



Pokud tedy plodi potomky jedinci plivodni populace vyhradné

s &leny populace, ve které se vyskytuje pouze dvojice alel AA, nutné
po dostatedné velkém poctu k¥iZeni dojde k tomu, Ze dvojice aA

a aa zcela vymizi (bez ohledu na jejich plvodni &etnost).



P¥ipad (c). Tentokrate budeme mit 6 moZnych stavi (v tomto
poradi)

AA, AA; aA, AA, aa, AA;

aA, aA, aa, aA; aa, aa,

pficemz tyto stavy jsou dany rliznymi pfipady genotypi rodi&i.
Matice odpovidajiciho Markovova Fetézce je

1 1/4 0 1/16 0 0

0 1/2 0 1/4 0 0
+_|0o 0o 018 0 o0
“lo 1/4 1 1/4 1/4 0
0 0 0 1/4 1/2 0

0 0 0 1/16 1/4 1



Pokud budeme nap¥. uvaZovat situaci (druhy sloupce), kdy jeden
z rodi¢h ma dvojici alel AA a druhy aA, pak zjevné miZe nastat
kazdy ze Cty¥ p¥ipadid (jde-li o dvojice alel jejich dvou ndhodn&
zvolenych potomkii)

AAAA;  AA aA;  aA AA;  aA, aA

se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost setrvani ve druhém
stavu je proto 1/2 a pravdépodobnost pfechodu ze druhého stavu
do prvniho je 1/4 a do &tvrtého také 1/4.



Nyni bychom méli opét uréit mocniny T" pro velkd n € N.
UvéZenim podoby prvniho a posledniho sloupce, vidime, Ze

(1,0,0,0,0,0)" a (0,0,0,0,0,1)"

jsou vlastni vektory matice T pf¥islusné vlastnimu ¢&islu 1.
Pfechodem ke &tyfrozm&rné podmatici matice T (vynechanim
pravé prvniho a Sestého ¥adku a sloupce) nalezneme poté zbyla

vlastni &isla
1 1 1—+v5 1445
20 4’ 4 ’ 4 '




V tomto pfikladu jsme dostali stejné vlastni vektory p¥islusné

¢islu 1 a ostatni vlastni ¢isla méla rovnéz absolutni hodnotu ostte
mensi 1 (jejich pfesné hodnoty jsme nevyuZivali). Dostavame tak
totozny zavér, Ze proces se blizi k pravdépodobnostnimu vektoru

(a,0,0,0,0,1 —a)",

kde a € [0, 1] je ddno vychozim stavem. ProtoZe pouze na prvni
a Sesté pozici vysledného vektoru mohou byt nenulova ¢&isla, stavy

aA,AA; aa,AA; aA aA; aa,aA

po mnohondsobném kf¥iZzeni vymizi. Uvédomme si dale ze
pravdépodobnost toho, aby proces kon&il AA; AA, se rovna
relativni Cetnosti vyskytu A v poédtecnim stavu.



P¥ipad (d). Necht hodnoty a, b, ¢ € [0, 1] udévaji (p¥i zachovani
poradi) relativni Cetnosti vyskytu dvojic alel AA, aA, aa v dané
populaci. Chceme ziskat vyjad¥eni relativnich Cetnosti dvojic AA,
aA, aa v potomstvu populace. Probiha-li vybér dvojic pro pareni
nahodng, Ize p¥i velkém poctu jedinct olekavat, Ze relativni
Eetnost pateni jedincii s dvojicemi alel AA (u obou) je a2, relativni
Cetnost pareni jedincl, z nichz jeden ma dvojici alel AA a druhy
aA, je 2ab, relativni etnost pa¥eni jedinch s dvojicemi alel aA

(u obou) je b? atd. Potomek roditii s dvojicemi AA, AA musi
dvojici alel AA zdé&dit.



Pravdépodobnost, Ze potomek rodi¢l s dvojicemi AA, aA bude mit
AA, je ziejm& 1/2 a pravdépodobnost, Ze potomek rodici
s dvojicemi aA, aA bude mit AA, je pak 1/4. Jiné piipady pro
potomka s dvojici alel AA uvaZovat nemusime (pokud ma jeden
rodi¢ dvojici alel aa, potomek nemiZze mit dvojici AA). Relativni
Cetnost vyskytu dvojice alel AA v potomstvu je tedy
1 1 b?
2 2 2
a-142ab--+b"-—-=a"+ab+ —.
+ > + 2 + ab + 2
Analogicky stanovime postupné relativni &etnosti dvojic aA a aa
v potomstvu ve tvarech

b2
ab+bc—|—2ac+7

b2
2

b —.
c+ c+4



Na tento proces miiZeme nahliZet jako na zobrazeni T, které
transformuje vektor (a, b, c)”. Plati

a a’ +ab+ b?/4
T:|[b]~ [ab+ bc+2ac+ b?/2
c c? + bc + b2 /4

Podotkn&me, Ze za defini¢ni obor (a pochopiteln& i obor hodnot)
T vlastné bereme pouze vektory

a
b |, kde a,b,c €[0,1],a+ b+ c=1.
c



Cht&li bychom zadat operaci T pomoci nasobeni vektoru (a, b, c)”
jistou konstantni matici. To v8ak ocividné neni mozné

(zobrazeni T neni linedrni). Nejedna se tedy o Markoviiv proces

a nelze zjednodusit uréovani, co se stane po velmi dlouhé dobg,
jako v predeslych p¥ipadech. MizZeme ale vypoditat, co se stane,
kdyZ aplikujeme zobrazeni T dvakrat po sobé. Ve druhém kroku

dostdvdme
a’ 4 ab+ b?/4 ta
T:|ab+bc+2ac+b?/2|— |t3],
c®+ bc + b%/4 tS

kde



Ny

b2 2 b2 b2
1= (aQ—l—ab—l—I) —+ (a2+ab+ I) <ab+bc+2ac+ E)—&-

1 b*\*
+Z(ab+bc+2ac+ 7) ,

INY

2
— (aQ—I—ab—i—%) (ab+bc+23¢+ )
.

2
+(ab+bc+2ac+%) (C +bc+ 2 +

2 B2
+2<32+ab+%) (c + bc + >

Hz
3:<c2+bc+f) (ab+bc+2ac+

2

)(c+m+2)+

b\’
ab + bc + 2ac + ) 5

S
M‘@ I\)H—‘

L1
4

b\ ?
(ab+ bc + 2ac + ?> .



Lze ukdzat (vyuZitim a+ b+ c =1), Ze

b? b? b?
tzlzaz—l—ab—i-f, t22:ab+bc+2ac+?, tg’:c2+bc+f,
tj.

a’ +ab+ b?/4 a> +ab+ b?/4

T: | ab+ bc+2ac+ b?/2 | — | ab+ bc + 2ac + b%/2
c? + bc + b?/4 c?+ bc + b?/4



Ziskali jsme tak prekvapivy vysledek, Ze dals$im aplikovdnim
transformace T se vektor obdrZeny v prvnim kroku nezméni. To
znamena, Ze vyskyt uvazovanych dvojic alel je po libovolné dlouhé
dobé totoZny jako v prvni generaci potomstva. Pro velkou populaci
jsme tak dokazali, Ze evolu¢ni vyvoj by se realizoval b&hem jediné
generace, kdyby nedochdzelo k mutacim nebo k selekci.



Necht jsou ddny dv& urny, které obsahuji dohromady n bilych

a n Cernych kouli. V pravidelnych €asovych intervalech je z obou
uren vylosovana jedna koule a pfemisténa do druhé urny, p¥icemz
pocet kouli v obou urnich je na zatatku (a tedy po celou dobu)
pravé n. Zadejte tento Markoviv proces pravdépodobnostni matici
prechodu T.



Tento ptiklad se pouziva ve fyzice jako model prolinani dvou
nestlatitelnych kapalin (jiZ v roce 1769 ho zaved| D. Bernoulli)
nebo analogicky jako model difize plynd. Stavy 0,1,..., n budou
odpovidat kup¥. poctu bilych kouli v jedné pevné zvolené urné.
Tento (daj totiz soucasné zadava, kolik &ernych kouli je ve zvolené
urn& (v8echny ostatni koule jsou pak ve druhé z uren). Pokud
v jistém kroku dojde ke zm&n& stavu j € {1,...,n} naj—1,
znamena to, ze ze zvolené urny byla vytaZena bild koule a z druhé
Cerna. To se stane s pravdépodobnosti

jd_7

n n n?
P¥echodu ze stavu j € {0,...,n— 1} do j + 1 odpovida vytazeni
Cerné koule ze zvolené urny a bilé z té druhé s pravdépodobnosti

n—j n—j _(n—j)
n n
Soustava ziistane ve stavu j € {1,...,n— 1}, jestlize z obou uren
byly vytaZeny koule stejné barvy, coz ma pravdépodobnost

"N o~ . — M M lo Y APR -\



P¥i uziti tohoto modelu ve fyzice nds samozfejmé zajima sloZeni
uren po uplynuti ur&ité doby (po daném po&tu vymén v zavislosti
na predeslém sloZeni uren). Bude-li po&ateni stav nap¥. 0,
miZeme pomoci mocnin matice T sledovat, s jakou
pravdépodobnosti pFibyvaji ve zvolené urné bilé koule. Také Ize
potvrdit olekdvany vysledek, Ze polatetni rozdéleni kouli bude
ovliviiovat jejich rozdé&leni po deli dob& zanedbatelnym zplisobem.



P¥i uziti tohoto modelu ve fyzice nds samozfejmé zajima sloZeni
uren po uplynuti ur&ité doby (po daném po&tu vymén v zavislosti
na predeslém sloZeni uren). Bude-li po&ateni stav nap¥. 0,
miZeme pomoci mocnin matice T sledovat, s jakou
pravdépodobnosti pFibyvaji ve zvolené urné bilé koule. Také Ize
potvrdit olekdvany vysledek, Ze polatetni rozdéleni kouli bude
ovliviiovat jejich rozdé&leni po deli dob& zanedbatelnym zplisobem.
Kdybychom jednotlivé koule olislovali, misto vyb&ru po jedné kouli
z uren vylosovali néjaké z ¢isel 1,2,...,2n a kouli, jejiZ ¢islo bylo
vytaZeno, p¥emistili do druhé urny, obdrzeli bychom Markoviiv
proces se stavy 0,1,...,2n (potet kouli ve zvolené urng), kdy se
tak uz nerozliSuje barva kouli. Tento Markoviiv Fetézec je rovnéz ve
fyzice dilezity. (P. a T. Ehrenfestovi jej zavedli v roce 1907.)
PouZiva se jako model vymény tepla mezi dvéma izolovanymi
télesy (teplota je reprezentovdna pottem kouli, t&lesa urnami).



