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Regrese (zpětný postup)
Y = f (X,β)

Y je závislá (mě̌rená) veličina, X potenciálńı proměnné, na kterých
X záviśı, β neznámé parametry.
f je p̌redpokládaná funkč́ı závislost. (nap̌r Poissonova, sḿı̌sená
Poissonova)

Nejčastěǰśı je hledáńı lineárńı závislosti, v našem jednoduchém
p̌ŕıpadě hledáme závislost v podobě Poissonovy distribučńı funkce.



Regrese (zpětný postup)
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X záviśı,
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Rovnice pro extrém věrohodnostńı funkce:

∂L(β)

∂βj
= 0 ≡

∑
i=0

xij(ki − λi ) = 0, j = 1, . . . , p

Označme řešeńı β̂, dále λ̂i = die
∑p

j=0 β̂jxij , pak

Σ̂β̂ =

 n∑
j=1

xi(xi)
T λ̂





Interval spolehlivosti pro βj :

[β̂j − zα/2σ̂β̂j , β̂j + zα/2σ̂β̂j ],

kde σ̂2
β̂j

je prvek (j , j) matice Σ̂β̂ odhaduj́ıćı rozptyl β̂j .



Teorie kredibility

Bayes̊uv vzorec

Theorem

Pro pravděpodobnost jev̊u A a B plat́ı

P(A|B) =
P(A)P(B|A)

P(B)
(1)

P(A|B) =
P(A)P(B|A)

P(A)P(B|A) + P(Ac)P(B|Ac)
. (2)



Řekněme, že testy p̌ripravenosti a znalost́ı, na základě kterých jsou
studenti p̌rij́ımáni na univerzitu, maj́ı následuj́ıćı spolehlivost
v testováńı inteligence osob: 99% inteligentńıch osob má pozitivńı
výsledek testu, zat́ımco u neinteligentńıch uchazeč̊u má 0,5%
z nich pozitivńı výsledek testu. Chceme zjistit, s jakou
pravděpodobnost́ı je náhodně vybraný student na univerzitě
inteligentńı.

Máme tedy jev A
”
náhodně zvolená osoba je inteligentńı“ a jev B

”
osoba prošla testem s pozitivńım výsledkem“. Dle Bayesova vzorce

můžeme opět rovnou spoč́ıst pravděpodobnost, že nastal jev A za
p̌redpokladu, že nastal jev B. Muśıme jen dodat všeobecnou
pravděpodobnost p = p(A), že náhodně zvolený uchazeč o studium
je inteligentńı.

P(A|B) =
p · 0,99

p · 0,99 + (1− p) · 0,005
.
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studenti p̌rij́ımáni na univerzitu, maj́ı následuj́ıćı spolehlivost
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V následuj́ıćı tabulce je spočten pro r̊uzné hodnoty p vyjáďrené
v jednotkách promile. V prvńım sloupci tedy je výsledek za
p̌redpokladu, že je mezi uchazeči o studium každý druhý
inteligentńı atd.

p 500 100 50 10 1 0,1

P(A|B) 0,99 0,96 0,91 0,67 0,17 0,02

Pokud tedy je každý druhý uchazeč inteligentńı, máme na
univerzitě použ́ıvaj́ıćı náš test 99% inteligentńıch student̊u. Pokud
ale naš́ı p̌redstavě o inteligenci odpov́ıdá jen 1% populace a
uchazeči jsou dobrým náhodným vzorkem, pak už máme na
univerzitě jen zhruba dvě ťretiny inteligentńıch student̊u ...
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Představme si ale, že obdobné testováńı provedeme p̌ri plošném
testováńı výskytu nějaké nemoci, ťreba HIV. Dejme tomu, že
máme stejně citlivý test jako výše a prově̌ŕıme j́ım o p̌restávce mezi
p̌rednáškami všechny p̌ŕıtomné studenty. V tomto p̌ŕıpadě bychom
měli p̌redpokládat, že parametr p bude obdobný jako u celé
populace, tj. řekněme jeden nakažený z 10000 obyvatel, což
odpov́ıdá posledńımu sloupci v tabulce. Pak ovšem je výsledek
testu katastroficky nespolehlivý. Jen asi u 2 procent pozitivně
otestovaných se jedná o skutečně nemocné studenty!

Všimněme si, že problém je zap̌ŕıčiněn jakýmkoliv malým výskytem
pozitivńıch výsledk̊u u zdravých osob. I kdybychom zlepšili test tak,
že bude na 100% účinný p̌ri testu pozitivńı osoby, neovlivńıme
skoro v̊ubec výsledné pravděpodobnosti v tabulce.
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měli p̌redpokládat, že parametr p bude obdobný jako u celé
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Při lékǎrské diagnostice vzácných chorob je p̌ri pozitivńım výsledku
testu nutné provést daľśı test. Přitom výsledek prvńıho testu
P(A|B) má roli apriorńı pravděpodobnosti P(A) p̌ri druhém testu.
Tento postup umožňuje

”
kumulovat zkušenost“.

V obou p̌ŕıpadech tedy muśıme p̌ri p̌ŕıpravě testu dbát na to,
abychom si zajistili p̌rimě̌reně vysoké p. U procesu p̌rij́ımáńı
student̊u na univerzitu to asi bude dobrý marketing univerzity,
který zajist́ı, aby se neinteligentńı osoby hlásily v daleko menš́ı
ḿı̌re, než je jejich výskyt v populaci. U testováńı chorob nejsṕı̌s
půjde o souběh daľśıch skutečnost́ı a činnost́ı (nap̌r. testováńı HIV
pozitivitu pouze u rizikových skupin obyvatelstva a podobně).



Mysĺıme si, že mezi pojǐstěnci je 60% dobrých řidič̊u, zbytek
špatných. Pravděpodobnost, že dobrý řidič havaruje k-krát se ř́ıd́ı
rozděleńım Poi(λG ), λG = 0, 05, že havaruje špatný rozděleńım
Poi(λB), λb = 0, 15.
Očekávaný počet nehod za rok je tak

P[dobrý]λG + P [̌spatný]λB = 0, 09

Pokud řidič nahláśı za rok k nehod, je pravděpodobnost, že je
dobrý následuj́ıćı:

P[knehod|dobrý]P[dobrý]

P[knehod|dobrý]P[dobrý] + P[knehod|̌spatný]P [̌spatný]

=
e−λGλkGP[dobrý]

e−λGλkGP[dobrý] + e−λBλkBP [̌spatný]



Očekávaný počet nehod řidiče v následuj́ıćım roce za p̌redpokladu
nahlášeńı k nehod je tak

P[dobrý|k nehod]λG + P [̌spatný|knehod]λB

V tabulce jsou uvedeny č́ıselné hodnoty:

poč. nehod 0 1 2 3 4 5

P[dobrý|k] 62,33 35,59 15,55 5,78 2,00 0,68

P [̌spatný|k] 37,63 64,41 84,45 94,22 98,00 99,32

oček. poč. n. 0,0876 0,1144 0,1344 0,1442 0,1480 0,1493



V jedné vědomostńı soutěži bylo hlavńı výhrou Ferrari 599 GTB
Fiorano. Soutěž́ıćı, který se dostal do posledńıho kola, byl p̌riveden
p̌red ťri stejná vrata. Podḿınkou źıskáńı výhry bylo správně
uhodnout, za kterými vraty se automobil nacháźı. Soutěž́ıćı jedna
vrata označil a poté asistent otev̌rel ta z neoznačených vrat, za
nimiž byla koza. Posledńı soutěžńı otázkou bylo, zda soutěž́ıćı chce
sv̊uj tip měnit.



Hod́ıme minćı. Pokud padne ĺıc, dáme do krabice b́ılou
kulečńıkovou kouli, pokud padne rub, dáme tam kouli černou. To
opakujeme n-krát. Potom poslepu vybereme z krabice jednu kouli a
nevrát́ıme ji zpět. Tato vybraná koule je b́ılá. Určete
pravděpodobnost, že daľśı poslepu vybraná koule je černá.



Označme Bi jev
”
v plné krabici je i b́ılých kouĺı“ (žrejmě

i ∈ {0, 1, 2, . . . , n}), A jev
”
prvńı vytažená koule je b́ılá“ a C jev

”
druhá vytažená koule je černá“. Jev Bi je vlastně jevem, že v sérii
n hodů minćı padl ĺıc i-krát, tedy

P(Bi ) =

(
n
i

)
pi (1− p)n−i .

Podḿıněná pravděpodobnost vytažeńı b́ılé koule za podḿınky, že v
krabici je právě i b́ılých kouĺı, je rovna

P(A|Bi ) =
i

n
.



Zaj́ımá nás pravděpodobnost jevu C když v́ıme, že nastal jev A,
tedy P(C |A). Poněvadž jevy Bi jsou neslučitelné, jsou neslučitelné
i jevy C ∩ Bi . Současně plat́ı C =

⋃n
i=0(C ∩ Bi ) a toto sjednoceńı

je disjunktńı. Proto můžeme psát

P(C |A) = P

(
n⋃

i=0

(C ∩ Bi )|A

)
=

n∑
i=0

P
(
(C ∩ Bi ) ∩ A

)
P(A)

=

=
1

P(A)

n∑
i=0

P
(
C ∩ (A ∩ Bi )

)
=

=
1

P(A)

n∑
i=0

P(A ∩ Bi )P(C |A ∩ Bi ) =

=
1

P(A)

n∑
i=0

P(Bi )P(A|Bi )P(C |A ∩ Bi ).



Za pravděpodobnost P(A) můžeme ještě dosadit ze vzorce pro
celkovou pravděpodobnost a dostaneme

P(C |A) =

n∑
i=0

P(Bi )P(A|Bi )P(C |A ∩ Bi )

P(A)
=

=

n∑
i=0

P(Bi )P(A|Bi )P(C |A ∩ Bi )

n∑
i=0

P(Bi )P(A|Bi )

.

(3)

Tato formulka bývá někdy nazývána 2. Bayes̊uv vzorec; obecně
plat́ı za p̌redpokladu, že prostor Ω je disjunktńım sjednoceńım jev̊u
Bi .



Ještě si uvědoḿıme, že podle zadáńı úlohy jsme alespoň jednou
hodili minćı a tedy n ≥ 1. Nyńı můžeme vypoč́ıtat

n∑
i=0

P(Bi )P(A|Bi ) =
n∑

i=0

(
n
i

)
pi (1− p)n−i · i

n
=

=
n∑

i=1

(n − 1)!

(i − 1)!(n − i)!
pi (1− p)n−i =

=
n−1∑
i=0

(n − 1)!

i !(n − i − 1)!
pi+1(1− p)n−i−1 =

= p
n−1∑
i=0

(
n − 1
i

)
pi (1− p)n−1−i =

= p
(
p + (1− p)

)n−1
= p,



n∑
i=0

P(Bi )P(A|Bi )P(C |A ∩ Bi ) =

=
n∑

i=0

(
n
i

)
pi (1− p)n−i · i

n
· n − i

n − 1
=

=
n−1∑
i=1

(n − 2)!

(i − 1)!(n − i − 1)!
pi (1− p)n−i =

=
n−2∑
i=0

(n − 2)!

i !(n − 2− i)!
pi+1(1− p)n−i−1 =

=p(1− p)
n−2∑
i=0

(
n − 2
i

)
pi (1− p)n−2−i =

=

{
p(1− p), n > 1

0, n = 1,



takže po dosazeńı do druhého Bayesova vzorce dostaneme
hledanou pravděpodobnost

P(C |A) =

{
0, n = 1,

1− p, n > 1.


