Finan¢ni Matematika — 6. prednaska
Pozndmka k regresi, aposteriorni odhady
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Regrese (zpé&tny postup)

Y = f(X,8)

Y je zavisld (m&Fend) velitina, X potencidlni promé&nné, na kterych
X zavisi,  nezndmé parametry.

f je pfedpoklddand funk&i zavislost. (nap¥ Poissonova, smi¥end
Poissonova)

Nej¢ast&jsi je hledani linedrni zavislosti, v nasem jednoduchém
ptipadé hleddme zavislost v podobé Poissonovy distribuéni funkce.



Rovnice pro extrém vérohodnostni funkce:

oL(B
=0= E xii ( )=0,=1,.
aﬁj J J

Ozna&me ¥edeni (3, dile \; = d,-ezi:oﬁfx"f, pak



Interval spolehlivosti pro 3;:

[B) — 2026, 55 + 20283,

kde &2. je prvek (j,j) matice ié odhadujici rozptyl Bj-
J



Teorie kredibility

Bayestiv vzorec

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati
Pae) = QTS )
_ P(A)P(B|A)
P(AIB) = P(A)P(B|A) + P(Ac)P(B|A<) (2)




Rekn&me, e testy p¥ipravenosti a znalosti, na zékladé kterych jsou
studenti pfijimani na univerzitu, maji ndsledujici spolehlivost

v testovani inteligence osob: 99% inteligentnich osob ma pozitivni
vysledek testu, zatimco u neinteligentnich uchazeti ma 0,5%

z nich pozitivni vysledek testu. Chceme zjistit, s jakou
pravd&podobnosti je ndhodné vybrany student na univerzité
inteligentni.
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Mame tedy jev A ,,ndhodné& zvolena osoba je inteligentni a jev B
,0soba prosla testem s pozitivnim vysledkem”. Dle Bayesova vzorce
muZeme opét rovnou spodist pravdépodobnost, Ze nastal jev A za
predpokladu, Ze nastal jev B. Musime jen dodat vieobecnou
pravd&podobnost p = p(A), Ze ndhodn& zvoleny uchaze¢ o studium
Jje inteligentni.

p-0,99
p-0,99+ (1— p)-0,005

P(A|B) =



V néasledujici tabulce je spoten pro riizné hodnoty p vyjadrené
v jednotkach promile. V prvnim sloupci tedy je vysledek za
predpokladu, Ze je mezi uchazedi o studium kaZdy druhy
inteligentni atd.

p [ 500 100 50 10 1 01
P(A[B) [ 0,99 096 091 067 017 0,02
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Pokud tedy je kazdy druhy uchaze¢ inteligentni, mame na
univerzité pouzivajici nd% test 99% inteligentnich studentd. Pokud
ale na&i predstavé o inteligenci odpovidd jen 1% populace a
uchazedi jsou dobrym nahodnym vzorkem, pak uz mame na
univerzité jen zhruba dvé& tfetiny inteligentnich studenti ...



P¥edstavme si ale, Ze obdobné testovani provedeme pfi plosném
testovani vyskytu né€jaké nemoci, tfeba HIV. Dejme tomu, Ze
mame stejné citlivy test jako vy3e a provéfime jim o pFestavce mezi
prednaskami vSechny p¥itomné studenty. V tomto p¥ipadé bychom
méli pfedpokladat, Ze parametr p bude obdobny jako u celé
populace, tj. feknéme jeden nakazeny z 10000 obyvatel, coz
odpovidad poslednimu sloupci v tabulce. Pak oviem je vysledek
testu katastroficky nespolehlivy. Jen asi u 2 procent pozitivné
otestovanych se jednd o skute¢né nemocné studenty!
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Vsimnéme si, Ze problém je zap¥i¢inén jakymkoliv malym vyskytem
pozitivnich vysledkd u zdravych osob. | kdybychom zlepsili test tak,
Ze bude na 100% u&inny p¥i testu pozitivni osoby, neovlivnime
skoro viibec vysledné pravdépodobnosti v tabulce.



P¥i |ékatské diagnostice vzacnych chorob je pfi pozitivnim vysledku
testu nutné provést dalsi test. P¥itom vysledek prvniho testu
P(A|B) ma roli apriorni pravdépodobnosti P(A) p¥i druhém testu.
Tento postup umoZiiuje , kumulovat zkuSenost".

V obou p¥ipadech tedy musime p¥i pFipravé testu dbat na to,
abychom si zajistili pfimé&fené vysoké p. U procesu pfijimanf{
studentd na univerzitu to asi bude dobry marketing univerzity,
ktery zajisti, aby se neinteligentni osoby hlasily v daleko mensi
miYe, neZ je jejich vyskyt v populaci. U testovani chorob nejspi$
pdjde o soub&h daldich skute&nosti a Cinnosti (nap¥. testovani HIV
pozitivitu pouze u rizikovych skupin obyvatelstva a podobng).



Myslime si, Ze mezi pojisténci je 60% dobrych ¥idi&l, zbytek
$patnych. Pravdépodobnost, Ze dobry ¥idi¢ havaruje k-krat se ¥idi
rozd&lenim Poi(Ag), A = 0,05, Ze havaruje 3patny rozd&lenim
PO/()\B), )\b = 07 15.

Octekdvany potet nehod za rok je tak

P[dobry]\¢ + P[3patny]A\g = 0,09
Pokud Fidi¢ nahlasi za rok k nehod, je pravdépodobnost, Ze je
dobry ndsledujici:
P[knehod|dobry] P[dobry]
P[knehod|dobry] P[dobry] + P[knehod|$patny] P[$patny]
_ e 6 A& P[dobry]
e~ A& P[dobry] 4+ e~*8 Ak P[$patny]




Octekdvany pocet nehod ¥idie v nasledujicim roce za predpokladu
nahlaseni k nehod je tak

P[dobry|k nehod]Ag + P[$patny|knehod]\g

V tabulce jsou uvedeny &iselné hodnoty:

poé. nehod 0 1 2 3 4 5
P[dobry|k| 62,33 3559 15,55 5,78 2,00 0,68
P[Spatny|k] | 37,63 64,41 84,45 9422 98,00 99,32
olek. po¢. n. | 0,0876 0,1144 0,1344 10,1442 10,1480 10,1493




V jedné v&domostni sout&Zi bylo hlavni vyhrou Ferrari 599 GTB
Fiorano. Souté&Zici, ktery se dostal do posledniho kola, byl pfiveden
pred t¥i stejna vrata. Podminkou ziskani vyhry bylo spravné
uhodnout, za kterymi vraty se automobil nachazi. Souté&Zici jedna
vrata oznadil a poté asistent otevrel ta z neoznadenych vrat, za
nimiz byla koza. Posledni soutéZni otdzkou bylo, zda soutéZici chce
svlj tip ménit.



Hodime minci. Pokud padne lic, ddme do krabice bilou
kule¢nikovou kouli, pokud padne rub, ddme tam kouli &ernou. To
opakujeme n-krat. Potom poslepu vybereme z krabice jednu kouli a
nevratime ji zpét. Tato vybrand koule je bila. Urcete
pravdépodobnost, Ze dalsi poslepu vybrana koule je &erna.



Oznatme B; jev ,v pIné krabici je i bilych kouli* (zfejmé&
i€40,1,2,...,n}), Ajev ,prvni vytazend koule je bild“ a C jev
»druhd vytazena koule je ¢ernd“. Jev B; je vlastn& jevem, Ze v sérii
n hodd minci padl lic i-krat, tedy

P(B;) = <’7> pi(L—p)" .

Podminéna pravdépodobnost vytazeni bilé koule za podminky, Ze v
krabici je pravé i bilych kouli, je rovna

i
P(AIB) = -



Zajima nds pravdépodobnost jevu C kdyZ vime, Ze nastal jev A,
tedy P(C|A). Pon&vadz jevy B; jsou neslu&itelné, jsou neslutitelné
i jevy C N B;. Soutasné plati C = |J!_,(C N B;) a toto sjednoceni
je disjunktni. Proto miZeme psat

P((CNBj)NA)

P(C|A) =P (U(c N B,-)|A> => =0 =

i=0 i=0

n

P(lA) Z (CN(ANB)) =

1 n
vZP (AN B))P(CIANB;) =

‘U

(1A)ZP(B,-)P(A!B,-)P(CIAH B).

‘U



Za pravdépodobnost P(A) miZeme jedt& dosadit ze vzorce pro
celkovou pravdépodobnost a dostaneme

n

> P(B)P(A|B))P(CIAN B;)

P(C|A) = =2 0 _
S P(B;)P(AIB)P(CIAN By) (3)
_i=0
> P(B)P(A5)

Tato formulka byva nékdy nazyvdna 2. Bayesiiv vzorec; obecn&
plati za pfedpokladu, Ze prostor €2 je disjunktnim sjednocenim jevii
B;.



Jesté si uvédomime, Ze podle zadani dlohy jsme alesponi jednou
hodili minci a tedy n > 1. Nyni mlizeme vypoditat

n

Z P(Bi)P(AIB) = <7> p'(1—p) % =

i=0



ZP P(AIB))P(CIANB;) =

n ) .
_ n i1 _ nfi'i'n—/:
_.O(i>P(1 Py S

1=

;(’—1)!07—/—1)1”'(1 p)" =
n—2 n—2)! i1 N
_Zi'(g—zz,).f”( p)
i=0
n—2



takZe po dosazeni do druhého Bayesova vzorce dostaneme
hledanou pravdépodobnost

0, n=1,
1—p, n>1.

P(CIA) = {



