9 Analyza rozptylu:
porovnani vice prameéru

Mnoho studif ma komparativni charakter. Srovnavidme napf. platy Zen a muzi

nebo hodnoty cilové proménné v kontrolovaném klinickém pokusu. Data v ta-

kovém vyzkumu se mohou pfehledné zobrazit pomoci krabicového grafu nebo
sloupkového grafu, také miZeme pro &iselné srovndni pouZit kvantilové cha-
rakteristiky rozloZeni dat ve skupinich nebo priméry a smérodatné odchylky.

Pfi statistickém usuzovani se ptdme, zda jsou rozdily mezi skupinami statis-

ticky vyznamné. Pro porovnini primérd dvou populaci nebo primérd cilové

proménné sledované v kontrolovaném dvouskupinovém experimentu pouZijeme
t-test, ktery jsme popsali v kapitole 6.2. Studie se v8ak neomezuji pouze na dvé
skupiny. Potfebujeme tedy metody pro porovnani libovolného poctu primérd.

Takové metody existuji a pouZivaji se pod shrnujicim nizvem analyza rozptylu.

Je vhodnd napf. k zodpové&zeni nésledujicich otdzek:

m  Lidi se ve svém ti¢inku tfi metody vyuky statistiky na stfednich $kolach? Naud¢i
se Zaci pomoci nekteré z téchto metod vice neZ zici, ktef{ jsou vyucovan{
jinymi metodami?

n Dozivaji se levici krat§iho v&ku neZ pravaci? ProtoZe Zeny Ziji déle neZ muZi,
je nutné pfipravit dvoufaktorovy plan vyzkumu, aby se zohlednil vliv faktoru
pohlavi.

Analyzu rozptylu (ANOVA, analysis of variance) rozvinul R. A. Fisher za¢it-
kem 20. stoleti. Jedn4 se o tfidu statistickych modeli a technik, které lze vyuZit
v mnoha vyzkumnych situacich. Fisherovy statistické priace vznikaly v rdmci
zemédélského vyzkumu v dstavu Rothamsted Experimental Station pfi vyhod-
nocovdni zemédélskych pokusid. Pfed Fisherovym pfichodem se zemédé&lsky
pokus provadél tak, Ze se pole rozdélilo na nékolik ,,parcel” a kaZd4 parcela byla
ojetfena (hnojena) ur¢itym zplisobem. Nasledné se srovndvaly vynosy z jednot-
livich parcel. Bylo v8ak ziejmé, Ze rozdily ve vynosech mohou byt zptisobeny
jinymi faktory neZ hnojivem, napf. rozdilnou kvalitou pldy. Fisher navrhl roz-
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dglit pole na bloky a kazdy blok na parcely (plots). KaZd4 parcela uvnitf bloku
pak dostala ndhodné& pfifazené oSetfeni. Toto schéma vyzkumu (design) se stalo
zdkladem pro analyzu, znimou dnes pod ndzvem analyza rozptylu.

Jadro Fisherova postupu tvoii dva principy. Prvni spocivd v kli¢ové roli,
ji? hraje randomizace (zndhodn&ni) v experimentovini. Tim se zajidfuje elimi-
nace systematického zkresleni efektu posuzovaného ofetfeni. Randomizace také
umozituje validni odhady ndhodné chyby, coZ md vztah k druhému principu,
k moZnosti kontrolovang odhadovat nahodnou chybu opakovani o3etfeni. Opako-
vanim kaZdého ofetfeni v blocich a uvnitf bloku miiZeme v pozorované variabilitg
lépe identifikovat variabilitu mezi parcelami uvniti blokd po ,,0¢iSténi* od vari-
ability mezi bloky. Fisher popsal zdklady analyzy rozptylu v kniZce Statistical
methods for research z roku 1925.

Obecné spociva zdkladni funkce analyzy rozptylu v posouzeni hlavnich a in-
terak&nich efektli kategoridlnich nezdvislych proménnych na zdvisle proménnou
kvantitativniho typu. Nezavisle prom&nné v ANOVA ¢asto nazyvame faktory
a jejich hodnoty trovné nebo kategorie.

Nejjednodussim piipadem je analyza rozptylu jednoduchého tfidéni, kdy ana-
lyzujeme efekt jednoho faktoru na zédvisle proménnou. Jde o pfimé zobecnéni
pripadu zkoumdni rozdilu mezi dvéma nezdvislymi skupinami pomoci f-testu
na piipady zkouméni rozdild mezi vice skupinami (odpovidajicim jednotlivym
tirovnim neboli kategorifm faktoru). Pokud zkoumédme vliv vice faktord, rozli-
$ujeme mezi hlavnimi efekty a efekty, které jsou zpiisobeny interakcemi mezi
faktory pfi plsobeni na zdvisle proménnou. Hlavni efekt je ptimy efekt faktoru
na zivisle proménnou. Interakéni efekt je spojeny efekt kombinace dvou nebo
vice faktorii na zdvisle proménnou.

Pomoci obecnéjiich modeld analyzujeme podobné ilohy s kategoridlni zd-
visle prom&nnou (GLM, general linear model). Také existuji postupy, jeZ do
modelu zafazuji mezi nezdvisle proménné intervalové proménné (analyza kova-
riance, ANCOVA, analysis of covariance) nebo modely, které analyzuji simul-
tanné ovlivnéni vice nezavislych proménnych (MANOVA, multiple analysis of
variance).

Zikladni statistikou v analyze rozptylu je F-testovaci statistika rozdilnosti
skupinovych primérii, pomoci niZ se testuje hypotéza, zda priiméry ve skupindch
uréenych kombinacemi faktord se od sebe lisi vice neZ na zdklad€ pisobeni
nihodného kolisdni. Pokud se priméry neli¥i vyznamné&, usuzujeme, Ze faktory
nemaji na z4visle proménnou vliv. JestliZe F-test indikuje néjaky systematicky
vliv, pouZivaji se testy simultdnniho srovnavani pro nalezeni kombinaci hodnot
faktort, které nejvice pfispivaji k systematickym vliviim.

Testovaci F-statistika musi zohlednit rozdilnosti ve v§b&rovych primérech

s

a zéroveil pfirozenou variabilitu zdvisle proménné. V podstaté méfi ur€itym
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zpisobem velikost rozdilnosti vybérovych priméri a jeji hodnota zdvisi jednak
na vibérovych priimérech v jednotlivych skupindch, dale na velikosti téchto
skupin a na rozptylu zavisle proménné uvnitf skupin. Obecné m4d F-statistika
v analyze rozptylu formu:

_ vdZeny rozptyl mezi priiméry skupin

rozptyl mezi jedinci ve stejné skupiné

Pokud celkovi rozdilnost méfend F-statistikou piekro¢i uréenou kritickou mez,
zamitd se nulovd hypotéza, Ze vSechny teoretické priméry maji stejnou hodnotu.
Analyzou konstrukce F-testu lze ukdzat, Ze podobné jako u jinych testd dojde
k zamitnuti hypotézy, pokud jsou rozdily priméri relativng veliké. Jestlize za-
mitneme hypotézu rovnosti primérd, je§té ndm to nic nefekne o rozdilech mezi
jednotlivymi priméry. Dals{ analyza se musi provést pomoci metod nésledného
zkouméni téchto rozdfld.

JestliZe je pldn vyzkumu uspofidén vnitroskupinové s opakovanym méfenim
zdvisle proménné u stejnych objekti, jako je tomu napf. u hodnoceni méfeni pied
pokusem a po pokusu, vypodty pii provadé&ji F-testi se odliSuji od testli v pldnech
vjzkumu providénych meziskupinove.

Procedury analyzy rozptylu pfedpoklddaji, Ze zdvisle promé&nnd v jednot-
livfch skupindch ma normdlni rozdélenf se stejnym rozptylem. Casto se také
predpokladi, Ze pro kaZdou skupinu je rozsah vybéru méfenych jednotek stejny.
Tato symetrie zjednoduSuje neékteré vypodty.

9.1 Analyza rozptylu
pfi jednoduchém tridéni

Analyza rozptylu pii jednoduchém tfidéni (one-way ANOVA) analyzuje diference
pruméril sledované zavisle proménné mezi skupinami, které jsou ureny jednou
kategoridlni nezavisle proménnou (faktorem). Zkoumd se, zda skupiny vytvofené
timto klasifikaénim faktorem jsou podobné, nebo zda jednotlivé priméry tvoii
néjaké identifikovatelné shluky. JestliZe faktor méa jenom dvé kategorie (irovng),
iiloha je totoZnd s testovanim rovnosti priméru ve dvou nezavislych vybérech
pomoci r-testu nebo testovani hypotézy, Ze korelaéni koeficient mezi zdvisle
proménnou a bindrni proménnou uréujici pfisluinost méfeni do jedné z obou
skupin mé nulovou hodnotu.

Popisme piesnéji situaci, kterou analyzujeme pomoci této metody. Oznacme
zdvisle proménnou X. Provedeme méfeni na prostych ndhodnych vybérech ob-
jektl z m populaci (j = 1, 2, ..., m). Rozsahy vybérd n; mohou byt rizné. Pro
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kazdy vybér j vypolitdme pFisluiny primér x;; a rozptyl sj’:. Pfedpoklddédme, Ze
méfeni vyhovuji modelu
Xij =,t1+CI,’j+€,'j,

kde x;; oznaluje i-té mé&feni (i = 1, 2,..., nj) v j-tém vybéru a p je spoleénd
gast priméru. Efekt skupiny a; zpisobuje, Ze priméry u; sledované proménné
v populacich si nemusi byt rovny. M&feni x;; se li§i od priiméru ve své skupiné
o ndhodnou odchylku e;;. O této odchylce pfedpokliddme, Ze je normdlné roz-
d&lens s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem o2, jenZ je pro viechny méfen{
stejny. Symbolem n oznacujeme celkovy pocet méfeni, ktery se rovnd souctu
viech n;.

Z&kladni hypotéza, jez nds zajimd, pfedpokladd, Ze jsou viechny priméry
v jednotlivych populacich stejné, tedy Ho: g1 = pa = « -+ = uy,,, alternativaje Hy :
Ne viechny u; jsou stejné, nebo v jiném piepisu Ho: @) = a2 = -+ = aw = 0,
s alternativou H, : Ne viechny a; jsou nulové.

Nulova hypotéza tedy znamend, 7e faktor neovliviiuje zévisle proménnou
X. Pfi analyze dat zkoumédme, zda vypoctené priméry X; se od sebe liSi jen
v mezich ndhodného kolisdni od spoleéného priméru X, nebo zda je nulova
hypotéza poruSena.

Konstrukce testovaci F-statistiky vychézi z rozkladu soudtu étvercl odchylek
méfeni od spoledného priméru x. Odchylku méfeni x;; od X pfepiSeme ve formé
rozkladu x;j—% = (x;;—X;)+(%;—X). V tomto vyjédfeni hodnota X;— X pfedstavuje
odhad parametru a;, tedy efektu kategorie j. Jestlize umocnime a seCteme obé&
strany rovnice pro viechna mé&feni, pak po dpravich (pfi kterych se vyrusi viechny
ostatni ¢leny vzniklé pfi umocnéni) dostaneme

S;r:ZZ(){;J;—E)Z=ZZ(xij—)‘:j)2+an(ij—f)2=Se+SA.

J

Tento vyraz fik4, Ze celkovy soucet &tvercl St se rovnd souctu Ctvercl odchylek
uvnitf vybérd S, a soudtu Stvercd rozdili mezi vybéry § 4. K souftim Ctvercii
rozdildi patfi stupn& volnosti n — 1, n — m am — 1. KdyZ jimi vydélime pfisluiné
soulty, dostaneme tzv. primérné Ctverce MS (mean squares):

MSy=S¢/(n-1),
MS,=S./(n—-m),
MS4=54/(m-1)

Plati, 7e statistika F = MS 4/MS ., m4 za platnosti nulové hypotézy F-rozdéleni

se stupni volnosti (m — 1, n — m). Tato F-statistika méfi globdlni odchylku dat
od nulové hypotézy. Je tomu tak proto, Ze ob& hodnoty MS 4 a MS, odhaduji za
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B screma eoui anay

Zdroj variability S st.v. MS F
faktor A 2 m-1 M, = S P ’L’g:
rezidudlni S, n-m MS, = n‘fﬂm

Celkova variabilita Sr n-1

platnosti nulové hypotézy spoledny rozptyl o2. Pokud je viak porudena nulové
hypotéza, hodnota MS 4 bude vyznamné vét3i nez MS .. Velikost mezniho poméru
uréuje kritickd mez pro F-rozdéleni s pfisluSnymi stupni volnosti. Vypocty se
obvykle shrnuji tabulkou analyzy rozptylu (tab. 9.1).

PRIKLAD 9.1

Modelova data v tabulce 9.2 popisuji hodnoty kontrolniho testu u studentil. Kazdy sloupec
obsahuje data pro skupinu nahodné vybranych student( ze skupin s danou metodou vyuky.
Zkoumame nulovou hypotézu, Ze priméry hodnot jsou stejné ve v8ech skupinéch. To zna-
mena4, ze typ vyuky (faktor A} nema vliv na primérnou hodnotu testu. Pro statisticky test
volime hladinu vyznamnaosti 0,05. Nase hypotézy jsou:

Ho: iy =tz = 3

H; : Ne v8echny u jsou stejné.

Prikdad dat, unich? provédime analfzu rozptylu (ednoduch tidén)

Metoda vyuky
1 2 3
89 104 86
101 120 98
87 98 100
87 110 96
Soucet 364 432 380
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Priméry ve skupinach maji hodnoty

2 = 2
x1=ﬁ=91, X2=%—1083X3_330_95_

Celkovy pramér je pramér ze vdech hodnot

%= 364 +41322+380 - g8,

Vypocitame tfi soucty ctverca.
a)} Celkovy souget étvercl je totéz co Eitatel pfi pocitani vybérového rozptylu ze viech 12
méfeni:
(89 -98)% + (104 -98)° + (86 — 98)>
+ (101 -98)% + (120-98) + (98 —98)°
=2 > (x;- = 1148
7 + (87-982 + (98-98)2 + (100 -98)°
+ (87-98)2 + (110-98)% + (96-98)°
b) Souget &tverch uvnitf skupin ma stejny pocet ¢lent. Ty jsou vSak uréeny rozdily mezi
méfenim a pfislusnym skupinovym primérem:
(89-91)2 + (104-108)% + (86 — 95)°
+ (101 -91)% + (120 -108)° + (98 - 95)°
=2 D x;-%)= =516
I + (87-91)% + (98-108)% + (100 - 95)°
+ (87-91)% + (110-108)2 + (96 -95)°
c) Soudet Etvercll mezi vyb8ry ma také stejny pocet ¢len(, ale podita se pouze se skupi-
novymi priméry a celkovym primérem:
(91 -98)2 + (108 - 98)% + (95 - 98)°
+ (91-98)% + (108 - 98)% + (95 — 98)>
SA:ZZ(’?J‘""F: ( ) ( ) ( ) - 632
;T + (91-98)% + (108 - 98) + (95 - 98)°
+ (91 -98)% + (108 - 98)% + (95 - 98)°
Protoze se v tomto posledmm vzorci opakuu priméry ve sloupm pro skupmu Ize jej zjed-
nodusit: S, = 3; ; (%; - %)% = 4(91 - 98) + 4(108 - 98)? + 4 (95 - 98)° = 632

Viimnéte si, Ze Sy + 5, = Sy, takze vypocCet jednoho ze tfech souétd je zbyteény. Do
schématu tabulky rozptylu (tab. 9.1, s. 341) doplnime pfislu$né vypoétené hodnoty (tab. 9.3)
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Piiklad vypinéné tabulky analyzy rd:z’ptﬁllu: .

Zdroj variability s st.v. MS F Foos

mezi vybéry 632 2 316 5,51 F(2,9)=4,26
rezidualni 516 9 57,333

Celkova variabilita 1148 11

a srovname vypoditané F s kritickou hodnotou F-rozdéleni s pfisluSnymi stupni volnosti
s hladinou vyznamnosti 0,05. Pokud je F vétsi nez kritickd mez, nulovou hypotézu zami-
tame. ProfoZe je v nadem pfipadé testovaci statistika F vét8i nez kriticka mez, miZeme
tvrdit, Ze mame evidenci pro zamitnuti nulové hypotézy o rovnosti primérd kontrolniho testu
ve skupinach.

9.1.1 Ovérfeni pfedpokladi analyzy rozptylu

Aby jednoduché analyza rozptylu byla validni, musi byt spln&€ny ndsledujic
pfedpoklady:

1. Vsechna méfeni musi byt vzdjemné nezdvisld uvnitf skupin i mezi skupinami.
2. Meéfeni v kaZdé skupin& jsou normélng rozdé€lend s primérem p;.
3. Ve viech skupindch maji méfeni stejny rozptyl kolem priiméru.

Ov&fovani uvedenych pfedpokladd se provddi numericky pomoci riiznych testi,
korela¢ni analyzou a graficky. Pfedeviim se provadi tzv. ,analyza rezidudlnich
hodnot®, coZ vyZaduje:

vypodet rezidudlnich hodnot x;; — X; a hodnot Xj;
grafické zndzornéni rezidudlnich hodnot a jejich absolutnich hodnot proti
hodnotdm faktord a hodnotdm zdvisle proménné a zji$téni zmén, trendl a kon-
figurac{ v t&chto hodnotéch;
m provéfeni normality rozd&leni rezidudlnich hodnot graficky a statistickym
testem.
0 vysledku této kontroly mé vyzkumnik informovat &tenéfe ve vyzkumné zprave.
Jestlize je splnén pfedpoklad nezdvislosti a homogenity rozptyld, grafy rezi-
dudlnich hodnot neobsahuji Zddné systematické konfigurace bodii (podrobnéji
kap.7.3.2).
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Pfedpoklad rovnosti rozptyld se ¢asto téZko ovéfuje. Minimédlné zkouméme,

zda je splnéno, Ze
max s; _

min §;
kde s; jsou smérodatné odchylky méfeni v jednotlivych skupinéch.

Obecné Ize fici, Ze nejveétsi vliv na validitu F-testu md piedpoklad o statistické
nezdvislosti viech méfeni. VG&i poruchdm ostatnich pfedpokladd je analyza
rozptylu pomérné robustni.

JestliZe analyza rezidudlnich hodnot odhali nehomogenitu, porueni norma-
lity nebo systematické chyby zplisobené $patné sestavenym modelem, pokou-
§ime se tyto nedostatky ofetfit transformaci zdvisle proménné. Tento postup
milZe fungovat, jestliZe pomér (nejvEtsi hodnota pozorovani)/(nejmens{ hodnota
pozorovani) je veliky. NejpouZivang&ji{ transformace jsou:

m logaritmickd transformace, pokud se rozptyl zvy$uje timérné s priimérem;
m  arcussinova transformace pro relativni éetnosti;
m druhd odmocnina pro Cetnosti.

Posledni dvé transformace se pouZivaji pii analyze dat ¢etnostniho typu.
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