Domaéaci ukol z 8. 3.2016

Priklad 2. Urcete invariantni podprostory vzhledem k linedrni transformaci charakterizo-
vané ortogondlni matici A:
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Prechodem k bdzi tvorené generdtory invariantnich podprostori se ddle presvédcte o sprdv-
nosti celého vypoctu.

Reseni. Nejprve vypocitame vlastni Cisla matice A:
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Tedy )\1 = 1, )\273 = +i.

Vlastni smér u; prislusny redlnému vlastnimu ¢islu A; = 1 je feSenim soustavy, kteréa
vznikne ode¢tenim A; od prvka hlavni diagonéaly matice A (nebo jinymi slovy dosazenim
A1 do matice, ze které jsme pocitali determinant).
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Soustavé vyhovuje vektor u; = (1,1,0) a prvni z hledanych invariantnich podprostoru je
proto L((1,1,0)).

Komplexné sdruzeny kofen Ay 3 = =1 charakteristické rovnice ukazuje na existenci in-
variantniho podprostoru dimenze 2. Jeho generatory zjistime odec¢tenim i od prvka hlavni

diagonaly matice A a nalezenim (komplexniho) vektoru w, ktery je feSenim vzniklé sou-
stavy.
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Soustavé vyhovuje vektor w = (—3v/2 — iv/2,3v/2 + 1v/2,2 — 61) (pfehozenim koefici-
entti druhé rovnice a dopo¢itanim prvni souradnice). Rozdélenim na reélnou a imaginarni
slozku pak zjistime oba generatory us, uz hledaného invariantniho podprostoru:

w = u, + iug = (—3v/2,3v2,2) + i(—V2,v2, —6)
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Druhy (a posledni) z hledanych invariantnich podprostort je proto linearni obal vektori

(—3v/2,3v/2,2) a (—v/2,v/2, —6).



Nyni ovéfme spravnost celého vypoctu. Ozna¢me £ ,klasickou“ béazi a U bézi slozenou
po fadé z vektoru uy, us a uz. Oznacme déle B matici prechodu mezi obéma bazemi tako-
vou, ze (x)g = B(X)y. Z prvniho domaciho ukolu vime, Ze sloupce matice B tvoii po fadé
soufadnice vektora baze U, tedy:
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Z téhoz tukolu rovnéz vime, ze hledané matice linearni transformace v bazi U je matice
B~'AB. Vypocétem pak zjistime, Ze:
1 0 0
B7'AB=|(0 0 1
0 -1 0
To ovsem odpovidé oc¢ekavani, nebot ziskan& matice je v diagonalnim tvaru.

Hlavni ticel domdciho tkolu byl procvicit si prdci s ortogondlnimi maticemi a trochu
odbourat ostych z cisel, kterd pti pocitdni vychdzi. Upozornil bych hlavné na dvé skutecnosti
(obecné jsou popsané ve skriptech na strané 26).

o Vektory uy, uy, us jsou ortogondlnd.
o Vijslednd matice B-*AB mohla na diagondle obsahovat jen 1, —1 a bloky 2x2 tvaru
cosa  sina
( —sina  cosa )

pro jisté o (tady ziejmé o = ) — to je ddno tim, Ze vlastni cisla ortogondlnich
transformaci mohou bijt jen 1, —1 nebo dvojice komplexné sdruZengjch cisel. Trochu
predbéhneme: komplexné sdruend dvojice c¢isel je spjatd s otocenim roviny prdvé o
uhel . Z vlastnich cisel se proto da dobre zobrazeni urcit — vektor uy je zobrazenim
zachovdn, dvojice na né¢j kolmyjch vektori (uy a usz) je otocena o 5. O 3 je proto
otocena kazdd linedrni kombinace vektori us a ug (tj. celd ,rovina“ dand uy a us)

a toto zobrazeni si proto miZeme priblizné predstavit jako otoceni v prostoru kolem
Lprimky“ dané vektorem uy.



