Dodatek: Zakladni poznatky o markovskychietézcich se spojityméasem

Definice markovskéhoietézce se spojitymtasem

Neclt (Q,A,P) je pravaépodobnostni prostor,

T= <0,°°) je indexova mnozina, jejiz prvky nazveme okamaky

J={..,-2,-1,0,1, 2, ...} je nejvySe s@bna mnozina st@bez Ujmy na obecnosti Ize
predpokladat, ze J ={0, 1, 2, ...} nebo J ={0,1,n}).

Stochasticky proce{th;tDT} definovany na ritelném prostordQ,A), jehoz slozky X
nabyvaji hodnot z mnoziny sta, se nazyvéarkovskyrettzec(se spojityntasem), jsou-li
splrény nasledujici podminky:

a) 0j0JCtOT: P(X, = j)>0(vylouteni nepatebnych sta)

b) Oty <t <...<t, OT Djg, jpreenr jo DI:PX, =50 /X, =joa DX =on T DX = o) = PX =00 /X, =)
za redpokladu, ze(X, = j. CX, =]., C...[X, =],)>0 (markovska viastnost — budouci

chovani markovskéhi@zce zavisi pouze naippmném stavu a nikoliv na stavech minulych).



Vysvétleni: Markovskérettzce se spojityndasem modeluji fyzikalndi jiné soustavy, které
mohou v libovolném okamziku nahatiprejit do rektereho ze svych moznych stav
Markovska vlastnost znamena, ze to, do jakého sta\aoustava dostan# pasledujici zrane,
zavisi pouze na tom,jakém stavu se soustava pfdachazi a nezavisi na staveébdehozict

Nap‘. sledujem-li béhem pracovni doby provoz automatickych sirodilné, ndhodna velina
X4, tD<O,T) je paet stroji, které v okamziku t nepracuji (jsou opravovanyaékaji na

opravu).



Oznaceni:

Jev {X; = J} — markovskyietzec je v okamziku t ve stavu j.

P(X: = ]) = p(t) — absolutni pravgpodobnost stavu j v okamzZiku t.
p(t) = (...., p(t), ...) —vektor absolutnich pra¢@odobnosti

P(X,., =i/X, =i)=p,(t,t+h) — pravépodobnost fechodu ze stavu i v okamZiku t do stavu

v okamziku t+

hP(t’t thy=|-p (t’j[ +h) - matice pravépodobnosti fechodu mezi

okamziky t, t+h
P(Xo = j) = p(0) — pa&ateni praveépodobnost stavu j.
p(0) = (...., M0), ...) —vektor paatenich pravdpodobnosti.



Definice HMR se spojityméasem

Nech’ {Xt;t DT} je markovskyretzec se spojityndasemRekneme, Ze tentetizec je
homogennijestlize plati:
Oi, j030tLhOT:P(X,,,, =j/ X, =i)=p,(n).

Vysvétleni: Znamena to, Ze praspodobnosti fechoduP(X .., = /X, =i) — pokud existuji —
zavisi pouze ngasovem firustku h a nezavisi naasovem okamziku t.

Matice pravdpodobnosti fechoduP(t,t+h) se pak zra P(h) a nazyva senatice pechodu za
casovy pirastek h Pro HMR se spojitymtasem tedy existuje cely systém matieghodu
{P(h),hOT}. Je zvykem definova®(0) =1.



Vlastnosti HMR se & (CH-K rovnice a zékon evoluce)
Nech’ {Xt;t DT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, s vektorem patenich
pravaspodobnostp(0) a systémem matidgchodu{P(h),hOT}. Pak proCh,gOT plati:

a) P(h+g) =P(h) P(g) (Chapmanova — Kolmogorovova rovnice)
b) p(h) =p(0) P(h) (zdkon evoluce)



Definice matice intenzit g‘echodu
Nech’ {Xt 1 DT} je homogenni markovsketezec se spojityndasem se systémem matiephodu

{P(h),hOT}. Pak definujeme:

. _py(h)

a) Ui,j0J: g; = Llfp ]h - intenzita pechodu ze stavu i do stavu j
: =i 1- P; (h) . : , :

b) Libd: ¢ =M ~  -intenzita vystupu ze stavu i

Matice Q = (g;)i;0J, kde q = -g, se nazyvénatice intenzit fechoduHMR se spojitymsasem.

Vysvétleni: MaticeQ je charakterizovana tim, Zz¢ 30 pro i# j a g < 0 a sotet prvki v kazdéentadku je
nulovy. Je tkvazistochasticka matice

Matici intenzit gechodu Ize graficky vyj&tt pomociprechodového diagramde to ohodnoceny
orientovany graf, kde

a) vrcholy jsou stavy, b) hrany odpovidaji nenulowptenzitam pechodu

c) ohodnoceni hran je rovnéntto intenzitdm. Hrany, které nejsou stkgmi, maji kladné ohodnoceni

(g; > 0) a smyky maji zaporné ohodnoceni;(g 0).



Definice stacionarniho vektoru HVR se &
Nectt {X,;tOT} je HMR se ', ktery ma systém matidechodu{P(t);t 0T} . Stochasticky
vektora takovy, ze prdJtUT platia = aP(t), se nazyv&tacionarni vektofstacionarni

rozlozen) danéhaetzce.

Vypoéet stacionarniho vektoru pomoci matice intenzit pechodu

Nectr {X;tOT} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t 0T} a matici intenzit
prechoduQ = (q;)i;0J-

Jestlize existujg U T tak, Ze matic®(t) je reqularni (tj. vSechny jeji prvky jsou klagnpak

existuje stacionarni vektor danéletzce a je dan vztaheraQ) = 0. TotoreSeni je jediné.



Kolmogorovovy systemy a systém evoatnich diferencialnich rovnic

Nech’ {Xt;t DT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem, ktery ma system matic
prechodu{P(t);t O T}, systém vektdr absolutnich pra\mbodobnosti{p(t);tDT}, vektor
pocatenich pravdpodobnostp(0) a matici intenzit fechoduQ. Pak plati:

a) P'(t)=P(t)Q s paateini podminkolP(0) =1 (Kolmogoroviv systém prospektivnich
diferencialnich rovnit

b) P'(t) = QP(t) s paateeni podminkouwP(0) =1 (Kolmogoroviv systém retrospektivnich
diferencialnich rovnit

c) p'(t)=p(t)Q s paateni podminkowp(0) = dany stochasticky vektasystém evolénich

diferencialnich rovnig



Definice Poissonova procesu

Nectr {X;tOT} je homogenni markovsktszec se spojityndasem, ktery ma mnoZinu stav
J={0, 1, 2, ...}, vektor péatenich pravdpodobnostp(0) = (1, O, ...) a matici intenzit
prechodl

-A A 0 O
10 =2 A O
Q= O O =X M ..| kdeA>0 jekonstanta, nazyva sgenzita
Prechodovy diagram:

A/

-A

A C@T @Tb ;\ 8 h @ : S —

Tento HVR se nazyv#&oissoiiv proces(s parametrerh). (Vidime, Ze v Poissoné\procesu je
mozneé jen setrvani v dosavadnim stavu nébohwd do nejblizSiho vysSiho stavu.)



Pravdépodobnostni rozlozeni slozek Poissonova procesu

Nectr {X;tOT} je Poissofiv proces s parametreln Pak plati:
j
OtOT 0j0J: pj(t):@e'“_
j!

VVVVV

(0, t>, seridi rozlozenim Pa¢). S¥edni hodnota pu udalosti, které nastanou v interv£Q1t>, je rovna

¢islut, tedy konstanta predstavuje $edni hodnotu ptiu udalosti, které nastanou za jednotkéagovy

interval. Proto s& nazyva intenzita procesu.

Cisla p(t) udavaji pravépodobnosti, Zze v intervaI(O,t> nastalo pra¥ | udalosti.

Cislo p(t) = €™ udava pravébodobnost, Ze v intervaI(D, t> nenastala zadna udalost.

Ozna&ime-li S dobwekani na ziénu mezi stavy (tj. dobtekani na fichod udalosti resp. dobu setrvani ve
1-e™,t=0

stavu), pak P(S > t) =& tedy P(SS t) - {O t<0 . To znamena, Ze je-li rozloZenigho udalosti,

které nastaly v intervall(p,t> Poissonovo, je rozlozeni dobgkani na ziénu resp. doby setrvani ve stavu

exponencialni.



Pravdépodobnosti prechodu v Poissona¥/procesu
Nectt {X,;tOT} je Poissofiv proces s parametrein Pak plati:

()T
OtOT O3, j03:p, (t) =1 (j-i)
Oproj<i

e™ proj =i

Bodovy a intervalovy odhad parametrui Poissonova procesu
Neclt v intervalu<0,T> byl sledovan Poissdn proces s neznamym parametreabylo

pozorovano n udalosti.

, pricem E(X)z)\ (. A je nestranny

—||3

a) Bodovy odhad parametkye dan vzorcem?A\ =
odhad) aD(A)=2

1 1
b) 100(1e)% interval spolehlivosti pra ma mezed =Exza/2(2n), h ZEXZH/Z(Z” +2),



Definice procesu vzniku a zaniku

Nech’ {Xt;t DT} je homogenni markovsketezec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stav

J={0, 1, 2, ...}, vektor ptateenich pravdpodobnostp(0) = (1, 0, ...) a matici intenzittpchodu

-\, A, 0 0
Q= - (“1 +)\1) A, 0
0 U, —(pz +)\2) A, ...| kdex >0j=012,.ap >0j=1.2,. jsou konstanty.

Tentoretzec se nazyvaroces vzniku a zanik(resp. mnozeni a amrti).

Prechodovy diagram:

@#@%% H@%QH@—“'*

“] 1 |"|]+ 1 |J]-'r2

{Hq*tAq) '{U2+"*2] ‘b—']*| -"-] ) ':HJ*')'-J:' H-'|J+i ].+‘|:'

Upozornéni: Je Zejmé, Zze Poissdiv proces je specialnintipadem procesu vzniku a zaniku, sme
=0,j=1,2,...4;=1,j=0,1, 2, ...



Vysvétleni:
Proces vzniku a zaniku modeluje kolisani rozsalub@a objeki v ¢ase za fedpokladu, ze

a) v nahodnych okamzicich vstupuji do tohoto soulmare objekty, ficemz pravdpodobnost,
Ye v intervalu(t,t + h) vstoupi do souboru rozsahu j novy objekthjg +0o(h), kdex; > 0 je

intenzita vstupu do stavu |;

b) v nahodnych okamzicich vystupuji z tohoto soubiméi objekty, gicemz pravdpodobnost,
eV intervalu(t,t + h> vystoupi ze souboru rozsahu j jeden objek e+ O(h), kdepy; > 0 je
intenzita vystupu ze stavu j;

C) vstupy a vystupy objektjsou stochasticky nezavislé jevy;

d) béhem kratkéh@asoveého intervalutstava rozsah souboru tyz nebo se j@dne\ktsi ci

zmensi.



