1 Galoisova teorie
Ptiklad 1.1. Bud’ F = Q(i). Ukazte, Ze pro libovolné prvoéislo p je polynom z?® — p ireduci-
bilni nad F.
Reseni. Polynom 23 — p je ireducibilni nad F pravé tehdy, kdy?
[F(¥/p): Fl = [Q(¢p:1): Q)] = 3.
Polynom z? + 1 je ireducibilni nad Q(¢/p), vzdyt Q(¥/p) C R, tedy [Q(¢/p,1): Q(¥/p)] = 2.

Z diagramu

jiz snadno odvodime, Ze [Q(¥/p,i): Q(i)] = o

Ptiklad 1.2. Bud’ F' téleso charakteristiky char F' # 2. Necht' a, bjsou prvky télesa F', pficemz
b neni druhou mocninou prvku z F. Dokazte, Ze a — b je druhou mocninou prvku z F prave
tehdy, kdyz v télese F' existuji prvky m,n splitujici

a+Vb=m+n.
Reseni. =" Predpoklddejme, Ze existuje c € F' takové, Ze
a?—b=_c2
Pak b = a? — b2. Polozme
a—c a—+c
m = n = .
2 2

Odtud dostdvame

2 2

a® — ¢

(Vm+vn)?=m+n+2y/mn=a+2- =a+Vb.

<= Nyni pfedpokladejme, Ze existuji m,n € F' tak, ze

a+\/l;:m+n+2\/mn.

Pak plati
vmn=a+vVb—m—n=a—m—n+Vb,
4mn = (a —m —n)? +b+2(a —m —n)Vb.
Protoze b neni ¢tverec, tak musi platit a — m —n = 0, tedy a = m + n. Pak 4mn = b a plati

a>—b=(m+n)?—4mn=(m—n) ©
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Necht K/F je konetné rozsifeni téles. Bud’ o € K libovolny prvek. Pak zobrazeni
V,: K — K dané predpisem
Uo(B) =a-p
je linedrni transformace vektorového prostoru, tj. pro vSechna g,y € K a kazdé a € F plati
\I’a(ﬁ + ’Y) = \Ija(ﬁ) + ‘I’a(’Y),
Uo(af) =a- Y (5).
Zvolme bazi K nad F' a uvaZzme matici A, linedrni transformace ¥, v této bazi. Polynom
fa(z) =det(z - E — Ay)
se nazyva charakteristickij polynom U, pfi¢emz jeho definice nezavisi na volbé baze. Vskutku,
je-li B, matice ¥, (x) v jiné bazi, pak
B, = R7'A,R,
kde R je vhodna reguldrni matice, a plati
det(z - E — By) =det(z - E— R AqR) = det(R ' (v - E — Ay)R) = det(z - E — A,).
Oznat¢me mgq(z) minimlni polynom prvku a nad F. Nésledujici tvrzeni ddvd do vztahu
polynom m,, a polynom f,(z).
Tvrzeni 1.3. Plati
fo = mls Fle)],
Diikaz. Oznaéme d = [F(a): F], pak bazi F(a)/Fije 1,a,a?,...,a% 1. Zvolme B1, B2, . . ., Br
bazi rozsiteni K/F(«), tj. r = [K: F(«)]. Vime, ze
o' Bj pro0<i<d1<j<r
je bdze K/ F a plati A ‘
\Pa(azﬁj) = O‘Z—Hﬁj'
Je-lii = d — 1, pak nemame prvek baze. Minimalni polynom m,, prvku a nad F je tvaru
me(z) = 2 —cy 2 -~z — ¢

pro vhodné ¢; € F. Pak plati

at = cd_lozdfl + -4 cra+ cg,

a tedy
‘I’a(adilﬂj) = adﬁj = Cd_ladilﬁj R claﬁj + C(),Bj.
Matice A, méa r blokii na diagondle (jinde 0) a tyto bloky jsou tvaru

6o 1 0 0 -~ O 0
o o0 1 0 - 0 0
6o 0o o0 1 - 0 0
B=1: 1t 1 K : :
0o 0 0 0 - 1 0
6o 0 0 0 - 0 1
ch €1 C2 €3 -+ Cdg-2 Cd-1

Pak fo(x) = det(z - E — B)". Sta¢i dokdzat nasledujici lemma:
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Lemma 1.4. Plati

x -1 0 0 0 0
0 T —1 0 0 0
0 0 T —1 0 0
: =z - cd_lxd_l — —Cc1T —Co
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 T -1
—C¢ —C€ —C —C€ -+ —C—2 X —Cg-1

Diikaz. Lemma dokdZeme indukci vzhledem k d.
(i) d = 1. Ziejmé.

(ii) d > 1, pfedpokladejme, Ze pro d — 1 tvrzeni plati. Rozvoj podle prvniho sloupce ndm

da
d—1 d—2 d+1 d—1
(@ g1z — -~ — ) H(=1D) T (=) - (1) =
indukéni pfedpoklad
:md—cd,lxdfl — =1 — C- ]
Tim je dtikaz tvrzeni hotov. O

Je-li a # 0, pak A, je regulédrni, protoZe pro libovolné a € K plati
0 =det(Ay) = fa(0) & ma(0) & a = 0.
Ptiklad 1.5. Pro kazdé z ¢isel v/2 a 1 + /2 + V/4 naleznéte kubicky polynom, jehoZ je toto
¢islo kofenem.

Reseni. Uvazme téleso Q(\g@) a zafixujme bazi 1, /2, /4. Nédsobeni &islem /2 ma v bazi
1, v/2, /4 matici

010
0 01
2 0
Charakteristicky polynom pak je
z -1 0
0 = —lj=2"-2
-2 0 =z

Nasobeni &islem 1 + /2 + /4 ma v bazi 1, v/2, ¥/4 matici

1 11

2 1 1

2 21

Charakteristicky polynom pak je
z—1 -1 -1 z—1 -1 -1
-2 -1 —-1|=|-2 z-1 —-1l=@&-1)-@*-20-1)+2-(-20x-1)=
—2 -2 x-1 0 —x—1 =z
=% —322 -3z — 1. o



2 Rozkladova télesa
Definice 2.1. Rozsifeni K télesa F' se nazyva rozkladové téleso polynomu f € Fx], jestlize

se polynom f rozklddd na linearni ¢initele nad K, ale uz se nerozkladd nad M, kde M C K
je libovolné podtéleso.

Ptiklad 2.2. Urcete rozkladové téleso a jeho stuper nad Q pro polynom zt —2.

Regeni. Rozkladové téleso polynomu z* — 2 nad Qje K = Q(+/2,1). Z diagramu

Q2.0
/ ~
4 Q2
Q) /
\Q

pak snadno odvodime, Ze [Q(v/2,1): Q] = 8. o
Ptiklad 2.3. Urcete rozkladové téleso a jeho stupeti nad Q pro polynom z* + 2.

Reseni. Rozkladové téleso polynomu z* + 2 nad Q je L = Q(«,i), kde o = V2 (@ + 1@)
Snadno se vidi, Ze (@ + 1@) lezi v K, a proto L C K. Déle plati

(1—i)a:a—ia—\f<\[—|— \[)+\f<\[_\f> 2. \f_

%\

tedy

aproto K = L. o
Ptiklad 2.4. Urcete rozkladové téleso a jeho stupeti nad Q pro polynom z* + 2% + 1.
Resent. Polynom z* + 22 + 1 se nad Q rozklada na soudin

1= —z+ 1)@+ +1).

Oba polynomy maj diskriminant D = —3, tedy rozkladovym télesem polynomu z* + 22 + 1
je téleso Q(iv/3). o

P¥iklad 2.5. Urcete rozkladové téleso a jeho stupeti nad Q pro polynom z° — 4.
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Regeni. Polynom z°® — 4 se nad Q rozklada na sougin
2% —4 = (23 - 2)(2® +2).

Pro libovolné o € R plati
ad =2 (—a) = -2

Staci tedy uvazovat rozkladové téleso polynomu 3 — 2 a tim je téleso Q(iv/3, v/2). o
Definice 2.6. Bud’ K téleso. Necht' f(x) = apa™ + ap_12" ' + -+ + a1 + a9 € K[z] je
libovolny nekonstantni polynom. Ozna¢me a4, as, . . ., a,, kofeny polynomu f v K. Vyraz
D(f) = ay"? [ J(ei = @)?
i<j

se nazyva diskriminant polynomu f.
Pozndmka 2.1. Pro kubicky polynom f(z) = az3 + bz? + cz + d je diskriminant tvaru
D(f) = b*c — dac® — 4b3d — 27ad? + 18abcd.

Véta 2.7. Necht' f(z) € Q[x] je libovolny kubicky polynom. Dile necht’ o € Q je jeho koten. Pak
rozkladovym télesem polynomu f je téleso

Qa, VD),
kde D je diskriminant polynomu f.

Dﬁkaz@naéme K rozkladové téleso polynomu f. Ztejmé Q(«, VD) C K. Oznatme f3,v
zbylé dva koteny polynomu f. Budeme hotovi, pokud ukéZeme, Ze 3 a v lez{ v Q(a, VD).
ProtoZe a le%i v Q(«, v/ D), ma polynom (x — 3)(x — 7) koeficienty z Q(«, VD), tedy v+ S a
7B lezi v Q(a, v'D). Oznatime-li a vedouci koeficient polynomu f, pak plati

Q(e, VD) 3 VD =a*(a = B)(B—)(a—7) = a®(a® + (B+ 7)o+ B7) (B — ),
€ Q(a,v'D)

atedy 8 — v € Q(a, VD). Tim je dikaz hotov. O
Ptiklad 2.8. Rozhodnéte, zda se jedna o normalni rozsifent:

1. Q()/Q, kde «a je kofen polynomu z3 — 3z + 1.

2. Q1+ V2+V1)/Q


Radan Kučera
Lístek s poznámkou
Má-li f násobný kořen, z rozkladu na ireducibilní polynomy nad Q se snadno odvodí, že všechny kořeny f jsou racionální čísla.
Nechť dále f násobné kořeny nemá, tedy diskriminant D je nenulový.


