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1. DVé nezavislé regresni pimky
1.1. Popis modal a ozn&eni

Predpokladame, Zze mame dva nezavislé regresni modely
Yi =B tBiX € ,i=1,2,...,n

Y, =B +B X e i=1,2,...,0

Pritom plati, ze

e=(g,...6,) ~ N, (0.0%), & =[g,,....e, ) ~ N, (0.0) ,
vektorye ag jsou nezavislé.

Ozn&ime

by, by odhady srérnic v 1. a 2. modelu,

St a S rezidualni sotty étverai v 1. a 2. modelu,

S a S? vybrové rozptyly nezavisle pronnych veltin v 1. a 2. modelu.



1.2. Owreni predpokladu o homoskedasticit nahodnych odchyleke a &

. 0-2 . 0-2
HO le proti HO Fil
SE
T — n_2
Testova statistika: S, marozloZeni F(n-2, r2), pokud H plati.
n -2

Kriticky obor: W = <0, Falz(n -2n - 2)> L <F1—a/2(n -2n - 2)’°°)



1.3. Test totoznosti dvou regresnichifimek

HO :[BOJ — BO* rOti Hl : [BOJ + BO*

B, . )P B.) B,
Sestavime novy model regresiiinpky, v Emz hodnoty nezavisle pramné veléiny vzniknou
sdruzenim hodnota x a hodnoty zavisle pra¥nné velEiny vzniknou sdruzenim hodnot g

yi . Ozn&ime S rezidudlni sotet étverai v tomto sdruZzeném modelu.

S.. ~S:-S
T, = 2
Testova statistika: S+ SE* se v fiipack platnosti H fidi rozloZzenim F(2, n+n4).
n+n -4

Kriticky obor: W = (F_, (2,n +n - 4)’°°)



1.4.Test rovnobéznosti dvou regresnich pimek

R R
: | | -
Covariate Covariate
Ho :Bl = Bl* proti H1 : [31 7 Bl*
. (bl—bl*)\/n+n*—4
o =
Testova statistika: (S is 1 . 1 se v @ipact platnosti nulové
E E (n —1)82 (n* —1)5*2

hypotézyiidi rozloZzenim t(n + n- 4).
Kriticky obor: W = (‘ w,~t, 4, (n+0" - 4)> U <t1—a/2(n +n’ —4) ).
T,JW = H, zamitame na hladinvyznamnost.



1.5.Priklad: Mame k dispozici udaje o ptu rozvodi za rok, které fipadaji na 100 000
obyvatel, a to ¥eskych zemich a na Slovensku v letech 1960 — 19@@noty x udavaji roky
po odéteni 1960, yrozvodovost &eskych zemich a’yna Slovensku.

Yi Vi

1,34 0,58
1,45 0,59
1,47 0,58
1,52 0,55
1,48 0,54
1,66 0,57
1,77 0,64
1,76 0,57
1,89 0,67
2,08 0,75
2,19/ 0,76
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o

Je zapatkbi zjistit, zda pibéh rozvodovosti v letech 1960 — 1970 byl stejnyegkych zemich
jako na Slovensku. Pokud se ukaze, ze stejny npbklje teba zjistit, zda aspovzestup
rozvodovosti byl v obouifppadech stejny. Testy se maji pro¥aaa hladig vyznamnosti 0,05.



Reseni pomoci systému STATISTICA:

Oteweme datovy soubor rozvody CSSR.st&ech prondnnych a 22 fipadech. V prognné x
jsou 2x pod sebou hodnoty— 10, v prondnné y jsou pod sebou hodnoty rozvodovosti Q&R
a pro SSR a pro#nna id obsahuje 1 piGSR a 0 pro SSR.

Nejprve znazornime de s prolozenymi regresnimtipnkami.

Grafy — Bodové grafy — Prainné x,y — OK — Kategorizovany — Kategorie X — Zaond
Zmenit promennou — id — OK — Rozlozenii€s sebe — OK.

Bodovy graf z y proti x; kategorizovany id
rozvody_CSSR.sta 4v*22c
id: SSRy =0,5295+0,0177*x
id: CSR y = 1,2918+0,08*x

2,4
2,2
2,0
18
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14

1,2
1,0
0,8

o ©
0,6 w/

0,4 “e_id: SSR
-2 0 2 4 6 8 10 12 “g_id- &SR

Z grafickeého znazogmi dat vyplyva, ze regresnfipmky se zejme¢ budou liSit v obou parametrech.



Dale owtime, zda rozptyly ndhodnych odchykeke jsou shodné.

Statistiky — Vicenasobna regrese — Select casepratit filtr — zadame id =1 — OK —
Pronmeénne y, x — OK — OK — Detailni vysledky — ANOVA.
Analogicky pro 2. model zadame id = 0.

Analyza rozptylu (rozvody CSSR.sta) Analyza rozptylu (rozvody CSSR.sta)
Zhrnout podminku: id=1 Zhrnout podminku: id=0
Soucet SV Pramér F p-hodn. Soucet SV Primeér F p-hodn.
Efekt étverch étverch Efekt ctvercu ctvercu
Regres. 0,704000 1 0,704000 122,4025 0,000002 Regres. 0,034568 1 0,034568 12,34801| 0,006577
Rezid. 0,051764 9 0,005752 Rezid. 0,025195 9 0,002799
Celk. 0,755764 Celk. 0,059764
S. 0051764
; CoT,=h=2-__9 _-250623
Vyposteme testovou statistiku S, 0,025195 .
n -2 9
Kriticky obor:
W =(0,F, ,(n-2n" -2) 0(F_, (- 2n" - 2) ) =(0,F,(99)) O (Foere(99). ) =
= (00,2484 0 (4,026 »)

Testova statistika negato kritického oboru, hypotézu o homogénizptyli nezamitame na
hladint vyznamnosti 0,05.



Nyni provedemdest totoznosti dvou regresnich fimek. Testova statistika ma tvar

_ [se-s-5)p2
To = (SE iESE* )/(n +n _4). Rezidudlni sotty ¢tveral Sc a & jiz zname, $=0,051764 a S =

0,025195. Stanovime rezidudlni getttveral S ve sdruzeném modelu.

Statistiky — Vicenasobna regrese — OK — Ritomé — Zavisla y, Nezavislé x — OK — OK —
Detailni vysledky — ANOVA.

Analyza rozptylu (rozvody CSSR.sta)

Soucet sv Priimér F p-hodn.
Efekt ctvercu étverch
Regres. 0,525284 1 0,525284 1,584552 0,222602
Rezid. 6,6300661 20 0,331503
Celk. 7,155350

_ (8,630066- 0,051764-0,025195,2
°  (0051764+0,025199/18
Kriticky obor:

W =(F_,(2n+n" - 4) o) = (F,e,(218),0) = (35546 )

Testova statistika patdo kritickeho oboru, hypotezu o totoznosti regies fimek zamitame
na hladig vyznamnosti 0,05. Bb¢h rozvodovosti v letech 1960 — 1970 byl jin8R a SSR.

= 766356



Nakonec budemtestovat hypotézu o rovnoBznosti dvou regresnich grimek.

K datovému souborurglame novou progmnou id*x, ktera vznikne jako séim promeénnych id
a X.

Statistiky — Vicenasobna regrese — OK — Rnomé — Zavisla y, Nezavislé x, id, id*x — OK —
OK — Vypcet: vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : y (rozvody CSSR.sta)

R=,99460773 R2=,98924454 Upravené R2=,98745196

F(3,18)=551,86 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : ,06539

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(18) p-hodn.

N=22 z b* zb
Abs.¢len 0,529545 0,036883  14,35727  0,000000
X 0,098296 0,034570| 0,017727 0,006234 2,84344, 0,010783
id 0,668307 0,045731| 0,762273 0,052161 14,61383 0,000000
id*x 0,366244 0,051854| 0,062273 0,008817 7,06294  0,000001

Testovou statistiku najdeme fedku id*x, ve sloupci t(18)yt= 7,06294. Odpovidajici p-hodnota je velmi
blizka 0, tedy ha hladéwvyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, Ze vzestwodmwosti v letech 1960 —
1970 je stejny 'SR a SSR.



2. Test adekvatnosti regresnino modelu

Hodnoty velEiny Y jsou roztidény do r> 3 skupin podle variants, ..., X veliciny X.
Ozn&me n patet pozorovani v i-té skupini = 1, ..., r, gficemz aspn jedna skupina ma vice
nez jedno pozorovani. Budemegpokladat, ze kazda skupina hodnot ma normalni
rozlozeni a ze vSechny skupiny maji tyZ rozptyl.

VSech pozorovani je n.

Pramér hodnot v i-té skupozna&me M a ptimér vSech hodnot oziene M.

Charakter zavislosti Y na X popiseme regresni fuiRe<;Bo.Br.---,B, ).

Budeme testovat hypotézu, zda je tato regresmickivhodnym modelem pro nase data.



Pri testovani budeme petbovat tyto sotty ¢tverai:

celkovy sodetetverar St = ZZ(YU - M)2 :

i=1 j=1
r

_ 2
skupinovy sodet&tverai Sa = - n,(M; M) :

r

ni(yi _Mi)Z,

i=1

5 o F:(SA _SR)/(r_p_l) o . _ " 5
Testova statistika: (ST —SA)/(n —r) seridi rozlozenim F(r-p-1, n-r), jestlizeyilati.
Kriticky obor: W = <k_, (r-p-1, n-r),0)

F O W => na hladi® vjznamnostix zamitame hypotézu, 7e funkgdX:Bo.By.--.B, ) je
vhodnym regresnim modelem zavislosti Y na X.

SR

regresni sotet ctverai

Tésnost zavislosti Y na X vyj@dnou skupinovymi gimery mexti
p2 = 2a
S-r | W
Nabyva lodnot z intervalu <0,1>Xim je ponér determinace blizSi jednég, tim je zavislost

v '~ /s 7



Priklad: Mame k dispozici Udaje o cenach 23 nakodrbranych dor (velicina Y —

v tisicich $) a p&tu jejich pokoji (velicina X) v jednom americkém ¢at.

pocet pokoji  cen.
) 155,168,180
6 166,172,179,190,200
7 210,215,218,225,230,245
8 213,225,240,247,249

9 267,275,290,298
Zavislost ceny domu na P pokoji popiste regresnirfimkou.
Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujte hypoté ze gimka je vhodnym regresnim modelem
pro tato data
Tésnost zavislosti vyjaete pondrem determinace.

Znazorrgte data s prolozenou regreshinpkou.



Reseni v systému STATISTICA:
Otevweme datovy soubor ceny bytu.sta sénda promdnnymi X a Y a 23 fpady:
Parametry regresniimky ziskame pomoci bodovych gief linearnim prolozenim:

Bodovy graf z Y proti X
ceny_bytu.sta 2v*23c
Y =17,2885+28,5851*x
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Pro test adekvatnosti modelu pouzijeme modul Ralértinearni/nelinearni modely.

Statistiky — Pokrailé linearni/nelinearni modely — Obecné regresndehpo— Jednorozaina
regrese — OK — na zalozce Moznosti zaskrtneme Kvpiiblozeni — OK — Zavisla Y, Spo.
nezav. prom. X — OK — Vice vysletlk- Celkové R — ve stromove struktwlevo vybereme

Test kvality modelu.

Test kvality modelu (ceny_bytu.sta)
Zavisla sC sv PC sC sv PC SC Kvali | SV Kvali | PC Kvali ta P
Proménna | Rezidua | Rezidua | Rezidua | Chyba | Chyba| Chyba | prolozen | proloZzen | proloZzen F
Y 4962,705 21 236,3193" 3396,500 18 188,6944|| 1566,205 3 522,0682 2,76673S 0,071737

Citatel testové statistiky F je roven 1566,205 a jedan ve sloupci Kvalita prolozeni.
Jmenovatel testové statistiky F je roven 3396,5uvgelen ve sloupciGChyba.

Hodnota testoveé statistiky je 2,767 a odpovidajikodnota je 0,0717. Na hladinyznamnosti
0,05 tedy neriizeme zamitnout hypotézu, zérmpka je vhodnym modelem k popisu zavislosti

ceny domu na pdu pokoj.



Pro vyp@et pontru determinace pouzijeme cestu:
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Rozkl&dednofakt. ANOVA — OK — Pomenne Y, X
— OK — OK — Analyza rozptylu. Dostaneme tabulku

Analyza rozptylu (ceny_bytu.sta)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC sV PC sC sV PC F p
Proménna efekt efekt efekt chyba chyba chyba
Y 32474,11 4/ 8118,527 3396,500 18/ 188,6944| 43,02473 0,000000

V 1. sloupci je skupinovy s@et ctveral Sy a ve 4. sloupci rezidualni s@et étveral Sc. Poner
determinace patame podle vzorce’® Si/Sr = SJ/(Ss + §). K této tabulce tedyijplame
novou prongnnou P2 a do jejiho dlouhého jména napiseme =\y@jl

Analyza rozptylu (ceny_bytu.sta)
Oznad. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F p P2
Proménna efekt efekt efekt chyba chyba chyba =v1l/(vl+v4
Y 32474,11 4/ 8118,527 3396,500 18 188,6944  43,02473] 0,000000 0,90531245

Vidime, ze portr determinace nabyva hodnoty 0,905.



3. Linearizujici transformace

Odhad paramaeirregresnich funkci, které nejsou linearni z isleal parametfr, se neprovadi
metodou nejmensSiaitveral ptimo, protoze jeji pouziti vede k soustanelinearnich rovnic.
V n¢kterych specialnichifpadech vSak nelinearni regresni funkéizeme vhodnou

transformaci pevest na linearni.

Nap. mame exponencialni regresni funy =B, . Provedeme logaritmickou transformaci

Iny = InBy + xInBy, ¢imz ziskame regresni funkci linearni v parametrderametry
In Bp a Inp; odhadneme metodou nejmenstbleral a odlogaritmovanim ziskame odhady

puvodnich regresnich koeficianp, ..



3.1. Arehled linearizujicich transformaci

Funkce Linearizujici transformaac
y =B, Iny = o + xInp,
y =Box" Iny = I + P21 In X
— Bo = | _ |
y—XBl Iny = Iffo - B2 In X
1 1
y= _:Bo +[31X
B, +B,X y
X X
= — =B, +Bx
"Tppx Y



3.2. Friklad: Hotelova spolénost vlastnici 12 hotélanalyzuje vztah mezi celkovymi
meésicnimi trzbami (vekina Y) a trzbami vyprodukovanymi stravovacimikisévelicina X).

¢.h.1 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12
x 20 12 148 83 84 3,0 4156 16,1 11,5 14,2 14,0
y 12,0 8,0 76,4 17,0 21,3 10,0 12,5 9880 25,0 38,6 47,3

PopiSte tuto zavislost exponencialni regresmkdu y=p,8,*. Naj&te odhady paramei,, f; a
vypoctéte predikovanou hodnotu celkovycksiénich trzeb pro x = 10.

Reseni: Provedeme logaritmickou transformaci In y =p§n+ x Inp;. Metodou nejmensich
¢tverai ziskame odhady Ingls= 1,8559, In b= 0,1504.

Odlogaritmovanim dostanemeg®6,3973, b= 1,1623. Predikovana hodnotay pro x = 10 je
6,3973.1,1628 = 28,7859.



Reseni v systému STATISTICA:

Otevweme datovy soubor hotely.sta s€ma prom¢nnymi a 12 pipady.
Pridame novou prognnou In y. Do jejiho Dlouhého jména napiseme =Iag(y
Pak provedeme regresni analyzu se zavisle gmoou In y a nezavisle pramnou X:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Iny (hotely.sta)
R=,95851605 R2=,91875303 Upravené R2=,91062833
F(1,10)=113,08 p<,00000 Smeérod. chyba odhadu : ,26364

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(10) |Uroveri p
N=12 beta B
Abs.clen 1,855881 0,154338| 12,02480 0,000000
X 0,958516/ 0,090137 0,150428 0,014146 10,63398 0,000001

K vysledné tabulceifilame novou progmnou b, do jejihoz Dlouhého jména napiseme =exp(B).

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Iny (hotely.sta)
R=,95851605 R2=,91875303 Upravené R2=,91062833
F(1,10)=113,08 p<,00000 Smeérod. chyba odhadu : ,26364

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(10) |Uroveri p b
N=12 beta B =exp(B)
Abs.clen 1,855881 0,154338 12,02480, 0,000000 6,397333
X 0,958516/ 0,090137 0,150428 0,014146 10,63398 0,000001 1,162332

Model ma tedy tvar: y = 6,397333.1,162332



Ziskani predikované hodnoty pro x = 10:

Vratime se do Vysledky — vicenasobna regrese -alod@e Reziduafpdpoklady/pedpowdi
vybereme Redpovd’ zavisle prominné — X = 10 — OK. K vysledné tabulc@dame pronminnou
predikce a do jejiho Dlouhého jména napiseme =&jp(v

Predpovézené hodnoty (hotely.sta)
proménné: Iny
b-vaha | Hodnota | b-vaha | predikce
Proménna * Hodnot | =exp(v3)
X 0,150428 10,00000 1,504281 4,500918
Abs. ¢len 1,855881 6,397333
Predpovéd 3,360163 28,79387
-95,0%LS 3,189835 24,28441
+95,0%LS 3,530490 34,14071

Vidime, Ze predikovana hodnota je 28,79.



Vytvoiime jeS¢ dvourozngrny tectkovy diagram s proloZzenou exponencialou. Na zaléZadua/pedpoklady/pedponédi
vybereme rezidualni analyza — Ulozit — Ulozit resdt predpowdi — vybereme X, Y — OK.

Ve vzniklé tabulce odstranime prémméc. 5 az 10 a prosmnou rezidua f&jmenujeme na Predikce. Do Dlouhého jména
této promnné napiSeme =exp(v3).

Tento datovy soubor usfamlame podle velikosti hodnot prémmé X: Data - Séidit — Pronénna X — OK.
hotely.sta

1 2 3 4

Y X Predpovédi | Predikce
1 8 1,2 2,04 7,66
1 12 2 2,16 8,64
3 10 3 2,31 10,05
4 12,5 4,8 2,58 13,17
5 17 8,3 3,10 22,30
6 21,3 8,4 3,12 22,63
7 25 11,5 3,59 36,08
8 47,3 14 3,96 52,56
9 38,6 14,2 3,99 54,16
10 76,4 14,8 4,08 59,28
11 97,3 15,6 4,20 66,86
12 88 16,1 4,28 72,08

Vytvoreni grafu:
Grafy — Bodoveé grafy — zaSkrtneme Vicenasobny APnoé X: X, Y: Y, Predikce — OK. Ve vyt¢¥eném grafu pak
vypneme zobrazovani z¥ek pro Predikce a naopak zapneme Spojnici.

Bodovy graf z vice proménnych proti X
Tabulka4 4v*12c
110

100
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80
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20 —me 5 .

10 Qo T

0 oy
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18___ predikce



3.3. Provedeni regresni analyzy pomoci modulu Jeddocha nelinearni regrese

Pro data z fedesleho pkladu najdeme odhady paranietnodelu Y = BoBy" pomoci modulu

Jednoducha nelinearni regrese.

Statistiky — Pokrailé linearni/nelinearni odhady — Jednoducha netimie&grese Pronenne X,
Y — OK — OK — zaSkrtneme LN(X) — OK — Prémmé — Zavislé LN-V1, Nezavislé X — OK.
Dostaneme stejnou tabulku jakiegesSlym postupem a vysledné hodnoty odiradresnich

parametii ziskame exponencialni transform



3.4. Ziskani odhadi parametrit modelu Y =B,B," pomoci Bodovych grai

Grafy — Bodové grafy — Prainné X, Y — OK — na zalozce Detaily zaskrtneme Preto
Exponencialni — OK.

V zahlavi grafu je uvedena regresni rovnice y 983exp(0,1504*x), tedy
by = 6,3973, b= &%= 1,1623.



