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1. Analyza rozptylu jednoduchého £idéni (ANOVA)

Motivace: Zajimame se o problém, zda Iz&itym faktorem (tj. nominalni ndhodnou vatiou A) vys\tlit variabilitu po-
zorovanych hodnot nahodné vely X, ktera je intervalovéhoi poneroveho typu. Nab zkoumame, zda metoda vyuky
uréitého prednttu (faktor A) ovliviiuje paet bodi dosazenych studenty v zés¢ném testu (nahodna wéha X).
Predpokladame, Ze faktor A m 3 Urovni a itom i-té drovni odpovida pozorovanix ..., X, , které tvdéi nahodny
vybdr z rozloZzeni N§, 6%, i = 1, ..., r a jednotlivé ndhodné ¥k jsou stochasticky nezavislé, tedy Xu; + g;, kdeg; jsou
stochasticky nezavislé nahodné &l s rozlozenim N(Gg%), i=1, ...,r,j=1, ..., p

Vysledky Ize zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
arovei 1| X,,..., Xy,

arovei 2| X,,,...,X,

Ny

aroveir | X

llustrace:
AX

y

1. Groven 2.uroven 3.uroven -+ urovneé faktoru A



Na hladirg¢ vyznamnostix testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSgdtiedni hodnoty jsou stej, tj.
Ho: w1 = ... =, proti alternativni hypotéze;Hktera tvrdi, ze asmgedna dvojice $ednich hodnot se lisi.

r
2
na kazdou dvoijici aplikovat dvouvyiovy t-test. Hypotézu o shédSech seednich hodnot bychom pak zamitli, pokud

Jedna se tedy o zobeom dvouvylErového t-testu a na prvni pohled se zda, 28 ataorit ( J dvojic nahodnych vyra a

aspa v jednom pipack z (;J porovnavani se prokaze odliSnogedhich hodnot. Odtud je Wt Ze k neoprawnému za-

mitnuti nulové hypotézy (ij. k chy¢ld. druhu) ndze dojit s pravé&podobnosti ¥tSi nezo. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvoril R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, egsané situaci konkrétranalyza rozptylu jednoduchéhdéni),
ktera uvedenou podminku gpje.

Pokud na hladikvyznamnosto zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, kteréasfednich hodnot se od sebe lisi.
K feSeni tohoto problému slouzi metody mnohonasobpéravnavani, nap Scheffého nebo Tukeyova metoda.

Hy nezamitame = STOP
DATA »| ANOVA
proveést
Hp zamitame »| mnohonasobné
porovanavani




1.1. Oznd&eni:
V analyze rozptylu jednoduchéhiddeni se pouziva tzv. t&ova notace.

r
n=xn . celkovy rozsah vsech r v§ith
-

N

X = Zl:xii ... sowet hodnot v i-tém vyéru
J:
M. = 1 X
LT n_. i ... vybérovy pramer v i-tem vykEru

X = X ... sowet hodnot viech Vil

izl j=1

11
[ERY

S|

X ... celkovy pamgr viech r vybra



Zavedeme saily ¢tverai

S = ZZ(X” - M..)2 ... celkovy sodet étveral

i=1 j=1
(charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovdualem celkového gimeru),
pocet stupt volnosti r=n -1,

N 2
Sa = 2—1: n(M -M ) skupinovy sotet étverai
(charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi naheni vybery),

pocet stumn volnosti fy =r — 1.

Se ZZZ(XU’ _Mi.)z ... rezidualni sotet ¢tveral

i=1 j=1
(charakterizuje variabilitu uvrijednotlivych vykerd),
pocet stupia volnostiE=n - .

Lze dokazat, ze.S S\ + &.



1.2.Testovani hypotézy o shadstirednich hodnot

Nahodné vediiny X sefidi modelem

MO: Xjj = p + o + g

proi=1,..,rj=1,...,;, picemz

&j jsou stochasticky nezavislé nahodnésimi s rozlozenim N(0g?),
u je spolénacast stedni hodnoty zavisle pramné velginy,

a; je efekt faktoru A na drovni i.

Parametry, o; nezname.

PoZadujeme, aby platila tzeparametrizani rovnice ; na; =0,

(Pokud je tidéni vyvazene, tj. pokud maji vSechny ¥y stejny rozsah:m= n, = ... = n, pak

Ize pouzit zjednoduSenou podml'n@“i =0 )



Kdyby nezalezelo na faktoru A, platila by hypotéza ... =a, = 0 a dostali bychom model

M1: Xij =pnt &jj-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zdadrglé ptiiméry My, ..., M; se od sebe liSi pouze v mezich nahodného ko-
lisdni kolem celkového piméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 @wjeme pomoci testové statistiky

F, = S/t , které se&idi rozlozenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spraviyypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-

= E
neme na hladtvyznamnosti, kdyz plati: 5> F;,(r-1,n-r).

Vysledky vyp@ta zapisujeme deabulky analyzy rozptylu jednoduchehadéni.

Zdroj variability | sodetctveral | stupré volnosti | podil I
skupiny S fa=r-1 S/fa Sy /fa
SE/fE
rezidualni S fe=n-r S/fe -
celkovy S fr=n-1 - -

Silu zavislosti nahodné veéilny X na faktoru A niZzeme ndtit pomociponeru determinacep? :i—’*. Nabyva hodnot

z intervalu(0y).



1.3. Testovani hypotézy o sh@dozptyli
Pred provedenim analyzy rozptylu je zajebi owfit predpoklad o shadrozptyli v danych r vybrech.

PolozmeZ; = ‘Xij - Mi_‘. Ozn&ime

I8
[ERN

r n

_“( o)
Zn( z|_Mz)2

Plati-li hypoteza o sh&dozptyli, pak statistika

F = SZA/(r _1)

ZA ~ Sze/(n _ r) ~ F(r-1, n-r).

Hypotézu o sho#lrozptyh tedy zamitame na asymptotické hladmznamnostii, kdyz Ea > F(r-1, n-r).
(Leveniv test je vilasté zaloZen na analyze rozptylu absolutnich hodndt@esnych pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze na-
hodné veliiny X; — M nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodiohto veléin nemaji normalni rozlozeni, je Leve-

nav test pouze aproximativni.)



je modifikaci Levenova testu. Modifikace $jp@ vtom, ze misti

vybéroveho piméru i-teho vylEru se pi vypoctu veliciny z, pouziva median i-tého vyghu.
Plati-li hypotéza o shédozpyli a rozsahy vsech vghi jsou &tSi nez 6, pa

1 2 % 2 :
statistikaB:(—:[(n‘f)ms _Z(ni ~1)Ing } se asymptotickyidi rozlozenimx?(r -1). Ptitom kon-

1 (&1 1
stantaC=1* (= (Z j a S° je vazeny pimér vyb&rovych rozptyl.

=gy —1_ n-—r
Ho zamitame na asymptotické hlaglvyznamnosti, kdyz sse realizuje v kritickém oboru

W = <X21—a (I‘ —l), 00) _



1.4. Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladévyznamnoste hypotézu o shagstednich hodot, chceme zjistit, které dvojicaatinich hodnot <
liSi na dané hladivyznamnostix, t. na hladi vyznamnost testujeme B w = w proti H;: w # w pro vSechnal, k = 1,

£k

a) Maji-li vSechny vybry tyz rozsah pi{(kame, Zeifdéni je vyvazené€), pouzijeme

‘M k. M |.‘
Testova statistika ma tvar g . Rovnost sednich hodnogy, aw, zamitneme na hladirvyznamnostii, kdyz

Jp

M, =M
e 20, (r,n - r)’ kde hodnoty g,(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného r@#pa najdeme je ve statistickych ta-

S
Jp
bulkach. (Studentizované ro#pje nahodna velina Q =
Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejnésahny vylsra, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomipack ma

X(n) X(l))
=

‘M k. M |.‘
testova statistika tvar . Rovnost sednich hodnofi, ap, zamitneme na hladirvyznamnosti, kdyz
111 1
S.|Z| —+—
Z(nk nl]
M, -M
MMl g, ()

1(1 |1 '
) R B
2{n, n,



b) Nemaji-li vSechny vyyy stejny rozsah, pouzijenie irovnost stednich hodnoi, ay zamitneme na
hladirné vyznamnosti, kdyz

\Mk.—M..\zs\/(r—l)(nLnijﬁa(r—ln—r).

k |

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedenodtiepujeme specialni statistické tabulky s hodnotarankiti studenti-
zovaneho rozi, ale stai bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Sswedova rozlozeni.

V pripad vyvazenehoitdéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodayzijeme tu, ktera je citléySi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodsi, kdyz
O (r, N-1) < 2(r-1)FL(r-1, n-r).

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecensi silu nez ANOVA.
Muze nastat situace, kdyigamitnuti H nenajdeme metodami mnohonasobného porovnavanamygnrozdil u zadne

D%

na vyznamnosti. Pi slabSi test pé&ti do skupiny metod mnohonasobného porovnavanuseadhalit zadny rozd



1.5. Doporuteny postup [ provadéni analyzy rozptylu:

a) Owteni normality danych r ndhodnych b (grafické metody - NP plot, Q-Q plot, histograesty hypotéz o normal-
nim rozlozeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovoev&mirnovova testu nebo Shapi Wilkuyv test).

Doporiuje se kombinace obou®ohi. Zawry u¢inime az na zakladposouzeni obou vysletk

Obecr Izeftici, Ze analyza rozptylu nenfifis citlivad na poruseniiedpokladu normality, zvI&Spii vétSich rozsazich vy
ra (nad 20), coz jetsledek fisobeni centralni limitnidty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavadiy§Sim poru-
Seni pouzijeme napKruskahv — Wallisiv test jako neparametrickou obdobu analyzy rozgegdmoduchéhatidéni.

b) Po o¥ieni normality se testuje homogenitu rozptyj. predpoklad, Ze vSechny ndhodné &jpochazeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky &ujeme shodu rozptylpomoci krabicovych diagramkdy sledujeme, zda jeika
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu ngagiomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheovai f@dta jsou
implementovany ve STATISTICE, Browm— Forsythév test v MINITABU) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABuU).

Slabé poruseni homogenity rozgtylevadi, i vétSim se dopotiuje medianovy test.

c) Pokud jsou spimy predpoklady normality a homogenity rozgtymiZzeme pistoupit ktestovani shody &dnich hodno
Predtim je samazjme vhodné vypoitat pfiméry a smérodatné odchylkyi rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladinvyznamnosti k zamitnuti hypotézy o shadednich hodnot, zajima nas, které dvojidedst
nich hodnot se od sebe liSi i&Seni tohoto problému slouzi post-hoc metody mnadwbmého porovnavani, rfafcheffé-
ho nebo Tukeyova metoda.



1.6. Priklad: Mame | dispozici tdaje o porodni hmotnosti 98 novoroZeron porodni
hmotnosti je také uveden ¢t starSich sourozeicMa varianty 0O, 1, 2 a vic.

Na hladirg¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zedhi hodnotiporodni hmotnosti negési ne
poctu starSich sourozeti. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zpse, které dvojice variant gtu
starsich sourozeficse liSi na hladi&vyznamnosti 0,05.



Redeni pomoci systému STATISTICA

Oteweme datovy soubor porodni_hmotnost_sourozenci.dtaoo pronénnych X a ID a 98 -
padech. Y proménné X jsou ulozeny zji8hé hmotnosti, v progmné ID kody pro péty starSich
sourozent (O pro prvorozené dit 1 pro druhorozené dit2 pro di¢ se déma a vice starSimi
sourozenci).



Owtime normalitu danyctti nahodnych vyéra pomoci MP plott a S-W testt:
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Vypocteme vykgrove paméry a vylerové snérodatné odchylky:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozklia jednofakt. ANOVA — OK — Prognné — Zavislé — X, Grupovaci - ID
— OK — Skupiny tabulek - Vypet.

Rozkladova tabulka popisnych statistik (porodni_hmotnost_sourozenci.sta)
N=98 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)
ID X X X
primér N Sm.odch.
zadny 3346,087 46 515,9650
jeden 3170,000 36 573,4258
dva a vice 2624,375 16 537,5744
VS§.skup. 3163,571 98 592,1205

Nyni owtime gedpoklad shody rozptyl
Aktivujeme Statistiky dle skupin — vybereme zalodadnotlivé tabulky — OK — vybereme zalozku ANOVA&sty -
Leveniv test — Vypaet.

Leveneuv test homogenity rozpyl (porodni_hmotnost_sourozenci.sta)
OznaC. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F p
Proménna efekt efekt efekt chyba chyba chyba
X 107852,4 2 53926,22/ 899697¢ 95 94705,04 0,569412 0,567777

Vidime, ze p-hodnota Levenova testu je 0,5678, wtBi nez hladina vyznamnosti 0,05. Hypotézu o shodptyki neza-
mitame na hlad#vyznamnosti 0,0!



Pristoupime [ testu hypotézy o shédtednich hodno
Aktivujeme Statistiky dle skupin - Analyza rozptylvVypciet.

Analyza rozptylu (porodni_hmotnost_sourozenci.sta)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC S\, PC F p
Proménna efekt efekt efekt chyba chyba chyba
X 6185561 2/ 309278C 2782328¢ 95 292876,7 10,56001 0,000072

JelikoZ p-hodnota = 0,000072 je menSi nez hladimaamnosti 0,05, hypotézu o skakednich hodnot zamitame na hla-
din¢ vyznamnosti 0,05.



Kategoriz. krabicovy graf: X: porodni hmotnost

O Pramér
[ Pramér+smch
T Promér+1,96*SmCh

dva a vice




Nyni aplikujeme Scheffého metodu mnohonasobnéhovw@vani, abychom zjistilkteré dvojice variant
poctu starSich sourozease liSi na hladi®ivyznamnosti 0,05. Na zalozce Post — hoc zvolintefié&iv test.

Scheffeho test; promén.:X (porodni_hmotnost_sourozenci.sta)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000
{1} {2} {3}
ID M=3346,1 | M=3170,0 | M=2624,4
zadny {1} 0,347438  0,000072
jeden {2} 0,347438 0,004891
dva a vice {3} 0,000072 0,004891

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro vzajemné porovnd@edsich hodnot porodnich hmotnosti danyésku-
pin novorozeng. Vidime, Ze na hladihvyznamnosti 0,05 se neliSi pouze prvorozeni oti@hzenych.



1.7. Vyznam predpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dilezity predpoklad, musi byt spdn, ji-
nak dostaneme nesmysliné vysledky.

b) — ANOVA neni filis citliva na poruseni normality, zviagokud maji vSechny vy-
béry rozsah nad 20 (dledek centralni limitniaty). Pri vyrazrngjSim poruseni normality se dop
rucuje Kruskalv — Walliqiv test.

C) — mirné poruseni nevadi;i pétSim se doportuje medianovy test. Test shody
rozptyli ma smysl provait az po ovreni gedpokladu normality.



2. Neparametricke obdoby t-testi a ANOVY

Motivace: Pri aplikaci t-testt a ANOVY (tj. parametrickych tes) by mely byt splreny urité

predpokady:

- normalita dat (pro vydry vétSich rozsath (n> 30) nema mirné poruseni normality zavazny
dopad na vysledky)

- homogenita rozptyl

- intervalovyc¢i pongrovy charakter dat

Pokud nejsou tytofedpoklady splény, pouzijeme tzv. neparametrické testy, které nasyji

predpoklad cnormali€, st&i nag. predpokladat, zZe distrildni funkce rozlozZeni, zémoz

nahodny vyBr pochazi, je spoijita.

Nevyhoda- ve srovnani s klasickymi parametrickymi testyujs@parametrké testy slabsi, tzr

Ze nepravdivou hypotézu zamitaji s mensi pfpedobnosti nez testy parametricke.

Uvedeme Bkolik neparametrickych testkteré jsou zalozeny na faali a tykaji se medid@n

Nazyvaji se ptadové test



2.1.Prehledparametrickych a neparemetrickych testi

Situace Parametricky test Neparametricky test
Jeden jednorozénny vyker | Jednovykrovy t-test Jednovydrovy Wilcoxoniv test
Jeden dvourozémny vykér | Parovy t-test Parovy Wilcoxdm test
Dva nezavislé vylry Dvouvylerovy t-test Dvouvybrovy Wilcoxoniv test

(Manniv — Whitneyav test)
Aspai tii nezavisle vybry | Jednofaktorova ANOVAKruskaliv — Wallisiv test

Medianovy test




2.2. Pojem pd&adi a pramérného poradi
Necht’ X, ..., X, je nahodny vyér.
Vektor (X, ..., Xn), kKde X <...< Xy Se nazyva a statistika ¥
se nazyva A=1,..n.

R; statistiky X rozumime po&et €ch nahodnych valin X4, ..., X, které nabyvaji
hodnoty mensi nebo rovné. X
V praxi se nize stat, Ze dkterd pozorovani jsou si rovna a witwpa skupiny shodnychisel.
Pak ¢mto shodnyntislim priradime pimérné pdadi odpovidajici takové skugin

Priklad: Mamecisla2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 3fAnovte jejich piadi.
Reeni:

usp.hodnoty 14,8192 |2 |2,12,12,22,32,4
poradi 112|3(4|5] 6] 7/ 8 9 10
pramérné pdadi 1,5/1,53 |4,54,5/6,56,58 |9 |10




2.3. Jednovylérovy a parovy Wilcoxonmiv test a jeho asymptoticka varianta

Frank Wilcoxon (1892 — 1965): Americky statistiklaemik

Nech’ X4, ..., X, je nahodny vy&r ze spojiteho rozlozeni s hustote(x), ktera je symetricka
kolem medianu s, tj.

¢P(Xo,50t+ X) = @(Xo50- X). Necht’ c je realna konstanta.

Testujeme hypotézudixgso= C

proti oboustranné alternagivH;: Xo s0# C hebo

proti levostranné alternativH;: Xo50< ¢ nebo

proti pravostranné alternagivH;: Xo 50> C.



a) Utvaiime rozdily ¥ = X —c, i =1, ..., n. (Jsou-lickteré rozdily nulove, pak za n bereme jetgimenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoM Yi | uspdadame vzestugpodle velikosti a spdeme pdadi R.

C) Zavedeme statistiky
Sw' = D.R;", cozZ je sotet pdadi ges kladné hodnoty;Y
Y,>0
Sw = D_.R;”, CcOZ je sotet pdadi gres zaporné hodnoty;.Y
Y,<0
Pritom plati, Ze sotet Sy" + Sy = n(n+1)/2.
Je-li Hy pravdiva, pak E(®’) = n(n+1)/4 a D(®") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = mingS, Sy’) pro oboustrannou alternativu,
=S pro levostrannou alternativu,
=\Spro pravostrannou alternativu.

e) ko zamitame a hadin® vyznamnosti, kdyz testova statistika je menSi nebo rovnelované kritické hodnet



Pro n> 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky'S
n(n+1)

_su"-Elsy) S ="
,_ 0 U - = ~
Plati-li Ho, pak “o \/B(S\T) W N(0,1).
Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W (=0, - Upg/2) O (Upq 2. %),
pro levostrnnou alternativu W % o0,- Us ),

pro pravostrannou alternativu W(u,_, )
Ho zamitame na asymptotické hlaglwvyznamnosti, kdyz u,ow.

- rozlozeni, z Bhoz dany nahodny v¥b pochazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem median

- sledovana velina X ma aspi ordinalni charakter

(Neni-li splren predpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, Ize fiondg. znaménkovy
test.)



Piiklad na jednovykErovy Wilcoxonuv tesl

U 12 nahoda vybranych zemi bylo zji8ho procento populace starsi 60 let:

49 6,0 6,1 176 45 123 5,7 5,3 9,6 1B%7 7,2.

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze agpalovina zemi ma 12 % obyvatel nad 6C
Reseni Jde o Glohu na jednov§itovy test. Jednovymovy t-test nelze pouZit, protoZe dany nahodnywyb
se néidi normalnim rozlozenim. Pouzijeme jednoéngyy Wilcoxonv test. Testujeme ¢4xgs50= 12 proti
Hi: Xo,507 12.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otewreme datovy soubor populace_nad_60.sta smdprondnnymi a 12 pipady. Prominna X obsahuje
procento populace starSi 60 let a v ptame konst j&islo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrduau zavislych vzonk— OK — 1. seznam prannych X,
Druhy seznam prosmnych konst — OK — Wilcoxaiv parovy test.

Wilcoxonlv parovy test (populace_nad_60.sta)
Oznacené testy jsou vyznamneé na hladiné p <,05000
Pocet T Z p-hodn.

Dvojice proménnych platnych
X & konst 12/ 13,00000 2,039608 0,041390

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statysBKV (zde ozn&ena T), hodnotu asymptotické testové
statistiky U a p-hodnotu pro §J V tomto gipack je p-hodnota 0,04139, tedy nulova hypotéza se taamai
asymptotické hladi&vyznamnosti 0,05. Tento postup vSak neni koreknaitoZze rozsah vyu je mensi
nez 30. Proto porovname testovou statistiku s ¢tedaglou kritickou hodnotou. Pro n =12 a hladinu
vyznamnosti 0,05 je kritickd hodnota 13. Protoze<lIB, H, zamitame na hladnvyznamnosti 0,05.



Parovy Wilcoxoniav test

Nech’ (X1, Y1), ..., (X, Yn) je nahodny vyér ze spojitého dvouroztnného rozlozeni.
Testujeme It Xo50- Yo.50= C proti H: Xo 50- Yo 50 % C (resp. proti jednostrannym alternativam).
Utvorime rozdily 2= X;—-Y;, i=1, ..., n a testujeme hypotézu o medi&gng g. Ho: Zos0o =C

proti Hy: zy 50# C.



Priklad na parovy Wilcoxoniyv test

V ramci psychologického vyzkumu se £p&al vliv vazné hudby na koncentraci student
Kazdy z deviti nahodnvybranych studeitvyiesil ikol v tichem prosedi a poté jiny, stefn
obtizny Ukol v prosedi, v #mz hrala vazna hudba. Zaznamenavalase(v s) pdaebny kreSeni
ukola.

Cislostudental [2 |3 |4|5| 6| 7| 8/ 9

Ticho 63 | 5455|50|70(72|51|74|70

Vazna hudbal 104€2|71|88|72|49|/86|42|101

Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujte hypotezu, ze poslech&&idby neovliiwuje ¢as
potiebny kieSeni Ukolu.

Reseni:Jde o tlohu na péarovy test. Nelze pouZit paraept-protoZe je porudena normalita
rozdilového ndhodného vitu. Frejdeme tedy k parovému Wilcoxonovu test.
Testujeme hypotézudHz, 5o = O proti oboustranné alternatitd;: zy 50 # O.



Vypocéet pomoci systému STATISTICA:

Otevweme datovy soubor koncentrace vazna_hudba.sta&s@grontnnymi X, Y a 9pripady.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudiu zavislych vzonk— OK — 1. seznam
pronennych X, 2. seznam proémnych Y — OK — Wilcoxofiv parovy test.

Wilcoxon(lv parovy test (koncentrace_vazna_hudba.sta)

Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T Z p-hodn.

Dvojice proménnych platnych

X &Y 9 8,000000 1,717812 0,085832

Testova statistika (zde oziemna jako T) nabyva hodnoty 8, asymptoticka tessiafistika
(ozn&ena jako Z) nabyva hodnoty 1,7178, odpovidajichgagticka p-hodnota je 0,0858, tedy
na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu nezamitame.

Nejsou vSak spiny podminky pro pouziti asymptotické varianty te§ttoto porovnam
testovou statistiku s tabelovanou kritickou hodoofero n = 9 a hladinu vyznamnosti 0,05 je
kriticka hodnota 5. Protoze 8 > 5, nelzgzdmitnout na hladinvyznamnosti 0,05. Neprokazali
jsme tedy, ze poslech vazné hudby aulije koncentraci studein



Piiklad na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu:

30 nahoda vybranych osob #to nezavisle na sa@hbez gedchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného
signalu uplyne prayl minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v se#&ach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 5168459 47 46 58 52 56 61 57 48 62 5454946 53
58.

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu,polovina osob délku jedné minuty
podhodnoti a druha nadhodnoti.

Reseni:Testujeme It X 50= 60 proti oboustranné alternatiiy: Xo s0# 60.

Vypocet pomoci systemu STATISTICA.

Oteweme datovy soubor odhad minuty.sta sénaly pronénnymi a 30 pipady. V prong¢nné odhad jsou
zjisténé hodnoty a v proémné konst jeislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrduau zavislych vzork— OK — 1. seznam prainnych
odhad, 2. seznam pr@&mnych konst — OK — Wilcoxarv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
odhad & konst 30/ 55,00000/ 3,650880 0,000261

Testova statistika (zde oztena jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka tessbatistika (oznéena jako
Z) nabyva hodnoty 3,65088, odpovidajici asympt@tigkodnota je 0,000261, tedy na asymptotické hig
vyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu zamitame. Seizlomylu nejvyse 5% jsme tedy prokazali, ze
pravdpodobnost nadhodnoceni jedné minuty neni stejragakvdpodobnost podhodnoceni.



2.4.Dvouvybérovy Wilcoxoniv test a jeho asymptoticka variant:

Nech’ X4, ..., X,a Y1, ..., Ynjsou dva nezavislé nahodné ¥ ze dvou spojitych rozlozeni, jejichz
distribucni funkce se mohou liSit pouze posunutim. @ama X 5o median prvniho rozlozeni g 3y median
druhého rozlozeni. Na hladivyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, ze distmbtunkce tchto rozlozeni
jsou shodné neboli ediany jsou shodné proti alternaijze jsou rozdilné, ;.

Ho: Xo,50- Yo,50= 0 proti H: Xo50- Yo,50 # 0.

a) VSech n + m hodnot X..., X,a Yy, ..., Yy, uspdadame vzestugrpodle velikosti.
b) Zjistime sodet padadi hodnot X ..., X,a ozn&ime ho T.
Souet paadi hodnot Y, ..., Y, ozn&ime T.
c) Vypocteme statistiky Y= mn + n(n+1)/2 — T, U= mn + m(m+1)/2 - T
Ritom plati U + U, = mn.
d) Pokud min({,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dane rozsahysyin, n a dané), pak nulovou
hypotézu o totoznosti obou distrimich funkci zamitdme na hladimyznamnosti. V tabulkach: n =
min{m,n} a m = max{m,n}.



Pro velkd n, m (n, m > 30) Ize vyuzit asymptoticoemality statistiky .

I mn

1

T = 2 — F — R
Plati-li Hy, pak U, _—\/W ~N(0,1), kde Y = min(U,U,).

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W(=oo,— Upas2) 0 (Upg/2:),

pro levostrannou alternativu W(=oo,—ul_a>,
pro pravostrannou alternativu W(g,_, )
Ho zamitame na asymptotické hlaglwvyznamnosti, kdyz U, OW .

- dané dva ndhodné vty jsou nezavislé

- rozloZeni, z nichZz dané dva nahodnédrylpochazeji, jsou spojita

- distribweni funkce &chto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim

- sledovana vetina ma asp ordinalni charakter

(Neni-li splren predpoklad, Ze distrikimi funkce se mohou liSit pouze posunutim, Ize pogi. dvouvylErovy
Kolmogorowviv — Smirnoviv test.)



Priklad na dvouvykérovy Wilcoxonuv test:
Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Ndyiech z nich se zkouSel novytgmb hnojeni, zbylych Sest bylo d&sip starym
zpusobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval seggatovy vynos. Jedba zjistit, zda ngy zpisob hnojeni ma tyz vliv
pramérné hektarové vynosy pSenice jako stargisgib hnojeni.
hektarové vynosyipnoveém zgisobu: 51 52 49 55
hektarové vynosyipstarém zfisobu: 45 54 48 44 53 50
Test provdte na hladid vyznamnosti 0,05.
Resen:
Na hladn¢ vyznamnosti 0,05 testujeme:Bty 50 - Yo50 = O proti oboustranné alternatik;: X 50 - Yos0 # O.
Kritick& hodnota pra. = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2.
Oteweme datovy soubor hojeni.sta s€&ma pronénnymi a 10 pipady. V prominné vynos jsou zjishé hodnoty a v
promEnné hnojeni je 4Xislo 1 pro novy zfisob hnojeni a 6&islo 2 pro stary zjsob hnojeni.
Statistiky — Neparametricka statistika — Poroviiimiu nezavislych vzotk— OK — Prominné — Seznam zavislych
promennych vynos, Nezav. (grupov.) prémma hnojeni — OK — M-W U test.
Ve STATISTICE je dvouvytrovy Wilcoxoniv test uveden pod nazvem Manri- Whitneyiv test.

Mann-Whitneylv U test (vynos)
Dle promén. hnojeni
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sét pof. | Sét pof. u z Uroveni p z Uroveri p |N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménna | skup.1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | pfesné p
VyNos 27,00000 28,00000 7,000000 1,066004 0,286423 1,066004 0,286423 4 6 0,352381

Ve vystupni tabulce jsou séty poradi T, T,, hodnota testové statistiky

min(U;, U,) ozn&ena U, hodnota asymptotické testoveé statistikyodna&enda Z), asymptoticka p-hodnota prgd fiesna
p-hodnota (ozn. 2*1stripsné p — ta se pouziva pro rozsahyexylipod 30). V naSemifpact presna prodnota = 0,35238
tedy H, nezamitame na hlaainyznamnosti 0,05.



Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagram:

Proménna: Vynos
56

54 T
52
50
)
g L
<
>
S
48
46
44 -——I—
O Median
42

[J 25%-75%

1 2 T Min-Max

hnojeni

Je Zejme, ze vynosyipstaréem zpsobu hnojeni jsou vess nizSi nez  novem zpisobu a tak
vykazuji mnohem &si variabilitu.



2.5. Kruskaluv - Wallisuv test

William Kruskal (1919 — 2005): Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik

Neclt je dano & 3 nezavislych nahodnych Wi o rozsazich ... , n. Pfedpokladame, Ze tyto
vybeéry pochazeji ze spojitych rozloZzeni. OZmee n = n+ ... + n. Na asymptotické hladin
vyznamnosti. chceme testovat hypotézu, ze vSechny tyt@nypochazeji z téhoz rozlozeni.



a)VSech n hodnot $adime do rostouci posloupnosti.
b) Urcime pdadi kazdé hodnoty v tomto sdruzenémamb
c) Ozna&me Tj sowet pdadi €ch hodnot, které p#tdo j-teého vylru, j = 1, ..., r (kontrola:
musi platit T + ... + T.= n(n+1)/2).
2

_ 12 &Yy 3N +1
d) Testova statistika ma tvafd = n(n+1) 21 n "+ plati-li H,, m4 statistika Q
J:

asymptoticky rozlozenj*(r-1).
e) Kriticky obor: W = <X21-a (r-1),e).
f) H, zamitneme na asymptotické hlagliryznamnostir, kdyz Q> 1., %(r-1).



2.6. Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a)VSech n hodnot uspadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme mediangs, téchto n hodnot.
c) Ozna&me R pocet hodnot v j-tém vydru, které jsou #tSi nebo rovny medianw Xo

_ P
d) Testova statistika ma tvitm = 412_1:n_] ~ N Plati-li H,, ma statistika @ asymptoticky
rozloZeniy*(r-1).
d) Kriticky obor: W = <X21-or (r-1).),
e) H, zamitneme na asymptotické hlagliryznamnosti, kdyz Qu > x1. (r-1).



2.7. Metody mnohonasobnéeho porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, ze vSechny ndhodne&mypochazeji z téhoz rozlozeni, zajima nas, kteagak nahodnych
vybéri se liSi na zvolené hladiivyznamnosti. TestujemeyHk-ty a I-ty nahodny vyér pochazeji z téhoz rozlozeni,
k,1=1, .., r, k# | proti H;: aspai jedna dvojice vybra pochazi ziznych rozlozeni.

a) Nemeényiho metod@eter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik’anakeho fvodu)

VSechny vyldry maiji tyZ rozsah pifdéni je vyvazené).

Vypocteme | T, - Ty | .

V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dang p,).

Pokud| T, - Ty | > tabelovana kriticka hodnota, pak na hlgdmiznamnosti zamitame hypotézu, ze kty a k-ty @b
pochézeji z téhoz rozloZeni.

b) Obecn& metoda mnohonasobného porovnavani

T T,
V m —
ypocteme |- m—

Ve specialnich statistickych tabulkach najdemeackatu hodnotu ky(a ). P vétSich rozsazich vyoa je mozno ji
nahradit kvantilery,., %(r-1).

Jestlizel L - T \/i(i +ijn(n +Dh,, (@), pak na hladi@vyznamnostic zamitame hypotézu, ze -ty a k-ty &b

n, n, 12{ n, n,
pochézeji z téhoz rozloZeni.




2.8. Friklad na Kruskaluv — Walisiiv a medianovy test:

Ctyfi laboranti proved|i analytické stanoveni procerikdu v oceli. Kazdy hodnotil & vzorks.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladinvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vSeciyy ndhodné vybry pochazeji ze stejnét
rozlozeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete,&g@skteré dvojice vyéri se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme datovy soubor nikl v oceli.sta 0 dvou psanych a 20 fipadech. V prognné nikl jsou zréfené hodnoty, v
promenné laborant je 5x1 pro 1. laboranta atd. az 5g4ptaboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovndoe nezavislych vzotk- OK — Seznam zavislych pr@émmych nikl,
Nezav. (grupovaci) prognna laborat — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median ted/e dvou vystupnich
tabulkach se objevi vysledky K-W testu a medianovéstu.



Kruskal-Wallisova ANOVA zaloZ. na pof.; nikl (nikl v oceli,
Nezavisla (grupovaci) proménné laborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N= 20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: [Kéd | Pocet Soucet
nikl platnych | poradi
1 1 5 29,00000
2 2 5 75,00000
3 3 5/ 27,00000
4 4 5 79,00000

Medianovy test, celk. median = 4,29500; nikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménna : laborant
Zavisl&: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv = 3 p =,0035
nikl 1 2 3 4 Celkem
<= Median: pozorov. 4,00000 1,00000 5,00000 0,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.[ 1,50000 -1,50000 2,50000 -2,50000
> Median: pozorov. 1,00000 4,00000 0,00000 5,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.| -1,50000 1,50000 -2,50000 2,50000
Celkem: ocek.| 5,00000 5,00000 5,00000 5,00000 20,00000

Oba testy zamitaji hypotézu o skadedian v danychétyiech skupinach na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonéasol porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laoti se liSi. Zvolime Vicenas. porovnani
ramérného paadi pro vS. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustrnikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménndaborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: 1 2 3 4

nikl R:5,8000| R:15,000| R:5,4000| R:15,800

1 0,083647 1,00000( 0,04515¢

2 0,083641 0,06177¢ 1,00000(

3 1,00000( 0,06177¢ 0,03266¢

4 0,04515¢ 1,00000( 0,03266<

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojigekuVidime, Ze na hladévyznamnosti 0,05 se liSi laboranti A, D a
laboranti C, D.

Grafické znazoréni vysledk

Krabicovy graf dle skupin
Proménna:nikl
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