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a) vinova funkce jako soucet goniometrickych funkci

Predstavme si seismicky signal jako jednoduchou harmonickou vinu.

V pripade, ze tato vina vyjadruje posunuti, projevuje se v daném bode
kontinua kmitanim s frekvenci f (respektive periodou T, T=1/f)
a amplitudou A, tj. s vychylkou u(t):
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Priklad souctu tri vinovych
funkci:

u,(t) =10.sin(27.0,9.1)

u, (t)=30.sin(27.7.1) +
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U, (t) = 20.sin(27.23.1)

c

,(t)=10.5in(27.0,9.t) + “ “d l J LH N

+30.5in(27.7.t)+ 20.5in(27.231) | 1 i W FM ! I ] F
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b) Fourierova rada

Kazdou jakkoli slozitou a nepravidelnou vinovou funkci Ize popsat jako
soucet mnoha krivek funkci sinus a cosinus (Fourierova rada)

u(t) = ag + [a;cos(2ufyt) + bysin(2mufyt)] +
+ [a,cos(2m2fyt) + by,sin(2m2fyt)] +
..+ |a,cos(2nnfyt) + b,sin(2nnf,t)]
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ng A Joseph Fourier
B\ (1768-1830)

u(t) =agy + Z la,,cos(2nnfyt) + b, sin(2nnf,t)]
n=1
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Koeficienty a, a b, ve Fourierove radé kvantifikuji miru zastoupeni
sinusovek o frekvenci n.f v souctu reprezentujicim celkovou vinovou funkci.

u(t) =ay + i os( in(]

uréuje miru zastoupeni sinusovek o dané

: C urcuje sledovanou 4
frekvenci v celkovém signalu J _ G 1 \\\5
frekvenci

jejich vzajemny pomeér urcuje fazi
Viyhodou vyjadreni Fourierovy fady pomoci goniometrickych funkci je
relativné snadna predstavitelnost vyznamu jednotlivych parametru.

Nevyhodou je existence dvou koeficientu pro jednu frekvenci a nesnadnost
integrace goniometrickych funkci.
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c) konstanty Fourierovy rady MWMMMMN
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u(t) =aqy + Z[ancos(Znnfot) + b, sin(2rnfyt)] . " ooy a1
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Rozlozme vinovou funkci pro periodu T,

(=

(predpokladejme periodickou funkci o zakladni b’AVAVAUAV/\VAVAVAVAVAVAVV e
periodé T,) do souctu sinusovek a konstanty a,. L -

Nyni muzeme sledovat plochu vymezenou
kfivkami  jednotlivych  ¢lenu. Pfitom plocha
vymezena kfivkou libovolné spojité funkce y(t)
odpovida hodnoté urcitého integralu dané funkce.
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Vidime, ze plocha Z vymezena jednotlivymi sinusovkami, je nulova.

o funkce y(t) = b,;sin(2nf,.t) funkce y(t) = a,cos(2nf,.t)
o f,=1/T, f,=1/T,
&g!\ vychylka y(t) oot vychylka y(t) %o
N o = E
(:r_v \ 2N \L»,\:l\‘ ﬁ\ )
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> plocha=2, plocha=2, >

Plocha vymezena krivkou a, je rovna soucinu a,.T,. Tj. také velikost
plochy vymezené vinovou funkci u(t) odpovida soucinu a,.T,,.

funkce y(t) = a,

vychylka y(t)

u(t) =ag+ z la,,cos(2nnfyt) + b,sin(2nnf,t)]

n=1

y(t)=a,

plocha=T,.a,

t=-T/2 t=T,2 >
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Complicated wave f(£)

Velikost plochy vymezeneé vinovou funkci u(t) : g
odpovida soucinu a,.T,. 1

Find the area of one period.
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f u(t)dt — TOaO aO == U(t)dt The result is this area.
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Divide by length T.
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To find a,, find the area from 0 to T (one period) for complicated
wave f(1), then divide by T.
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Dale vynasobme vinovou funkci u(t) vyrazem cos(2r.t/T,) a podivejme
se, jakou plochu nyni budou vymezovat jednotlive krivky Fourierovy rady.

Krivka a,.cos(2m.t/T,).cos(2m.t/T,) vymezuje plochu a,.(T/2):

funkce y(t) = a,.cos(2nf,.t).cos(2rf,.t) ooy

fy = I7T <
’ ' vychylka y(t) 0 \\\//;

j a,cos <T—o t) cos (To ) dt > aITQMX/COSK ________
_To
2

0

u(t) =ag + Z[ancos(ZnnfOt) + b, sin(2nnfyt)]

n=1
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Plochy vymezené vSemi ostatnimi kfivkami jednotlivych ¢lend
Fourierovy rady jsou nulove.

funkce y(t) = a,cos(2nf,.t)

I =T,
oo vychylka y(t) e
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plocha=2Z, plocha=2Z, ~
t=-T/2 .%%9 - t=TJj2 *
> X cast
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aycos T = /4
To
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funkce y(t) = a,.cos(2n2f,.t).cos(2nf,.t)
f,= 1T,

ol vychylka y(t) &

f Zznt 27Tt dt=0
a,cos T cos Ty =
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funkce y(t) = b,sin(2nrf,.t)cos(2nf,.t)
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funkce y(t) = b,sin(2n2f,.t)cos(2nf,.t)
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Complicated wave f{r)

M, , pa,
Bl i

Je tedy zrejme, ze velikost plochy vymezené vinovou

funkei u(t).cos(2.t/T;) odpovida soucinu a,.(Ty/2). 1
Multiply by cos neot.
To o UWAMAMAM,,
[ w® (2” t) it = ay 2 > [ utreos (e)ar Lo t
u cos | — = a4 — a, = — u COS | —
To T, T ) To +
_E —?0 Find the area of one period.
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The result is this area.

Analogicky Ize ukazat, ze plati:

To To an%Vf -
2 2T 2 2 2 2T AT12% a,% %
f u(t)cos|n—t|dt=a,— a, =— f u(t)cos| n—t|dt J
Ty To Ty Ty
Ty Ty Divide by length 7.
2 2
4
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Stejné bychom mohli odvodit, ze velikost plochy
vymezené vinovou funkci u(t).sin(2m.t/T,) odpovida
soucinu b,.(Ty/2).

To To
t)si Znt dt—b2 b—2 2 (t)si Znt dt
ju( )sin T =bip 1= u(t)sin T
_To _To
2 2
Analogicky Ize ukazat, ze plati:
To To
21 2 2 f ar:
ju(t)sin n—t|dt=b,— b,=— | u(t)sin{n—t)|dt
To To Ty To
_To _To
2 2
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Complicated wave f{(r)

4

Multiply by sin naot.

WnAnAn

) 4

Find the area of one period.
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The result is this area.
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Divide by length %
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Pro konstanty Fourierovy rady tedy plati obecné vztahy:

2 21
a, = — ju(t)cos nT—t dt

0

2

2 21
b, = — J u(t)sin <nT—t) dt

0
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d) komplexni tvar Fourierovy rady

Nevyhody vyjadreni Fourierovy fady pomoci goniometrickych funkci resi
komplexni tvar Fourierovy rady. Vychazi z geometrickeho vyznamu
komplexniho Cisla a z tzv. Eulerovy vety. -

= ; ¢'?=cos ¢ +isin ¢
Z=Re(Z)+i.Im(Z) sin ¢
Re(Z) __ = "' Ojcos ¢ I' Re
Leonhard Paul Euler
(1707-1783)
" %0 {7,0 =
I . /)
Z=|Z|(cos¢ + i.sing) u(t) — E Cne in2mfot <\\‘3 ﬁ/\
)
n=—oo
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler's_formula.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler's_formula.svg

vyjdeme z eulerova vzorce:

provedeme substituci:

ziskame vztahy:

e'? =cos @+i.5in @

mA
@ =net " Jemeeso s sing
f sin @
eina)t = COS na)t+iSIn na)t ch?)sga 1 I:e'
e = cosnat —i.sin nwt \/

vhodnym souctem téchto vztahu si vyjadfime goniometrické funkce:
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler's_formula.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/71/Euler's_formula.svg

Do rovnice Fourierovy fady muzeme dosadit komplexni Cleny:

u(t) = a, +i(an cosnet+b_sinnat)
n=1

cosnwt = %(e‘“”t + e—i“wt)

sinnat = 1(e'””t "””t)

u(t) =a, + il:% (eina)t e—lna)t)_l_%(elna)t a-inat ):|
n=1
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Rovnici muzeme upravit a zjednodusit:

u(t):ao+i

u(t):ao+i

A = ;(a —ib_)

B, =

n

% (eincot + e—incot )-l- % (eincot . e—ina)t ):|

(@b, o, b |

j u(t)e "t

1 in
- ~(a, +ib,) j u(t)e™dt

U(t) a i Z[ ma)t ne—ina)t]
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Vlyjdeme-li ze vztahu:

17 -
== |u(t)e "“dt
A T! (t)

Lze ukazat, ze rozsSifime-li n na vSechna cela Cisla (tj.i na hodnotu 0 a
na zaporna cisla,pak plati:

17 . 1
A== j u(t)e °dt = = j u(t)dt = a,
0 0

A = i}u(t)e“(‘”)“’tdt = i]u(t)e‘””‘dt =B
- T 0 T 0 n
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V komplexnim tvaru si tedy muzeme vsechny koeficienty (a,, A, B,)
vyjadrit jedinym koeficientem, rozsifime-li n na vSechna cela Cisla, a
Fourierovu fadu muzeme zjednodusit na tvar:

U (t) _ i Cneina)’[

Kde:
” T 0
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Komplexni tvar prevadi goniometrické funkce sinus a cosinus na
vyjadreni pomoci exponencialni funkce e* s komplexni promennou.

V tomto tvaru si pak muzeme vSechny koeficienty (a,, a,, b,) vyjadfit
jedinym (ovsem komplexnim) koeficientem.

{ /
) 42
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. f e V7
u(t) — |\00 S
o)
n=— \ ‘
)
urcuje miru zastoupeni sinusovek o dané urcuje sledovanou

frekvenci v celkovém signalu frekvenci

protoze je to komplexni ¢islo, zahrnuje takeé
informaci o fazi
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