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Osnova

Reseni nelinearnich rovnic

Polynomy

o
°
@ Reseni soustav linearnich rovnic — iteracni metody
@ Reseni soustav nelinearnich rovnic

o

Reseni soustav linearnich rovnic — pfimé metody

Predpoklady

@ Linearni algebra
e Diferencialni pocet v R (R")

@ Integralni pocet v R
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Chyby

x: presna hodnota, X: aproximace x
x — X: absolutni chyba X, |X — x| < «a: odhad absolutni chyby

X=X: relativni chyba, ’ | < d: odhad relativni chyby

X

Rekneme, ze aproximace X Cisla x ma s platnych cifer, jestlize
s je nejvétsi celé nezaporné Cislo takové, ze plati

X —X

< 5.1077.

X

Necht x je realné Cislo, které ma obecné nekonecné dekadické
vyjadreni. Cislo x(9), které ma d desetinnych mist, je spravné
zaokrouhlenou hodnotou ¢isla x, plati-li

1
Ix — x| < 510_d.

Ve spravné zaokrouhleném Ccisle jsou vsechny cifry platné.
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Podminénost Gloh

Rekneme, ze korektni tloha je dobfe podminéna, jestlize mala

zména ve vstupnich datech vyvola malou zménu vystupu. Je-li
y + Ay resp. y vystupni hodnota odpovidajici vstupnim datéim
x + Ax resp. x, potom Cislo

Ay
c_lyl_ |relativni chyba na vystupul|
P Ax |relativni chyba na vstupul
X

nazyvame cislem podminénosti tlohy. Je-li C, ~ 1, je tloha
velmi dobfe podminéna. Pro velka C, (> 100) je tloha Spatné

podminéna.
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Typické Spatné podminéné alohy:
@ déleni malym Cislem
@ odecitani dvou priblizné stejnych Cisel

@ zvétsovani chyby v iteracnim vypoctu

Ap=n-A,1
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Celkova chyba vypoctu

Dany Matematick4 Numericka
problém formulace metoda

Algoritmus

Y = F(x1,...,%n) y =1f(x1,...,%n) )7:1?("1,...,5(,,)

@ Y — y: chyba metody
o f(x1,x,...,x%,) — f(X1,...,%,): chyba primarni
o f(X1,...,%) — f(X1,...,%,): chyba sekundarni

Odhad priméarni chyby:
(X, X)) = F(Sa, o %) < Ao,
i=1

kde

(X1, .-y Xn) i=1,...,n.
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Symbolika O, o

f — funkce definovana v okoli B(a) bodu a € (—o0, 00)
g — funkce nenulova v prstencovém okoli bodu a

f(x) = O(g(x)) pro x — a K @ |f(x)] < Klg(x)| v B(a).

Vyznam: funkce f se v okoli bodu a chova ,,podobné"” jako
funkce g.

= o(g(x)) prox — a immz
f(x) = o(g(x)) pro x — al g (x)] >

Vyznam: funkce f konverguje v bodé a k nule , rychleji* nez
funkce g.
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Podobné
a, = O(b,) nebo a, = o(b,) pro n — o,

kde a,, b, jsou prvky posloupnosti.

Dodatek ,,pro x — a" se Casto vynechava, pokud je jasné,
o které a se jedna. Napt. a, = O(1/n), f(h) = o(h?).

Priklad:
a, = O(1): ohranicena posloupnost

f(h) = o(1): funkce majici v 0 nulovou limitu
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Tayloriav rozvoj

f(x+h)=f(x)+f(x)h+ %(g)hz

f(x+h) = F(x)+Ff (x)h+0(h?), Ff(x+h) = f(x)+F'(x)h+o(h)

Pocetni pravidla:

O(g) + O(g) = O(g)
o(g) +o(g) = olg)
O( ) (2) = O(gl‘g2)
O(g1) -o(g2) = o(g1- &)

o(g) = O(g)
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Reseni nelinearnich rovnic

Motivacni priklad

Pro kruznici k; o poloméru r sestrojte kruznici k, se stfedem
na kruznici k; tak, aby oblast ohranicena obéma kruznicemi
méla polovicni obsah nez vnitfek kruznice k;.

ki
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Uloha ze starého Egypta

Stojis pred sténou, za kterou je studna Lotosu jako kruh
Slunce. Vedle studny je polozen jeden kamen, jedno dlato a
dva stvoly trtiny. Jeden stvol je dlouhy tri miry, druhy je
dlouhy dvé miry. Stvoly (oprené ve stabilni poloze v diametrélné
protilehlych bodech na okraji dna) se kfizi na povrchu vody ve
studni Lotosu a ten povrch je jednu miru nade dnem. Kdo urci
velikost nejdelsi délky, kterou lze umistit do dna studny
Lotosu, ten si vezme oba stvoly a bude knézem boha Ra.
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Reseni nelinearnich rovnic

Resime rovnici f(x) = 0 na uzavreném intervalu | = [a, b],
pro realnou spojitou funkci f, £ — feSeni rovnice,

Iteracni proces: vytvafime posloupnost (xx)72 g, Xk — &.
(x)52, — iteracni posloupnost.

Metoda piileni intervalu — bisekce

f(a)-f(b) <0, ag = a, by = b, polozime xo = (ap + bo)/2.
Pokud f(ag) - f(x0) < 0 volime

di1 = do, bl = Xo, jinak

a1 = xo, b1 = by,

tedy & € [aq, by
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Obecné: zname ay, by, f(ax) - f(bx) <0, tedy & € [ay, by],
polozime x, = (ax + bx)/2.

Pokud f(ax) - f(xx) < 0 volime
A1 = ak, by = i, jinak
ak41 = Xk, bry1 = by,

tedy £ € [aki1, brra].

Odhad absolutni chyby v k-tém kroku:

b—a
|Xk—§|§w

Algoritmus konci, pokud je absolutni chyba dostatecné mala.
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Metoda pevného bodu, prosta itera¢ni metoda

e Tato metoda se pouziva pro rovnici x = g(x)

@ Funkce g je spojita na | = [a, b]

@ Reseni ¢ této rovnice nazyvame pevnym bodem funkce
g

Iteracni proces

@ Zvolime xo € | a polozime x; = g(xo)
@ Obecné xx11 = g(x«)

@ Funkce g se nazyva iteracni funkce

Jiri Zelinka Numerické metody 15 /19



Geometricka interpretace

Pevny bod ¢ je prisecik grafu funkce g a pfimky y = x.
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Existence pevného bodu

Veta: Jestlize spojita funkce g zobrazuje interval | do sebe,
tj. pro kazdé x € I plati g(x) € /, pak na intervalu | existuje
alespon jeden pevny bod ¢ funkce g.

Jednoznacnost pevného bodu

Definice Funkce g zobrazujici interval /| do sebe se nazyva
kontrakce na /, jestlize existuje takova konstanta L
(Lipschitzova konstanta), 0 < L < 1, ze pro kazdé x,y € |
plati

g(x) —g(y)l < Lix —yl.

Banachova veta o pevném bode

Jestlize g je kontrakce na /, pak g ma na tomto intervalu
jediny pevny bod a iteraéni posloupnost definovana vztahem
Xk+1 = &(xk) konverguje k pevnému bodu funkce g pro
libovolné xp € /.
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Odhad chyby

Veta: Necht g je kontrakce s Lipschitzovou konstantou L na /
a xg € | je libovolné. Pak pro iteraéni posloupnost definovanou
vztahem x,,1 = g(x«) plati odhad

k

1-1L

X — €| < X0 —x
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Urceni konstanty L pomoci derivace

Lagrangeova véta o stredni hodnoté:

Bod p lezi mezi x a y.

Pokud pro kazdé x € [ plati |g'(x)| < L <1 a g zobrazuje /
do sebe, je g kontrakce na /.

L = max|g/(x)]

x€l
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