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Opakovani

Polynomy

P(X) = anxn + an—lxn_1 ...t a1x + ap.

£1,8, ..., &, kofeny (redlné i komplexni) polynomu P.

déleni polynom( se zbytkem
Hornerovo schema
zobecné&né Hornerovo schema

hranice kofenu

pocet redlnych kofenli polynomu na intervalu — Sturmova
véta
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Hranice kofenu

Véta
Necht
P(x) = anx"+a,_1x"'... 4+ aix + ao,
B = max(|an|,-...,|a]),

kde apa, # 0. Pak pro v8echny kofeny &, k =0,1,...,n,

polynomu P plati

1 A
< <1+ —.
B |an]
14+ —
|ao]
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Dalsi kriteria

n—1 2
L |&| < maxql, —J‘
- an
j=0
dn_ adn_
2. |§k’ < 2max ek ) ”2’3
dp an
do 1
3. |§k’ S max - 71 N EE 71+
n dn
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Sturmova posloupnost

Po(x) = P(x),  Pi(x) = —Pg(x)
a sestrojme dal3i polynomy P;.; rekurentné délenim polynomu
P;_1 polynomem P;:
Pi-1(x) = Qi(x)Pi(x) — ¢iPia(x), 1=12...
kde
st P,‘ > st P,‘+1

a konstanty ¢; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze ¥ici, Ze P;y4
je zaporné vzaty zbytek pti déleni P;_; : P;.

ProtoZe stupné polynomi klesaji, musi algoritmus koncit po

m < n krocich.

Jifi Zelinka Numerické metody 7. ptednaska, 5. dubna 2018 5 /23



Sturmova véta

Pocet redlnych kotend polynomu P v intervalu a < x < b je
roven W(b) — W(a), kde W(x) je potet znaménkovych zmén
ve Sturmové& posloupnosti Py(x), ..., Pm(x) v bod& x (z niz
jsou vyskrtnuty nuly).

Konec opakovani
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Newtonova metoda a jeji modifikace

Problém — volba poc¢atedni aproximace
Véta
Necht P € I, je polynom stupné& n > 2. Necht v&echny

koteny &;,
26226,

jsou redlné. Pak posloupnost {xi},-, uréend Newtonovou
metodou je konvergentni klesajici posloupnost pro kaZdou
pocate¢ni aproximaci xo > &; a plati lim x, = &;.

k—o00
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Priklad

P(x) = (x—1)(x—2)(x —3)(x —4)(x —5)(x — 6)
x% — 21x% + 175x* — 735x3 + 1624x% — 1764x + 720

€| < 1765

xo = 1765
x; = 1226.8
x; = 10229
x3 = 859.99
Xy = 71141
X10 = 287.99
X20 = 49.48
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Zdvojena Newtonova metoda

Pro velké x:
(Xk)n —+ ... 1
Xepl =X — —————mx [ 1= =
T )+ g ’
Véta
Necht P € I,, n > 2, a necht vdechny koteny &,i=1,....n
polynomu P jsou redlné a & > & > ... > &,. Necht oy je
nejvétsi koten P’
§1 2> a1 > &

Pro n = 2 predpokladejme & > &. Pak pro kazdé z > &; jsou
&isla

=z — ——= y=z =2

definovana a plati , ,
o < y, §1 S y S Z.
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Algoritmus
Zatneme s polatecni aproximaci xg > &; a zdvojenou metodou:
P(x)
P'(xc)’
Mohou nastat dva ptipady:

@ P(x0)P(xx) > 0 pro viechna k. Pak

k=0,1,...

Xk+1 = Xk -2

X0>X1>...>Xk>...2§1, |ika:§1
k—o0
@ Existuje x, tak, Ze P(xx)P(x0) <0, P(xk—1)P(x0) > 0.
V tomto pt¥ipadé tedy doslo k , pFestteleni” bodu &; a plati
Xo > X1 > ... > X1 > &1 > X > g > &

PoloZzme yy = xx a pokralujme ddle klasickou
Newtonovou metodou s touto pocateéni aproximaci:

Yk+1 = Yk — Plyi)
+ Pl()/k)’

k=0,1,2,...
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SniZovani stupné

Pi(x) = 55—2 — numerické nepfesnosti v koeficientech.
Ptiklad
P — polynom s kofeny & =10, ..., & =1

Aproximace kofenii:

£ = 10.000000040624446
£ = 8.999999654991576
£, = 8.000001300611824

& = 4.000018865503898

€10 = 0.99999962963847448
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Maehlyova metoda

P'(x P(x
Pl(X):—...7 Pl(X): (2 — (.,) 2
x—& x=& (x—&)
Dosazenim tohoto vyjad¥eni do vzorce pro Newtonovu metodu
pro polynom P; dostaneme:

et = e — Pi(xi) o — P(xx)
+ P{(Xk) PI(Xk) . P(sz
X — &1
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Obecné, jestlize jsme jiZ nalezli aproximace kofenii &1, ..., &,
postupujeme obdobné a sestrojime polynom

NP(X) =
(X—f]_)...(X—gj)’

) P'(x) EJ
Pi(x) = = z
i) (x—&)...(x=&) (X—§1) X_ff = x4

Newtonova metoda pro nalezeni kofene &, je tvaru

Pi(x) =

oo s
-2
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Normy vektor(i a matic

Vektory — prvky R"” nebo C”, sloupcové.

Normy vektort

Vektorovd norma na C” je funkce || - || (z C" do R)
s nasledujicimi vlastnostmi:

O ||| >0, ¥xecC
Q |x||=0&x=0, 0=(0,...,0)7
Q |lax]| = o] x|, VaeC, VxeC"
Q [Ix+yl <lxl+llyl, vx,y<cC"
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Ptiklady vektorovych norem:

1
n 2
Q |Ix|.= (Z |x,-]2) (eukleidovska norma)
i=1

n

Q |x]l1=>_ |x| (oktaedrickd norma)

i=1
Q |x||oc = max |x; (krychlova norma)
1<i <n

O Il = (L) (o nomma)

Kazda vektorovd norma indukuje metriku danou vztahem
px,y) = lIx =yl

Konvergence v normé: x, — x < ||x, — x|| = 0.
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Matice

Necht A je &tvercova matice ¥adu n s redlnymi resp.
komplexnimi prvky:

all PR PR aln

azl ap
A =

dnl dnn

M ,: tfida v8ech matic tohoto typu.

Matici A Ize povaZovat za vektor dimenze n?. Mohli bychom
tedy definovat normu matice jako normu vektoru. Ale
potfebujeme i dalsi vlastnosti:
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Vlastni ¢Cisla a vlastni vektory

A-x = Ax
x — vlastni vektor matice AA, X\ — p¥islusné vlastni &islo

Vlastni &isla jsou kofeny charakteristického polynomu
a(A) = det(\ - E — A), E — jednotkova matice

Spektralni polomé&r matice: p(A) = max{|\k|; A« je vlastni
¢islo matice A}

n
Stopa matice: tr(A) = ). aw
k=1
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Normy matic

Maticovd norma na mnoZin& M, je redlna funkce || - ||
s témito vlastnostmi:

Q ||A| >0, VA e M,

@ ||A|| =0 < A je nulovd matice

Q [aAl = [al A, VaeC, YA eM,

O A+ B[ <[Al+]Bl, ABecM,

O [AB| < [lAlll[B]Il, A,B& M,
Vlastnost 5) se nazyvd multiplikativnost.
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Souhlasnost maticové a vektorové normy

Rekneme, %e maticova norma || - || je souhlasnd s danou
vektorovou normou || - ||, jestlize

[Ax[l, < Al [[x]l,,  VxeC", VA € M,

P¥idruZena norma

Necht || - ||, je vektorovd norma na C". Pak &islo
All, = max ||Ax
A1 = g, 1Ax],

je maticova norma souhlasna s danou vektorovou normou
I e

Pro jednotkovou matici E plati

Ell, = max [|Ex]|l,=1
Il = max Ex],

a pro souhlasnou maticovou normu plati ||E|| > 1.
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Véta

P¥idruZzend maticovd norma je nejvyse rovna libovolné
maticové normé& souhlasné s danou vektorovou normou.

Véta

Necht maticovd norma || - || je souhlasnd s danou vektorovou
normou || - ||,. Pak pro viechna vlastni &isla A matice A plati:
Al < [IAl-
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P¥idruzené maticové normy
Necht A € M. P¥idruzené maticové normy k vektorovym
normam || - |1, || * |leo, || - [|2 jsou déany vztahy

n
O [[All = max 2 [ay,

© Al = max 3 lail,

1<i <

O ||All2 = +/p(A*A), p(A*A) je spektrélni polom&r A*A,

kde A* = ZT, pro redlné matice je A* = AT.

|Al|2 — spektrdlni norma matice
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Frobeniova norma

n n %
Al = (ZDamz) .
j=1 i=1
o ||A||2 = tr(A*A)
o |Ellr = vn
o LAl < llAll: < VAllAll
o IAll2 < Al < vallAll
o LAl < |All2 < ValAlL .
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Véta
Necht ||B|| < 1, || - || je souhlasnd s danou vektorovou
normou. Pak matice E — B je regularni a plati

IE]

I(E—B)"| < T8
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