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Opakováńı

Polynomy

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . + a1x + a0.

ξ1, ξ2, . . . , ξn kǒreny (reálné i komplexńı) polynomu P .

děleńı polynomů se zbytkem

Hornerovo schema

zobecněné Hornerovo schema

hranice kǒrenů

počet reálných kǒrenů polynomu na intervalu – Sturmova
věta
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Hranice kǒrenů

Věta

Necht’

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . + a1x + a0,

A = max (|an−1|, . . . , |a0|) ,
B = max (|an|, . . . , |a1|) ,

kde a0an 6= 0. Pak pro všechny kǒreny ξk , k = 0, 1, . . . , n,
polynomu P plat́ı

1

1 +
B

|a0|

≤ |ξk | ≤ 1 +
A

|an|
.
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Daľśı kriteria

1. |ξk | ≤ max

{
1,

n−1∑
j=0

∣∣∣∣ ajan
∣∣∣∣
}

2. |ξk | ≤ 2 max

{∣∣∣∣an−1an

∣∣∣∣ ,
√∣∣∣∣an−2an

∣∣∣∣, 3

√∣∣∣∣an−3an

∣∣∣∣, . . . , n

√∣∣∣∣a0an
∣∣∣∣
}

3. |ξk | ≤ max

{∣∣∣∣a0an
∣∣∣∣ , 1 +

∣∣∣∣a1an
∣∣∣∣ , . . . , 1 +

∣∣∣∣an−1an

∣∣∣∣} .
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Sturmova posloupnost

P0(x) = P(x), P1(x) = −P ′0(x)

a sestrojme daľśı polynomy Pi+1 rekurentně děleńım polynomu
Pi−1 polynomem Pi :

Pi−1(x) = Qi(x)Pi(x)− ciPi+1(x), i = 1, 2, . . . ,

kde
stPi > stPi+1

a konstanty ci jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze ř́ıci, že Pi+1

je záporně vzatý zbytek p̌ri děleńı Pi−1 : Pi .
Protože stupně polynomů klesaj́ı, muśı algoritmus končit po
m ≤ n kroćıch.
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Sturmova věta

Počet reálných kǒrenů polynomu P v intervalu a ≤ x < b je
roven W (b)−W (a), kde W (x) je počet znaménkových změn
ve Sturmově posloupnosti P0(x), . . . ,Pm(x) v bodě x (z ńıž
jsou vyškrtnuty nuly).

Konec opakováńı
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Newtonova metoda a jej́ı modifikace

Problém – volba počátečńı aproximace

Věta

Necht’ P ∈ Πn je polynom stupně n ≥ 2. Necht’ všechny
kǒreny ξi ,

ξ1 ≥ ξ2 ≥ . . . ≥ ξn,

jsou reálné. Pak posloupnost {xk}∞k=0 určená Newtonovou
metodou je konvergentńı klesaj́ıćı posloupnost pro každou
počátečńı aproximaci x0 > ξ1 a plat́ı lim

k→∞
xk = ξ1.
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Př́ıklad

P(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)(x − 6)

= x6 − 21x5 + 175x4 − 735x3 + 1624x2 − 1764x + 720

|ξi | < 1765

x0 = 1765

x1
.

= 1 226.8

x2
.

= 1 022.9

x3
.

= 859.99

x4
.

= 711.41
...

x10
.

= 287.99
...

x20
.

= 49.48
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Zdvojená Newtonova metoda

Pro velké xk :

xk+1 = xk −
(xk)n + . . .

n(xk)n−1 + . . .
≈ xk

(
1− 1

n

)
,

Věta

Necht’ P ∈ Πn, n ≥ 2, a necht’ všechny kǒreny ξi , i = 1, . . . , n
polynomu P jsou reálné a ξ1 ≥ ξ2 ≥ . . . ≥ ξn. Necht’ α1 je
nejvěťśı kǒren P ′:

ξ1 ≥ α1 ≥ ξ2.

Pro n = 2 p̌redpokládejme ξ1 > ξ2. Pak pro každé z > ξ1 jsou
č́ısla

z ′ = z − P(z)

P ′(z)
, y = z − 2

P(z)

P ′(z)
, y ′ = y − P(y)

P ′(y)

definována a plat́ı
α1 < y , ξ1 ≤ y ′ ≤ z ′.
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Algoritmus

Začneme s počátečńı aproximaćı x0 > ξ1 a zdvojenou metodou:

xk+1 = xk − 2
P(xk)

P ′(xk)
, k = 0, 1, . . .

Mohou nastat dva p̌ŕıpady:
1 P(x0)P(xk) > 0 pro všechna k . Pak

x0 > x1 > . . . > xk > . . . ≥ ξ1, lim
k→∞

xk = ξ1

2 Existuje xk tak, že P(xk)P(x0) < 0, P(xk−1)P(x0) > 0.
V tomto p̌ŕıpadě tedy došlo k

”
p̌resťreleńı“ bodu ξ1 a plat́ı

x0 > x1 > . . . > xk−1 > ξ1 > xk > α1 > ξ2.

Položme y0 = xk a pokračujme dále klasickou
Newtonovou metodou s touto počátečńı aproximaćı:

yk+1 = yk −
P(yk)

P ′(yk)
, k = 0, 1, 2, . . .
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Snižováńı stupně

P1(x) = P(x)

x−ξ̃1
– numerické nep̌resnosti v koeficientech.

Př́ıklad

P – polynom s kǒreny ξ1 = 10, . . . , ξ10 = 1
Aproximace kǒrenů:

ξ̃1
.

= 10.000000040624446

ξ̃2
.

= 8.999999654991576

ξ̃3
.

= 8.000001300611824
...

ξ̃7
.

= 4.000018865503898
...

ξ̃10
.

= 0.99999962963847448
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Maehlyova metoda

P1(x) =
P(x)

x − ξ̃1
, P ′1(x) =

P ′(x)

x − ξ̃1
− P(x)

(x − ξ̃1)2
,

Dosazeńım tohoto vyjáďreńı do vzorce pro Newtonovu metodu
pro polynom P1 dostaneme:

xk+1 = xk −
P1(xk)

P ′1(xk)
= xk −

P(xk)

P ′(xk)− P(xk)

xk − ξ̃1
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Obecně, jestliže jsme již nalezli aproximace kǒrenů ξ̃1, . . . , ξ̃j ,
postupujeme obdobně a sestroj́ıme polynom

Pj(x) =
P(x)

(x − ξ̃1) . . . (x − ξ̃j)
,

P ′j (x) =
P ′(x)

(x − ξ̃1) . . . (x − ξ̃j)
− P(x)

(x − ξ̃1) . . . (x − ξ̃j)

j∑
i=1

1

x − ξ̃i
Newtonova metoda pro nalezeńı kǒrene ξj+1 je tvaru

xk+1 = Φj(xk), Φj(x) = x − P(x)

P ′(x)−
j∑

i=1

P(x)

x − ξ̃i

.
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Normy vektor̊u a matic

Vektory – prvky Rn nebo Cn, sloupcové.

Normy vektor̊u

Vektorová norma na Cn je funkce ‖ · ‖ (z Cn do R)
s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1 ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ Cn

2 ‖x‖ = 0⇔ x = o, o = (0, . . . , 0)T

3 ‖αx‖ = |α| ‖x‖, ∀α ∈ C, ∀x ∈ Cn

4 ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x , y ∈ Cn.
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Př́ıklady vektorových norem:

1 ‖x‖2 =

(
n∑

i=1

|xi |2
) 1

2

(eukleidovská norma)

2 ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi | (oktaedrická norma)

3 ‖x‖∞ = max
1≤i ≤n

|xi | (krychlová norma)

4 ‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi |p
) 1

p

(p norma)

Každá vektorová norma indukuje metriku danou vztahem
ρ(x , y) = ‖x − y‖.

Konvergence v normě: xn → x ⇔ ‖xn − x‖ → 0.
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Matice

Necht’ A je čtvercová matice řádu n s reálnými resp.
komplexńımi prvky:

A =


a11 · · · · · · a1n
a21 a2n

...
...

an1 · · · · · · ann

 .

Mn: ťŕıda všech matic tohoto typu.
Matici A lze považovat za vektor dimenze n2. Mohli bychom
tedy definovat normu matice jako normu vektoru. Ale
poťrebujeme i daľśı vlastnosti:
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Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

A · x = λx

x – vlastńı vektor matice AA, λ – p̌ŕıslušné vlastńı č́ıslo

Vlastńı č́ısla jsou kǒreny charakteristického polynomu
ψA(λ) = det(λ · E − A), E – jednotková matice

Spektrálńı poloměr matice: ρ(A) = max{|λk |; λk je vlastńı
č́ıslo matice A}

Stopa matice: tr(A) =
n∑

k=1

akk
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Normy matic

Maticová norma na množině Mn je reálná funkce ‖ · ‖
s těmito vlastnostmi:

1 ‖A‖ ≥ 0, ∀A ∈Mn

2 ‖A‖ = 0⇔ A je nulová matice

3 ‖αA‖ = |α| ‖A‖, ∀α ∈ C, ∀A ∈Mn

4 ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, A,B ∈Mn

5 ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖, A,B ∈Mn

Vlastnost 5) se nazývá multiplikativnost.
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Souhlasnost maticové a vektorové normy

Řekneme, že maticová norma ‖ · ‖ je souhlasná s danou
vektorovou normou ‖ · ‖ϕ, jestliže

‖Ax‖ϕ ≤ ‖A‖ ‖x‖ϕ, ∀x ∈ Cn, ∀A ∈Mn.

Přidružená norma

Necht’ ‖ · ‖ϕ je vektorová norma na Cn. Pak č́ıslo

‖A‖ϕ = max
‖x‖ϕ=1

‖Ax‖ϕ

je maticová norma souhlasná s danou vektorovou normou
‖ · ‖ϕ.

Pro jednotkovou matici E plat́ı

‖E‖ϕ = max
‖x‖ϕ=1

‖Ex‖ϕ = 1

a pro souhlasnou maticovou normu plat́ı ‖E‖ ≥ 1.
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Věta

Přidružená maticová norma je nejvýše rovna libovolné
maticové normě souhlasné s danou vektorovou normou.

Věta

Necht’ maticová norma ‖ · ‖ je souhlasná s danou vektorovou
normou ‖ · ‖ϕ. Pak pro všechna vlastńı č́ısla λ matice A plat́ı:

|λ| ≤ ‖A‖ .
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Přidružené maticové normy

Necht’ A ∈Mn. Přidružené maticové normy k vektorovým
normám ‖ · ‖1, ‖ · ‖∞, ‖ · ‖2 jsou dány vztahy

1 ‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |,

2 ‖A‖∞ = max
1≤i ≤n

n∑
j=1

|aij |,

3 ‖A‖2 =
√
ρ(A∗A), ρ(A∗A) je spektrálńı poloměr A∗A,

kde A∗ = A
T

, pro reálné matice je A∗ = AT .

‖A‖2 – spektrálńı norma matice
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Frobeniova norma

‖A‖F =

(
n∑

j=1

n∑
i=1

|aij |2
) 1

2

.

‖A‖2F = tr(A∗A)

‖E‖F =
√
n.

1√
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤

√
n‖A‖∞

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√
n‖A‖2

1√
n
‖A‖1 ≤ ‖A‖2 ≤

√
n‖A‖1 .
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Věta

Necht’ ‖B‖ < 1, ‖ · ‖ je souhlasná s danou vektorovou
normou. Pak matice E − B je regulárńı a plat́ı∥∥(E − B)−1

∥∥ ≤ ‖E‖
1− ‖B‖

.
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