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Opakovani

Normy matic
Souhlasnost maticové a vektorové normy

Rekneme, Ze maticova norma || - || je souhlasna s danou
vektorovou normou || - ||,, jestlize

|Ax], <lIAlIxll,,  ¥x €T, VA €M,

Pridruzena norma
Necht || - ||, je vektorova norma na C". Pak cislo
[All, = max_|[Ax]|
¢ ¢
1 X]lo=1
je maticova norma souhlasna s danou vektorovou normou

|| ’ ||<p-
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Veta
Pridruzena maticova norma je nejvyse rovna libovolné

maticové normé souhlasné s danou vektorovou normou.

Veta

Necht maticova norma || - || je souhlasna s danou vektorovou
normou || - ||,. Pak pro viechna vlastni Cisla A matice A plati:
Al < [IAl-
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Veta

Necht ||B|| <1, || - || je souhlasna s danou vektorovou
normou. Pak matice E — B je regularni a plati

IE]

[(E-B)7| < - B[

Konec opakovani
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lterani metody feseni systémi linearnich rovnic

Systém
Ax =b

prevedeme na
x=Tx+g

Xx* — reSeni

x* = (E — T)flg za predpokladu, ze E — T je regularni.
x% € R" - libovolna poc&ateéni aproximace. Posloupnost
{x"}iozo urena rekurentné vztahem

x=Txk 4 g, k=0,1,...

se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva
iteracni matice
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Problémy:
© Jak zvolit iteracni matici T, tj. jakym zplisobem prevést
systétm Ax = b na systém x = Tx + g?
@ Za jakych predpokladii posloupnost {x"}zozo konverguje
pro libovolnou pocatecni aproximaci k presnému reseni

x*7?
xt =Tx"+g,
x? =Tx'+g=T(Tx"+g)+g=T°x"+(T + E)g,
X} =Tx*+g="T3x"+(T>+T+E)g,

XKL = THAXO 4 (TF+ T+ ...+ E)g.
Definice

Rekneme, ze matice H je konvergentni, jestlize

lim H* = O,

k—o0

kde O je nulova matice, konvergence je bodova.
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Veta
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
© H je konvergentni matice.
o lerr;O |H¥|| = 0 pro n&jakou pFidruzenou maticovou normu.
@ p(H) <1 (p(H) je spektralni polomér H).
Q@ lim H*x = o pro libovolny vektor x € R".

k—00

Lemma
Necht p(T) < 1. Pak E — T je regularni a plati

(E-T)'=E+T+T*+...
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Hlavni veta o konvergenci iteracniho procesu
Posloupnost {x*} ' urcena iteracnim procesem x = Tx + g
konverguje pro kazdou poc&atecni aproximaci x° € R" pravé
tehdy, kdyz p(T) < 1, pficemz

lim x*=x*, x*=Tx"+g
k—o0

Dausledek

Necht pro néjakou pridruzenou maticovou normu plati

I T|l < 1. Pak posloupnost {x*} " generovana iteracnim
procesem x = T x + g konverguje k feseni x* = (E — T)"!g
pro kazdou poc&ate¢ni aproximaci x° € R". Dale plati

Ix* = x*|| < HT||kHX*—X°H,

T
Ix* = x*|| <
=7
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Kriteria pro zastaveni vypoctu

Q [Ix*H — xK[|/lIx|| < e
Q ||| < (Al I + [IBl[), kde r'*t = Ax*** — b

maticova norma je pridruzena dané vektorové normé, € > 0 je
pozadovana presnost.
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Jacobiova iteraéni metoda

al]. e e aln
a azn
Ax=b, A=|"" 2
dn1 dnn
Matici A zapiSme ve tvaru
A=D+ L+ U,
kde
ail 0
D = ,
0 ann
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a
[ = 21 :
dpl1 ***  dpn-1 0
0 app - a1
U =
an—l,n
0 0

D je diagonalni matice, L je dolni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale a U je horni trojahelnikova matice
s nulami na diagonale.
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Ax=(D+L+U)x=0b
Dx = —(L+ U)x + b.

Pokud a; #0, i =1,...,n, je matice D regularni
a z predchozi rovnice Ize vypocitat

x=-D"YL+ U)x+D'b.

L 0
1 a1l
D™ = ,
O 1
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Maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody
Jacobiova iteraéni matice: T, = —D (L + U)

x*tt = T;x* + D7 'b,

T, = (t;), t,-j:—% proi#j, ti=0proi=1,...,n

0 _ di2 _ din by

di an di

_ ani 0 _ don b,

T, = axn a2 | Dlp= az
anl an2 bn

_gank o Sne 0 _n

ann ann ann
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Realizace vypoctu:
Z prvni rovnice vypocCteme x;:

anxitanXxe+- - +aiXx, = b = x3 = a—(bl—aqu—- . ~—31an)
11
k1 1 b k k
X = —(by — a12% — ... — a1Xxy),
a1

z druhé rovnice vypocteme x»:

1

k+1 k P k
X = —a (b2 — a1 Xy — 223X3 — ... alan),
22

obecné z i-té rovnice vypoCteme x;:

"L a b

Z ij i

, aji aji

Jj=1

J#i
aZz z n-té rovnice vypocteme x,, a na pravé strané takto
ziskaného systému jsou prvky matice T.
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Veta o konvergenci Jacobiovy iteracni metody:

o Z
Posloupnost {x"}k:0 generovana metodou

x**t1 = T;x* + D=1b konverguje pro kazdou pocatecni

aproximaci x° € R” pravé tehdy, kdyz o(T,) < 1.
Odhad chyby:

175115

x*— xK| o < xt — X9 .

Priklad

Geometricky vyznam
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Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

|aii| > Z |ajj|, i=1,...,n

j=1
J#i

Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € R”.

Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, t;j.

n

|akk|> Z ]a,-k|, k:].,...,n.
i=1
i #k
Pak Jacobiova iteraéni metoda konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € R”.
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Gaussova-Seidelova iteraéni metoda

Z prvni rovnice vypocCteme x:

anxitanXe+- - +aXx, = b = x3 = a—(bl—asz—' . -_alan)
11
1
k+1 _ k k
x = a—(bl — A12%) — ... — a1X, ),
11

z druhé rovnice vypocteme x», pro x; pouZzijme novou iteraci:

1

k41 k41 K k

Xy = . (by — ax1x{ — axxs — ... — ainX, ),
22

ze treti rovnice vypocteme x3, pro x; a x pouzijme novou
iteraci:
ke1 L b k+1 k+1 k k
X = 3—33( 3 — a31X;  — amXs C — a3Xg ... — 31X, ),
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Obecné

Maticovy zapis:

Ax=b = (D+L+U)x = b
(D+L)x = —Ux+b.

a; #0,i=1,...,n, = matice D+ L je regularni a
x=—(D+L)'Ux+(D+L)"b.

Polozme Tg = —(D + L)~'U, Gaussova-Seidelova iteracni
metoda je tvaru

x = Texk+ g, g=(D+L)*'b.
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Veta

Posloupnost {Xk}io:o generovana Gaussovou-Seidelovou
iteraéni metodou x**! = —(D + L)~ 'Ux* + (D + L)~1b.
konverguje pro kazdou po&atecni aproximaci x° € R" pravé
tehdy, kdyz o(T¢) < 1.

Silné radkové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.

n

\a,-] > ]a,-j|, / ].7 ,n
J=1
J#i

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kazdou pocateéni aproximaci x° € R".
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Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagonalné dominantni, t;j.

n

|akk|> Z ]a,-k|, k:].,...,n.
i=1
i #k

Pak Gaussova-Seidelova iteracni metoda konverguje pro
kazdou pocateéni aproximaci x° € R".

Priklad

Geometricky vyznam
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Veéta (Stein-Rosenberg)

Necht pro prvky matice A plati a; < 0 pro vSechna i # j
aa;>0,i=1,... n. Pak plati pravé jedno z nasledujicich
tvrzeni:

° 0<o(Tg) <o(Ty) <1
o 1<o(Ty) <o(Te)
° o(T))=0(Ts)=0
e o(T))=0(Tg) =1.

To znamena, ze konverguji-li obé metody, Gaussova-Seidelova
metoda konverguje rychleji.

Veta
Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci.
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