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Opakovani

Iteracni metody reseni systému linearnich rovnic
Systém
Ax =b

prevedeme na
x=Tx+g

xk = Txk 4 g, k=0,1,...

Hlavni veta o konvergenci iteracniho procesu

Posloupnost {xk}iio urcena iteracnim procesem x = Tx + g
konverguje pro kazdou po&atecni aproximaci x° € R" pravé
tehdy, kdyz p(T) < 1, pficemz

k

im x
k— 00

=x", x"=Tx"+g
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Jacobiova iteraéni metoda

Ax=b, A=D-L-U,
Ax=(D—-L-U)x=b
x=DL+U)x+D'b.

x* =D YL+ U)x* + D 'b.
Z i-té rovnice vypocCteme Xx;:

n

3: b:

k41 ik i

x,.Jr = — E X+
= ajj ajj
J#i
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Gaussova-Seidelova iteraéni metoda

2 "\ a b

X,k+1 — E y Jk+1 E Uk ! ’ j = 1’ .n
.7 aji L aji aji
j=1 Jj=i+1
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Konvergence

Silné radkové (sloupcové) sumacni kriterium:
Necht matice A je ryze fadkové (sloupcové) diagonalné
dominantni, tj.

n

|aji| > Z |aj|, i=1,...,n.

j=1
J#i

Pak Jacobiova i Gaussova-Seidelova iteraéni metoda
konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x° € R”.

Veta

Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci.
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Relaxa¢ni metody

Modifikace Gaussovy—Seidelovy metody, w — relaxacni
parametr

i—1 n
k+1 _ kK, W k+1 k
X —(1_W)Xi+a_ﬁ b,-—Za,-ij _'Z ajjX;
j=1 j=i+1
Relaxacni metodu lze maticové zapsat takto
x*1 = (D — wl)™(1 — w)D + wU]x* + w(D —wl)™'b

T, = (D —wl)'[(1—w)D+wU]
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lterani metody pro systémy nelinearnich rovnic

A(x,. ., xm) = 0

fm(X1, .y xm) = 0
F(x)=0, x€R"o0=(0,...,0)" € R™.

Systém prevedeme na ekvivalentni rovnici
x = G(x), x € R™
x1 = gi(x, ..y Xm)

Xm = gm(Xla cee aXm)
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Newtonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

F(x) = o, F € C?(0(¢))

Oh(x) 0h(x)
8x1 o @Xm
JF(X) = e
Ofm(x) Ofm(x)
8x1 o 8Xm

Taylortiv rozvoj:
F(x +h) = F(x)+ Je(x) - h+ O(||h|?) - (1,...,1)T
x=xK x"'=xkK4 h= h=x1—xk

Zanedbame chybovy ¢len,
F(x + h) = 0 = Jr(x*)(x 1 — xk) = —F(x¥)
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[tera¢ni funkce

Veta
Necht £ je kofenem rovnice F(x) = o. Necht Jg(x) je
regularni matice se spojitymi prvky v okoli O(&) bodu &,
pricemz

HJF_I(X)HOO <K, K = konst.,
pro vsechna x z tohoto okoli. Necht funkce f;,i=1,..., m,
maji spojité druhé parcialni derivace v O(&).
Posloupnost {xk}iio uréena Newtonovou metodou konverguje
ke kofenu & za predpokladu, ze pocatecni aproximace x° lezi
dostatecné blizko &. Rad metody je roven dvéma.
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Reseni systémd lin. rovnic — pfimé metody

Zakladni pojmy

a1 - din X1 by
Ax =b, A= : X = © |, b=

dnpl **°  dnn Xn bn
A — matice soustavy, regularni. Reseni: X = A~lb

Rozsifena matice soustavy:

ain - ain| b

ax - an| b
(Al b)=

dn1 - dnn bn
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A — dolni trojahelnikova: a; = 0 pro i < j.
A - horni trojihelnikova: a;j = 0 pro i > j.

A — pasova, jestlize existuji p, g, 1 < p, g < n takova, ze
aj =0, jestlize i + p < j nebo j + g < i, Sirka pasu
w=p+qg—1.

A — tridiagonalni pro p = g = 2.

A — ryze radkove diagonalné dominantni

n
|aii\>2|a,’j|, i=1,...,n.
j=1

#i
A — ryze sloupcove diagonalné dominantni — podobné

Veta:

Ryze radkové (sloupcové) diagonalné dominantni matice, je
regularni.
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Gaussova elimina¢ni metoda

Uprava soustavy na soustavu s horni trojihelnikovou matici R:
(Al b) — (R | 13)

Pak provadime tzv. zpétny chod — pocitame feseni od posledni
slozky k prvni.

Elementarni Gpravy a matice Gprav

Neméni feseni, kazda aprava ma inverzi.

1. nasobeni Fadku nenulovou konstantou ¢

1 0 0 1 0 0
0o 1 0 0 0o 1 0 0
I, = 7 /C—1 =1 .
c . 1/c
(O] 1 (O] 1
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2. vyména radkad 7, k

01 0
1 00 0 0O 0
0 0O 010 0
0 01 00 0

P/k— . ) P,‘Tk:l:P/k

00 1 00 0
010 0 00 0
000 - 0 01

0 0 1

P; x — permutacni matice
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3. pricteni ¢ nasobku i-tého radku ke k-tému, i < k

10 0
1
Gi,k,c: :
k c 1
0 1
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10 0
0 1 0
. i 1
ik, —
k —C 1
0 1

Ve skutecnosti pro pfevod na trojiahelnikovou matici staci 2. a
3. elementarni Gprava.
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Postup pri Gaussove eliminaci
(1) vyména 1. a k-tého radku (v pripadé potreby)

(A| b) — (A<1> | b<1>) , (A<1> | b<1>) — Py (A] D)

(1') vynulovani prvniho sloupce pod hlavni diagonalou

1 ««v .. 0
N hi 1
<A(1>|b(1>>:G1,<A(1)|b(1>>’ G, = 2;1 ]
iy 0 -+ 1
o
k1 = =71y
agl)
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(i) vyména i-tého. a k-tého fadku (v pfipadé potreby)
(Am | b(’)> — P, (Au—l’) | b(i—l’))
(i") vynulovani i-tého sloupce pod hlavni diagonalou

(A(i’) | b(/”)) = G; - (A(i) | b(f’)) :

1 0
(N
G = ! ) li = _%
liv1,i a;;
0 In.i 1
I =2,. n—1
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Gaussova eliminace bez vymeny radka:

(R|E)::GF1-.15-Gy(A|b)
tedy
R=Gp1-...G-Gi A

odkud
G 'G'...G Y R=A

Matice G; jsou dolni trojahelnikova, tedy G; ' jsou také dolni
trojahelnikové, takze

A=L-R, L=G Gt G

L — dolni trojahelnikova matice.
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G = L
—liy1,i
0 i
pak

1
L=G Gt .G = __/21
—Inl

Jiri Zelinka

—In,n—1

1
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LR rozklad
A=L-R: LR (téz LU) rozklad matice A

Pouziti pri feSeni soustavy: substituce Rx = y, feSime
soustavu Ly = b s dolni trojahelnikovou matici, pak Rx =y s
horni trojahelnikovou matici.

LR rozklad s vymenou radki

Provadime LR rozklad matice P - A, kde P je vhodna
permutacni matice, ktera provadi vyménu radka.

Pri praktickém vypoctu, pokud narazime na potrebu vymeénit
radky, postupujeme takto:

Pokud bychom vymeénili radky predem, v uz vypocitané Casti
matice L by tyto radky byly vyménény, zbytek by se nezménil.
Proto miizeme vyménit radky ve vypocitané ¢asti matice L.
Dale v pomocném vektoru p na zacatku nastaveném na
(1,2,...,n)" zaznamename vyménu fadka, tedy vyménime v
ném stejné radky.
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Priklad

2X1+4X2— X3 = -5
X1 + X2—3X3 =-9

4-X1—|— X2+2X3 = 9
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Vyber vedouciho prvku (pivota) — castecny

Pri Gpravé i-tého sloupce najdeme mezi prvky a,(.iifl), ce ag"fl)
prvek s maximalni absoulutni hodnotou (napf. af(',_l)), pak
vyménime j-ty a k-ty fadek.

Vyber vedouciho prvku (pivota) — Gplny

Hledame prvek s maximalni absoultni hodnotou mezi aj(.,ifl)
i <j<n,i<k<n, pak vyménime prislusny radek a
spoupec, ¢imz se zméni poradi proménnych.

Priklad:
LR rozklad matice

0,0001 1
A= < 0.0001 1 ) |
se zaokrouhlovanim na 3 platné Cislice.
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Veta
Necht vsechny hlavni minory matice A € M, jsou rdizné od
nuly, tj.

d11 di2 413
#0,| a3y axn ax |#0,...detA #0.

d31 d32 433

di1 412
do1 ax»

an 7& 0,

Pak matici A Ize rozlozit na soucin dolni a horni trojahelnikové
matice.

Dausledky
@ Necht matice A je pozitivné definitni. Pak GEM lze
provést bez vymény radki a sloupci.

@ Necht matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni.
Pak GEM lze provést bez vymeény radki a sloupcd.
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