Cviceni 10
Pravdépodobnostni vytvatujici funkce

Definice: Necht’ X je cel@iselna nezaporna ndhodnd diela s pravépodobnostni funkci

p, prok =0,1,2,... ; L ) } . .
P(X = k) = 0jinak . Prava@podobnostni vytviujici funkce ndhodné velny X je

dana vztahemg, (z) = E(zX ) =Y p, 2, kde|7 <1.
k=0
Vlastnosti:
9" @
|

a)p, = prok=0,1,2, ...

z=0

b) E(X) =g, (), D(X) =%gx @ +EX)-[EX.

z=1

) Xy, ..., % jsou stochasticky nezavislé célleelné nezaporné ndhodné vy, Y = in

i=1
= 0y (2 =09y, (@ U..[gy (2.

d) Xy, ..., X, jsou stochasticky nezavislé célgelné nezaporné nahodné viely, které maji
p. prok =0,1,2,...

vSechny stejnou pragdodobnostni funch(Xi = k) = {Ojinak ,i=1,2, ..., N,

Pak transformované nahodna vela Y = in mé pravdpodobnostni funkci
i=1

Ojinak
e) Necht X1, X, ... je posloupnost stochasticky nezavislych gskinych nezapornych
nahodnych vetin, které maji vSechny stejnou pr&pddobnostni funkci

p. prok =0,1,2,... . _ » 3 3 ., 3
P(X, =k)=4"" ,i=1,2,.. NechN je cel@iselna nezdporna nahodna
0 jinak
g, pron=0,1,2,...
0jinak '
Pak nahodna veiina S = X + ... + Xy (1j. sowet nahodného @tu nahodnych velin) ma
q,{p.}" prok=0,1,2,...
n=0 .
0 jinak
f) Pro prav@podobnostni vytviujici funkci ndhodné veliny S = X + ... + Xy plati:

9s(2) = ou(9x(2)).
) E(S) = E(N), D(S) = D(N)? + E(N)?, kdep = E(X), 6°=D(X),i=1, 2, ...

veligina nezavisla na X X», ... s pravdpodobnostni funkcP(N = n) ={

pravdspodobnostni funkcP(S=k) = h, =



Priklad 1.: Celatiselna nezaporna nahodnd diela X ma pravépodobnostni funkci

1 prok =1,2,..
P(X =k) ={k(k +1) ". Najdkte jeji pravépodobnostni vytviujici funkci.

0 jinak

Névod: PouZijte rozklad na parcialni zlomky a Tayierozvoj funkceln(1-x) = —ZX?
k=1

Resent:

o _ w0 ok o okt ©
gX(Z)ZZ(l-F—ljZk = Z_—l a =—|n(1—Z)—£ZZ—_J=

=k k+1 = k zigk+1 25 ]
B 1 & 7! B B In(l-z) . _
=-In(l-z)-=| > = -z ——In(l—z)+—[|n(1—z)+z]——In(l—z)+ +1=
2\ 5 z z
1-z
=1+——Inll-
AZi)

Vysledek: g, (z) = 1+L;In(1— 7)

Priklad 2.: Pomoci pravépodobnostnich vytiaijicich funkci najdte stedni hodnoty a
rozptyly &chto rozloZeni: ap(9), b) Bi(n,9), c) Ge(9).
Reseni:
Ad a) g(z)=1-9+z9, E(X) :digx @), =9
z =

2

D(X)—jzgx(z) +E(X) -[E0O =9 -92 =9(1-9)

z=1

=nd

z=1

Ad b) g(z) = (1 -9+ z9)", E(X) :ng (Z)|z:1 = n(l—{) +219)”_119

2

D(X)—(;jzgx(z) +nd-n?9% =

z=1

+E(X) - [E(X)] =n(n-1)1-9 +28)"*9?

=n(n-1)9? +n8 -n?8? = n3(1-9)
AdC) g, (2)= s (x)—igx(z)( _ 9(-9) | _s(-9)_1-9

T | T T
L o o) | i (1m0
D(X) = dzgx@ e -leool = P 18

Vysledek ad a)E a( 9), ad b)E(X) =nd,D(X) =nd(1-9), ad c)
E(x) =22 0(x)=

g o

Priklad 3.: Provedemeri nezavislé pokusy, v nichZ sledujeme nastoupegmicisl. V prvnim
pokusu nastava usgh s pravdpodobnosti 0,5, ve druhém 0,2 a ketitn 0,1. Najdte



pravdpodobnostni vytvijici funkci nahodné valiny Y, kterd udava peet Usgchi v téchto
trech pokusech.

a) Vyjadrete pravépodobnostni vytviujici funkci ndhodné valiny Y.

b) Pomoci pravgpodobnostni vytviujici funkce najéte stedni hodnotu a rozptyl nahodné
veliciny Y.

¢) Pomoci pravgpodobnostni vytviujici funkce odvd'te prav@épodobnostni funkci nahodné
veliciny Y.

Reseni:

Ada) X ~A(®) = gx(z) =1-9+ 29, X; ~ A(05), Xo ~ A(02), X3~ A(01)

0021 (g (2, ()05 0508+ 02208+ 02) 026+ Oz » 1 » 012

Ad b) E(X) :digX (2) _, = 049+ 028+ 003= 08
. ;

2
D(X) =%gx @) +EX)-[E(X)]’ = 028+ 006+ 08- 064= 05

z=1

Ad ¢) p, =g, (0)= 036, p, =g', (0) = 049, p, =gYT@ =014, p, =g#@) = 001

Vysledek:

Ad a) g, (z) = 036+ 049z + 014z + 001z°
Ad b) E(Y)=08,D(Y)=05

Ad c) p=0,36, p=0,49, p= 0,14, g = 0,01

Priklad 4.: Predpokladejme, Ze pet vajiek, ktera snese slepice za sezonu, je ndhodna
velicina N ~ Po}). Prav@podobnost, Ze se z libovolného A vylihne kiie, je 8 . Pomoci
pravéEpodobnostni vytviujici funkce odvdte rozloZzeni ndhodné veily S, kterq udava
pocet kurat vylihlych za sezonu z vagk dané slepice. Pomoci vzorce z bodu (g) vighe
téz E(S) a D(S).
Re§en|’ X ... patet kutat vylihlych z i-tého vagika, X ~ A(19) x(EZ)=1-9+2zd

.. poset vajcek snesenych za sezénu, N ~Bogn(z) = @Y

. paset vylihlych kiat, S = X + ... + X, 6(2) = gu(gx(2)) = e4F 290 = gd @D
E(S) = E(N)E(X) =A8, D(S) = D(N)[E(X)]2 +E(N)D(X) =A92+A9 (1 -19) =A9
Vysledek: S ~ Popd ), E(S) = D(S) =AS



