Cviéeni 11
Galtoniv — Watsoniv proces \&tveni

Definice: Necht jedinec tvéici nultou generaci fZze dat vznik 0, 1, 2, ... jeditum
(potomkim) prvni generace. Analogicky kazdy jedinec z perierace five dat vznik 0, 1,
2, ... jediném druhé generace atditem predpoklddame, ze

a) paet potomk X ndhodr zvoleného jedince ma praymbdobnostni funkci

P prok=0,1,2,... . L e _ .

P(X =k)= 0iinak , které nezavisi na zvoleném jedinci ani na gemetlamiz
jina

prislusi;
b) jedinci z dané generace davaji vzniknout svyhempéim vzajeme nezavisle.
Ozname X, pcet jedind n-té generace (specidlje Xo = 1). Za uvedenychipdpoklad
posloupnost ndhodnych vih {Xn ;n0 NO} tvori homogenni markovskigtzec s mnozinou
stawi J = {0, 1, 2, ...}. Tentdettzec se nazyva Galtén — Watsoiiv proces ¥tveni.

Vlastnosti:
1 0 0
Po P, P,

1. Matice pechodu matvaP=| ", 2
Po” 20.P; Py t+2P0P,

400, =}

2. Pro pravépodobnostni vytviujici funkci ndhodné veliny X1 plati:

z))pron=12,...
gy (2= 95, @x (@)p , kde gx(z) je pravépodobnostni vytviujici funkce
" Opron=0
nahodné vetiny X;.
3. Pro stedni hodnotu a rozptyl ndhodné valy X, plati:
2,n-1{, n _
oy W L prop #1 )
E(X,)=u", D(X,)= -1 , kdep = E(X,),0% =D(X,)
no’prop =1

4. Pro pravépodobnost vyhynuti v n-té generaci pIa?P(Xn = O) =g, =0y ()

5. Pro limitni pravépodobnost vyhynuti plati:
a) Je-lin<1, paklimq, =1.

b) Je-lin > 1, paklimq, =¢, kde &I (0,1) je nejmensi kladny Ken rovnice z = gz).



Piiklad: Uvazme G — W proces, ¥mz p, =é,pl =é,p2 :g,pk =0,k=34,...

a) Vypaitéte prvky matice fechoduP proi=0,1,2aj=0, 1, 2, 3, 4.

b) Najdite prav@podobnostni vytviujici funkci pd@tu jedindi ve 2. generaci.

c) Pomoci pravgpodobnostni vytviujici funkce pétu jedindi ve 2. generaci vyggbste
pravdpodobnostni funkci.

d) Najdtte stedni hodnotu a rozptyl ptu jedindl ve 2. generaci.

e) Vypaitéte limitni pravépodobnost vyhynuti.

Reseni:

Ada) i, j0J:p, ={pj}'

Nulty fadek matice fechodu ma prvky 1, 0, 0, O, O, ...

1.radek matice f@chodu ma prvkyé,é,g 00,...

Odvodime prvky 2radku matice fechodu:
w2 (1Y 1
P2 ={Po}” =Ps [5} o

* 1 2 2
Pa ={Po.Pi}” ={Po.p:} A Po.pi} = PPy + PPy = 205, = Z(EJ " 25

25

Por =10 PPl ={R PP} (R BLPo} = P, + Py + PP =P + 2pgp, =

2

5 55 25
P =10 AP} ={R .B.PP A R BLP.Ps} = PoPs + PP, + PP, + P3P, =[P, =0 =

13 6

=2 :Z_G?Z:_

pip, =22 =

Pos ={ R 0B P P ={R 0P Ps PR R R s P} = PoPs + PP + P, + PsP, + PP,

3) _ 9
:|p3:0,p4:q:p22:(gj :E)

Matice grechodu ma tedy tvar:
1 0 0 0 O

0O O
6 9

11 3
|5 5 5
11 2 7 6 9

25 25 25 25 25
Ad b) Abychom odvodili pravghodobnostni vytviwjici funkci g, (z), musime znag, (z).

Uy (2) =D P2 =po + Pz +Pp,2° 1.3 +§22, tedy
k=0 5 5 5



5 55 5

33 11 36 _,, 18 ,
= +——z+—7*+—7%+
125 125 125 125 125

1 1(1 1 3 3(1. 1 3,Y
gxz(z)zgx(gx())__"' (_"'_ +gzzj+g(g+g2+gzzj =...=

Adc) P(X, =0)= g, (0)=—,

12¢
P(Xz ) igx() :11+236Z u18Z +4£ 3 :E,
125 125 |, 125
2
p(x2=2 1d29x 3QE 4[32 2) _ 36
2dz 125 125 125 ), 125
3
P(x, =3) _1d r—sm—— 4BEZ] _18
6 dz 125 125 ), 125
4
P(X2 :4):id_49>< (Z :i[4[3£j :E
24dz" 7700 24 125),, 125
Ad d) E(XZ):OD33 P10 4230 1 3t8 442l 228549 g4
12t 12¢ 12¢ 12¢ 128 12t 25
1344
D(x,) = E{X.*)- [E(.)F = = 21504
Stredni hodnotu a rozptyl vélny X2 mazeme téz spidtat pomoci vztain
2,,n-1
w prop z1 )
E(X,)=u", D(X,)= n-1 , kdeu = E(X,),02 =D(X,)
no’prop =1

Nejprve spéteme stedni hodnoty poétu potomk jedince nulté generace:
:OBl—+1B1:+ZB§:Z=L4
5 5 5 5

)~ [Ex =5 +a2-20= 22220,

A poté rozptyl:a? = D(X ) =
P Py () 5 25 25 25

Nyni dosadime do vzord&(X,) =u* = ;—g =196 a do vzorce

16 (49 j
2 2 _
D(X2)=0“(H ) 2 57 2 o =B 51504
p-1 74 625
5

Vidime, Ze obma zgisoby vyp@tu dosgjeme k témuz vysledku.



Ad e)
ProtoZep = 1,4 > 1, pakim g, = £, kde £ 01(02) je nejmensi kladny ken rovnice
z=9g,(2)= S*5? +§ZZ . 5eSenim této kvadratické rovnice zjistime, Zétiim

pravdpodobnost vyhynuti je;- .



