10. Vytvorujici funkce a jejich aplikace pri analyze homogennich markovskyclifetézci

10.1. Motivace:

P analyze homogennich markovskyitezch secasto pracuje s mocninamigehodu, coz je vy@getre narané. Tomu se
|ze vyhnout, pokud pouZzijeme vytkgici funkce. Postupujeme tak, Ze najdeme transdorataného originalu,¢inime
prisluSnou operaci a provedemetzu transformaci. Lze dokazat, ze mezi originaéej@ho transformaci existuje
vzajemrE jednoznany vztah. Vytvdujici funkce se téz nazyvaji z-transformace a giskrétni obdobou Laplaceovy

transformace, ktera sasto pouzivaigdevsim v technickych aplikacich.

10.2. Definice:Definice vytvdujici funkce realné posloupnosti

Nech’ {a,}’_, je posloupnost redlnyclisel. JestlizéadaG, (z) = ianzn konverguje v tjakém okoli 0, nazveme ji
n=0

vytvorujici funkcf posloupnosfa,} . (Obect;ji Ize vytvotujici funkci zavést i pro posloupnost komplexnéésel, ale

timto pripadem se zabyvat nebudeme.)



10.3. Riklad:

Najdéte vytvaujici funkce k posloupnostem:
aa=1,n=0,1, ...

b)aa=n,n=0,1, ..

c)a=x,n=0,1, ..

d)a=nX,n=0,1, ...

Reseni:
ad a)G,(2) :ianz“ iz” :%,|z| <1
n=0 -

N S n-1 _ i S n— ii: Z
ad b)G, (2) = Zaz —an = ;nz —zdzgz Z 13 T |7 <1
_ S ()" =L 1
ad €)G,(2) = Zanz Zx g(xz) =1 ,|z|<|x|
Ga(z):Zanz”:an” Zw:n(xz)n |substituce = xz|—tht“‘l—t Zt“—
ad d) n=0 n=0 n=0
:tg 1 = t = o |Z|<i
dtl-t (-t (@-xzf""' |4

Vysledky usptadame do fehledné tabulky:

& | G42)

1 | 1(1-2)

n |z/(1-z}
x" | 1/(1-x2)
nxX" | xz/(1-xzy




10.4. \kta:

(n)
Nech’ G,(z) je vytvdujici funkce posloupnosth,}= . Pak pron =0, 1, 2, ... plat; = G, (@

n!

z=0

Dukaz:
RaduG,(z) = ianzn budeme derivovatien poclenu a vyjadime hodnotu této derivace v kiod = 0. Ritom uzijeme

n=0

konvenci § = 1.

n=0: G(0) =
n= 1:d£Ga(z)— Za z" —Za nz"™ G .0 =a
, 2 G (2 0
n=2:;2G (2) = d 2Zanz —Za n(n-1)z"?, d G .0=a,P0=a,= %
(©)
n=3— o G (z)— Zanz —Zann(n H(n- 2)zns o G .0) = a3[3D?El:a3—G ©)
dz’ dZ’ & 3
atd.
10.5. Fiklad:
Je dana vytvajici funkce G(z) = €. Najdste odpovidajici posloupnot }
Reseni:

=13 :},a2 == a, -1 . tedy{a, }, = IO
1 3 " »



10.6. Definice:Definice konvoluce a konvolni mocniny

Nech’ {a,}7.,, {b,}=, jsou reélné posloupnosti. Jejichnvolucirozumime posloupnogt,}:_,, kde
Cnh = &b, + &by + ... + &bo.

Zkracer piSeme {c} = {a}*{b}.

Konvoluci {a}*{a} nazyvamedruhou konvoldni mocninouposloupnost{a,}*_, a zn&ime ji {a}*".

Obecr k-ta konvolwni mocninaposloupnost{a,}, je {a}* = {a}* ... *{a}.

10.7. \Eta: Véta o vytvduijici funkci konvoluce

Jestlize posloupno$4, }”., ma vytvdujici funkci G(z) a posloupnogb, }=., méa vytvdujici funkci G,(z), pak posloupnost
{c.}2., , kterd je konvoluci danych dvou posloupnosti, gtaarujici funkci G(z) = Gy(z).G,(2). k-t& konvoldni mocnina
{a}* posloupnost{a,}*, ma vytvduijici funkci G(z)*.

Diikaz:

Souin G4(z).G,(z) dostaneme vynasobenim mocninniath.

Koeficient u Z je v tomto sodinu roven gb, + ab,., + ... + @by.



10.8. Definice:Definice vytvaujici funkce posloupnosti vektibei posloupnosti matic

a) Neclt | je nejvy3e speetna indexova mnozina. UvaZzme posloupnost vekder (a, )., a = (a,) .-

Vytvoiujici funkce posloupnosti vekib{a,}, je definovana vztahem: @) = (G, (2)),,, kde Gi(z) = Z”:amzn :

=
Zkracert piSeme: @z) = ianzn :
=

b) Neclv’ |, J jsou nejvySe sgetna indexové mnoziny. Uvazme posloupnost matie (g, )iMJ, A; = (g, )mm,
Vytvoiujici funkce posloupnosti mat{a\, };., je definovana vztahem:&) = (G, @), .. kde Gi(z) = gamjzn :
Zkracer piSeme:
Ga(2) =Y A,2".

=

(Vytvotujici funkce posloupnosti vektipti posloupnosti matic vznikne tak, ze ziskame vityigi funkce posloupnosti

odpovidajicich slozek a vzniklé vytigici funkce usptadame do vektoréi do matice.)



