3. Exponencialni rozlozeni a jeho vlastnosti

3.1. Definice:Spojitd nahodna velna X ma exponencialni rozlozeni s parametker0,
jestlize hustota(x) ma tvar

¢(x) _ {)\e' prox >0

0jinak . Zkraces pisemeX ~ Ex(A).

Prib¢h hustoty exponencialniho rozlozeni piané hodnoty parametfu
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3.2. Poznamka Nahodna vetiina X udava dobdekani na fichod r¢jaké udalosti, ktera ¢
muize dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci blezlo na dosud ptekanou dobu. (Jde
o tzv.c¢ekani bez pa#ti.) Pritom 1/A vyjadiuje stedni hodnotu dobyekani. Lze odvodit, ze:

1_ -AX >
x—{ e™ prox>0

a) distrib@ni funkce 0 jinak
_ _|e™ prox>0
b) funkee peziti ¥(x) =1~ ®(x)= {1 jinak
_w(x) . —ae™ -
Cc) intenzita poruchy (téz rizikova funkcéfx) - LIJ(x) P T

_ 1
d) kvantilova funkce® ‘(a)= —Xln(l—a),a 0(0,)

1
e) stedni hodnotdE(X) = X
1
f) rozptyl D(X) = Z
In2

g) median®oso = 5~



Distribuéni funkce exponenciélniho rozloZeni Funkce preziti exponenciélniho rozlozeni
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S
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Intenzity poruchy exponencialniho rozlozeni Kvantilova funkce exponencidlniho rozloZeni




3.3. Poznamka Exponencialni rozlozelEx(\) je specialnim fpaderdvouparametricket
exponencialniho rozlozenim Ex(A), kde parametr A > 0 udava dobu, po kterou udalost
nemize nastat. Hustota:

o(x) = Ae*A) prox > A
0jinak '

Exponencialni rozlozeni je specialniiigadem Erlangova rozlozeni Erg,pro k = 1.
Nahodna vetiina X < rozlozenim Er(k}) vyjadiuje souhrnnou dobtekani na k-ty vyskyt
udalosti, ktera se e dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci blezlo na dosud

1
procekanou dobu. itom " je stedni hodnota dob§ekani od vyskytuigdeslé udalosti.

”()\X)k—l
o(x)=1 (k-1)
|0 jinak
(Erlangovo rozlozeni je specialnirfigpadem gama rozlozeni, kde prvni paramettifpprené
¢islo.)

Ae™ prox>0
Hustota:




Grafy hustot Er(3, 1), Er(5, 1), Er(7,
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Intenzita poruchy Erlangova rozlozeni je rostouokice, proto je toto rozlozeni vhodné pro

modelovani procdsstarnuti.



3.4. Priklad (Praktickeé vyuziti zakladnich vlastnosti exponencialiho rozlozen)

Dlouhodobym pozorovanimwcité prodeji bylo zjiS€no, ze 40 % zakaznike obslouzeno d
3 minut. Lze pedpokladat, ze dohsekani se&idi exponencialnim rozlozenim.

a) Uete parametk exponencialniho rozlozeni.

b) Vypcaitéte stedni hodnotu dobgekani na obsluhu.

c) Jaka je dob&ekani, kterou polovina osob rierasi?

d) Jaké procento zakazihikude na obsluhéekat déle nez 6 minut?

Reseni:

» 1
Ad a) Je znamo, 7@(04)=3. Pxitom ® (G):—Xln(l-a), tedy
_ _In(l-a) _ In(1-04)

A= = = 01703
o a) 3
1 : .
EIX)=—=———=587min =5min52s
Ad b) E(X) A 01703 :
) » . In2  In2 _ L
Ad c) Hledame median, tedy githme N 01703 407min = 4min 4s

Ad d) p(x > 6) — L|J(6) = @B = 0170 _ )35
Znamena to, ze 36 % zakazinthudecekat déle nez 6 minut.



3.5. \&ta: Nectt X ~ Ex(A). Pak platit’lt >0,0h >0: P(X >t+h/X >t)=P(X >h)
Vyswétleni: Tato Wta vys\tluje, pra se exponencialnimu rozlozeika rozlozeni bez paiti.
Jestlize nahodna veina X udava dobu do poruchygjakého zéizeni, pak prawtpbodobnost, ze
zarizeni, které pracovalo po dobu asppbude pracovat bez poruchy aspom dobut + h, je

stejna jako prawibodobnost, Ze ¥&eni bude pracovat bez poruchy po dobu &as$pe jako
kdyby ,zapomglo® jiz odpracovanou dobu t.

Dukaz:
-A(t+h)
pX > t+h/X >1)= PX>1HhOX>1) _PX>t+h) _W(t+h) _e

P(X >t) P(X>t) - LIJ(t) = o =" =

=W(t)=P(X >h)



3.6. Friklad: Vyrobce zarovek udava, zetipnérna doba zivotnosti jeho zarovek je 10 000 h.
V rdmci své propagai kampag chce garantovat dobu t, do niz s spali nejvySeZafdvek.
Stanovte tuto dobu zd&gxlpokladu, ze zivotnost zarovkyisdi exponencialnim rozlozenim.

1

1
Regeni: X ~ Ex(A), E(X) = =10000= A = 1000¢ - Hledame t tak, aby platilo:

_ b
003=P(X <t)=d(t)=1-e 1000 = t = ~10000(In 097 = 304,6h

3.7. ta: Neclt X ~ EX(?\). Pak transformovana nahodna #iela Y =2X ~ EX(l).
(RozloieniEX(l) se nazyva standardizované exponencialni rozlgzeni.

1-e” proy >0
pikaz: @-0)=PlY 23) =P sy)=F{x <Y |=of X|= 00 POV ey

3.8. Wta: Necht’ X ~ Rs(0, 1). Pak transformovana nahodn&irei Y = -In X ~ EX(l).
Duakaz:

1-e”7 proy >0

®.(y)=P(Y =y)=P(-InX = y)=P(X > -e”)=1-P{x < -7 ) =1-0(e”) = {o jinak



3.9. Poznamka:V¢ét 3.7. a 3.8. se vyuzivaigenerovani realizaci nahodné vely Y ~ EX()\)
na pa&itaci: vygenerujeme n nahodny¢ksel x, ..., X, ~ Rs(0, 1) a transformujeme je vztahem

yi = _Xln(l_xi)’i =1,....N Cislay, ..., y» jsou realizace nahodné vty Y ~ Ex(A) .

3.10. ta: Necht’ X, X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi, X; ~ ExQ.), 1= 1, 2. Pak
transformovana nahodna v@fia Y = min{ X, X5} ~ Ex(A; + A,).
Diukaz:

®.(y)=P(Y <y)=Pmin{X,,X,} < y)=P(X, < yCX, <y) =1-P(X, > y)P(X, > y) =
1-e™e™ = 1.gM oy >0
- whl)= ProY ,
jinak
tedy Y ~ Exf{; +Ay).

3.11. PoznamkaTvrzeni ¥ty 3.10. Ize zobecnit i na n stochasticky nezavisiyelcin
X1, ooy Xoy Xi ~ EXQV), 1 =1, ..., n. Pak transformovana nahodnacuah Y = min{ Xy, ..., Xy}
~EXQ + ... FA).



3.12. \Eta: Neclt’ X, X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédmli, X; ~ ExQ), i =1, 2. Pak
transformovana nahodna vaha Y = X; + X, ~ Er(2,)).

Dukaz:

Podle ¥ty o konvoluci dostavame:

j¢1 y X)dX —‘X >0,y-%>0=0<x, <y‘ P\e)‘xl)\e AMy- xl)dxlz
= Aze_Ay‘[dxl - )\Zye—)\y proy > O, = Oj|nak
0

)\eAX = N*xe™ prox >0
’ o , o(x)=1 (2-1)
Pritom rozlozeni Er(2)) ma hustotu

3.13. PoznamkaTvrzeni ¥ty 3.12. Ize zobecnit i na n stochasticky nezaeislyelin

X1, oory Xoy Xi ~ EXQ)), i = 1, ..., n. Pak transformovana nahodnadimdi ¥ = lexi = Er(n,)\)_



3.14. Kiklad: Zakaznik prochazfémi nezavislymi stanicemi obsluhyi¢gemz v kazdé z nich
se doba obsluhgidi exponencialnim rozlozenim seéestni hodnotou 1 minuta. Jaka je
pravcEpodobnost, ze celkova doba obsluhyiesphne 2 minuty?

ResSeni:Ozname X dobu obsluhy na i-té stanici; X Ex(1),i=1,2,3aY =X+ X, + X3
celkovou dobu obsluhy. Podle poznamky 3.13. seosdlkloba obsluhjidi rozlozenim Er(3,1),

_y -
tedy hustotah(Y) = 79 " proy >0 pgijtame:
2 .,2
P(Y <2)= jy?e‘ydy: ...=1-5¢7 =03233
0

Pravdpodobnost, ze celkova doba obsluhyiespahne 2 minuty, je 0,3233.



3.15. Wta: Neclt’ X;, X, jsou stochasticky nezavislé nahodnédamyi, Xi ~ ExQ), i = 1, 2. Pak

A
X, >X,)= e
1 2

Diikaz: P(Xz >X1): P((lexz)DS), kdeS:{(Xl,XZ)D RZ;Xl >0,x, >0,x, > Xl}’ tedy

P X,)09)= [0t )b, = [} (¢, Kb, = ]°ﬁAle-wze-kwdxz}dxl _

0] Xq

— )\1)\2-[8_)\1X1|:—ie_)\zxz:| Xm = )\1-[ e‘)‘lxle‘)\ledxl — )\1 [e—xl(?\1+)\2)]°oo — )\1
0 )‘2 x 0 )‘1 +)‘2 )‘1 +)\2

1



3.16. Wta: Neclt X ~ Ex(L). Pak transformovana nahodna siela Y = 20X ~ *(2).

n 1 X

X2 e 2prox>0

- 0(X) =1 F(nJZZ
Ditkaz: Hustota rozloZeni“(n) je 2 .V nasSem fipact n = 2,
(0jinak

bl %e_z prox >0

tedy . Patitame distribani funkci velginy Y:

Ojinak

y
®.(y)=P(Y <y)=P(2AX <y)= P(X s%) = CD(%) =1-e 2 proy > 0,= Ojinak

Derivovanim obdrzime hustotu:

¢*(y)=¢L(y)

1™ proy>0,20j
o =>e proy>0,=0jinak teqy v ~2(2).

3.17. PoznamkaTvrzeni ¥ty 3.16. Ize zobecnit | na n stochasticky nezavisiyelcin

— = 2
X1, oory Xoy Xi ~ EXQ)), i = 1, ..., n. Pak transformovana nahodnaciedi¥ = ZAZ;Xi ~X (2n)_



_1

3.18. Eta: Neclt’ Xy, ..., X,je nahodny vy®r z rozlozeni Ex(). Ozn&me M = ns X
1
vybérovy primér. Pak meze 100(&)% intervalu spolehlivosti proigdni hodnotu, " jsou:
D=— 2nM H = 22nM
X 1-0/2 (Zn)’ X a/2(2n) '

Diikaz: Podle poznamky 3.17. nahodna vigla Y = 2anM ~%(2n). Z definice 100(1)%
intervalu spolehlivosti dostavame:

O\ >0:1-a = Plx%2(2n) < 2AnM < X?i-ar2(2n)) = F{ 1 .t 1 j:

le—a/2(2n) 2\nM Xza/2(2n)
_ 2nM <1< 2nM
X21—a/2(2n) A qu/z(zn)




3.19. Fiklad: V jisté prodeji potravin bylo na zakladnahodného vyéyu 50 zakazniik
zjisteno, ze pimérna doba obsluhy u pokladny je 30 gedpokladejme, ze doba obsluhy je
nahodna vetina s exponencialnim rozlozenim. N&g 95% empiricky interval spolehlivosti
pro stedni hodnotu doby obsluhy.

Redeni:n = 50, m = 30¢ = 0,05

d= 22nm _ 5[50[30 _ 3000 = 2316
X 1-a/2(2n) X 0975(100) 129501
H= 2nm _ 2[50(30 _ 3000 _

xza/z(Zn) - )(20,025(100) - (4,222 -

4042

Stredni hodnota doby obsluhy < pravépodobnosti aspn0,95 nachazi intervalu 23 az 40 <



1
3.20. PoznamkaPro ¥tSi rozsahy nahodnych vt (n > 30) Ize pro sedni hodnotuy ™ pouzi

_15
Neclht’ Xy, ..., X,je nahodny vybr z rozlozeni EX(), M= ﬁ;Xi je vykérovy primeér. Pak

1 1
stredni hodnotaE(M) = ) a rozptyl D(M) = T - Standardizaci vydsoveho ptiméru
_ 1 1
— M E(M) M A _(M A)\/H:N(O,].)

dostaneme vafinu © - 'b(M) [1 L
nA?

. Konvergence k rozlozeni

1 _(M-2Wn
N(0,1) se neporusi, kd)X ve jmenovateli nahradime M, tedl{/— I\/? = N(O )
| (M-2Wn _ M 1 M
OA>0:1-as< F{‘ Uy < I\/? < ul—a/ZJ = P(M = Y2 S Shi +ﬁul—a/2j
, tedy
M M
D=M _ﬁul_a/z, H=M +ﬁu1—a/2,



3.21. Fiklad: Pro udaje z fikladu 3.19. sp&tcte meze 95% intervalu spolehlivosti préesini
hodnotu doby obsluhy podle viouvedenych v poznamce 3.20.

Redeni:n = 50, m = 30¢, = 0,05

d=m —%ul_a/z = 30—%19& 2168
h=m +%um/2 = 30+%196: 3832

Stredni hodnota doby obsluhy se s pr&abobnosti aspn0,95 nachazi v intervalu 22 s az 38 s.

3.22. PoznamkaVyhody a nevyhody exponencialniho rozlozeni v prax

Vyhoda: Exponencialniho rozlozeni ma jednoduchédigni hustoty a jeho hustota mailpth,
ktery dolfe popisujgadu realnych gu.

Nevyhoda: Exponencialni rozlozeni zavisi pouzesdagm parametru, je tedy malo flexibil
V nékterych situacich, nappii modelovani vySe pojistného gim, Spatd modeluje interval

"N/



Vzorce pro meze 100(1x)% intervalu spolehlivosti pro stiredni hodnotu rozlozeni ExX)

1. zpisob: Vyuziti Pearsonova rozlozeni chi-kvadrat:
d= 2nm _2nm

X21—0(/2 (Zn) o Xza/z (2n)

2. zpisob: Vyuziti standardizovaného normalniho rozlozeni
m
d=m-—=u_,,,h=m+

m
n ﬁ Uy g2

Zavislost mezi 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu exponencialniho

rozlozeni na rozsahu vybéru Zavislost Sitky 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu exponencialniho rozlozeni
0,9 na rozsahu vybéru
0,50
08 |
0,45
0,7
0,40
0T 035
&3y 0,30
04r 025
03 0,20
0,2 i 0,15
—e— d:chi2
—e— h: chi2
0,1 —o— d: N(0,1) 0,10 —e— sirka: chi2

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 —e— h: N(0,1) 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 —e— sirka: N(O,1)



