8. Systemy hromadné obsluhy s omezenou kapacitou

8.1. System M/M/1/1

Vstupni proud zakaznikje Poissofiv proces s parametreimdoba obsluhy siédi
exponencialnim rozlozenim, v systemu je 1 linkdwbs kapacita systému je 1 (zakaznik
nemize ¢ekat ve front a @ijde-li k obsazenému systémuibec ne¢eka a odchazi).

Poset zakaznik v systému ase t Ize modelovat HRIse spojityméasem{xt;t [] T}

-A A
s mnozinou stavJ = {0, 1} a matici i’nechoduQ :( TR Hj :

_[ M A
Stacionarni rozlozeni dostaneme ve tvéhi:()\ T “j .

Vyznam slozek stacionarniho rozlozeni:

o T Ntp prava@&podobnost, Ze v systému neni zadny zakaznik

& =5 P pravdpodobnost, ze v systému je ptdvzakaznik = pravighodobnost, ze

prichazejici zakaznik bude odmitnut ;



Charakteristiky systému:
Stredni hodnota pitu prijatych zakaznil za jednotkwasu:ipr = Aag
Stredni hodnota ptiu odmitnutych zakaznikza jednotkwasu:i; = Aay

Vyuziti systémuK =pa, = an

A

Sttedni hodnota piau zakaznik v systémuE(N) =00&, +1[&, =a, = e

E(N 1
Stredni hodnota doby stravené v systér’ﬁ@ﬁ/) = g\ ) A

8.2. Hriklad: Je znamo, ze @et ichozich hoval na jistou telefonni linku seédi Poissonovyr
rozlozenim, icemz v piméru prichazi 1 hovor za 1 h. Déle je znamo, ze doba trirawnoru se
fidi exponencialnim rozlozenim a hovor trva srpéru 20 minut. Jestlize je linka obsazena,
novy volajici okamzit zawsi. Vypcaitéte, jaké procento lidi se nedovolalo.

Reseni:A =1, u=3,P= " ~3 <1= systém se fize stabilizovat.

a; = m T4 25%. Nedovola se 25 % lidi.



8.3. Systém M/M/1/m/FIFO

Vstupni proud zakaznikje Poissofiv proces s parametreimdoba obsluhy siédi

exponencialnim rozlozenim s parametigm systému je 1 linka obsluhy, systém ma kapacitu
m a frontovy rezime je FIFO. Je-li systém obsadaitsi zakaznici odchazeji bez obslouzeni. Ve
front¢ miaze byt nejvySe m — 1 zakaziik

Paet zakaznil, ktefi jsou v systému v okamziku t, je nahodnadreél X; a stochasticky proct
{X;tOT} je HMR se spojitymtasem, mnozinou stéav = {0, 1, .., m}, vektorem p&atenich
pravcEpodobnostp(0) = (1, 0, 0, ..., 0) a matici intenzitgzhodu

-\ A 0 0O .. 0 O
o —(A+p) A 0O .. 0 O
Q=| 0 u —(A+p) A 0 O




v p =
Ozname u

. Odvodime stacionarni rozlozeni tohoto systémue$yne systém rovnic

0 J
aQ =0 s normalizani podml’nkouZO:ai =1a zjistime, ze?; :(Ej A = pjao, j=1,2,...,m.
J:

1 1
a. = = 5
Hodnotu g odvodime z normalizai podminky: ° 1+ ipj ipj . Rada ve jmenovateli |
j=1

j=0

—pmtl _ rop#1
konena a jeji sotet je jzop - P , tedy _
m+1prop =1 m+1prop—1



Charakteristiky systému

p[l_ (m +1)pm + rn‘pm+1

m T prop#1
. P , E(N):Zja = (1_p)(1_p )
Stt. hodnota p&tu zakaznik v systému: R
J —prop=1
[ 2
E(N)——p(l_pm)prop;tl
| ENo)= 3 -y =EN)- (=)= P
St. hodnota p&tu zakaznik ve frong: =\"e ‘le 1748 = o) =
g E(N)- prop =1
( m+1
pl_(lp;fl)) prop #1
St. hodnota p&tu obslouzenych zakazrifkA, =A(L-a, ), & =
prop =1
(m+1
E(N E(N
St. hodnota doby stravené v systérfiV) = )E ), ve front: EWo)= g\ o)
P P

Pravdp., ze zakaznik nebude obslouzen (fj. v systénjia ja pozadavk): a,, =a,p"
Pravdp., ze zakaznik bude obslouzer- g,



8.4. Priklad: Behem osmihodinoveé stny dojdev priméru ke 12 porucham strinjOprava trva
v praméru pal hodiny. Pokud je opravabsazen, ve froéitha opravu mohotekat maximala
tii stroje. Stanovte zakladni charakteristiky systemu

Reseni Jde o systém M/M/1/4/FIFO.

)\—12—15’u:i 2p_A_E:O’75
8 05 U 2
1-p _ 1-075

Pravdpodobnost, ze opraige volny: Ay = 1-p™ T 1- 075 =03278

Pravdpodobnost, ze stroj nebude opravenisliedku omezené kapacity systemu:
a, =a,p* =01037

St. hodnota p&tu opravenych stréj A, =A(l-a,,)=15(1-01037) =1,3444
p[t-(m+1)p™ + mp'“*l] 0751-50075" + 4075 ) _

f § SmuEN)= 4443
Stt. hodnota p&tu stroji v systémuE(N) i=p)ip" o2 orE]
1— 0751- 075
Stt. hodnota pé&tu strofi ve frong: E(No)=E(N i(_ pfn)ﬂ) 14443- SE 755 ) =0,7721

)-
., , E(N) _14443_ _ .
St. hodnota doby stravené v systerﬁ@(\/) )E ) 13444—107431 = 1h4min 30s

P
E(N,) 07721 .
Stt. hodnota doby stravené ve fronE(Wo) = ()\ o) 13404 05743 =34min 30s
P




8.5. Oteweny system M/M/n/m/FIFO

Kapacita systému s n linkami je omezena, je rovhenmn. Zakaznik, kteryigde k pln
obsazenému systému je odmitnut. Ve ®adatly mize byt nejvySe m —n 0 zakaznill. Paiet
zakaznilk, kteri jsou v systemu v okamziku t, je nahodnadmed X; a stochasticky proces
{X,;tOT} je HMR se spojitymsasem, mnozinou stéav = {0, 1, .., m}, vektorem poateinich
pravcEpodobnostp(0) = (1, O, O, ..., 0) a matici intenzitgrhodu

[—A A 0 o 0 0 0 oo N0 10 \
o —(p+ A\ A .0 0 0 .0 0
0 24 —2u+A) ... 0 0 0 g+ D 0
0 0 0 oo np —(np+ A) A . 0 0
0 0 0 ve U np —(np+A) ... 0 0

\ 0 0 0 . 0 0 0 R (77 —n;t)

kdeA > 0 je intenzita vstupniho prouduer O je intenzita obsluhy. Je-li v systému vic
zakaznik nez linek obsluhy (> n, j< m), jsou intenzity obsluhy stejné jako p = n.



A A A A

TUH’U"P nuu

A(np+A) (np*A) g

n linek obsluhy
vstupni proud fronta
= —
nejvySe m-n zakazniku




Stacionarni rozlozeni:

A B S
Ozname P = E aP ~ - Obvyklym zpisobem (tjfeSenim systemaQ = 0, Z(;ai )
J:
odvodime, ze stacionarni rozlozeni je:

B
8 proj=1,2,..,n | )
- J N n—lBJ +nn m j

e kde B 7| 25 2P

—|pjaO proj=n+1,...,m
n!

\

Stacionarni rozlozeni existuje vz



Charakteristiky stabilizovaného systému:

Pravapodobnost, Zeiichazejici zakaznik bude odmitndik = & = P %
1o

1-p
a,(m-n)prop=1"

m-n

a

n

P prop#1
=
Pravdspodobnost, zeifrhazejici zakaznik budiekat ve front:

Stredni hodnota pu prijatych zakaznik za jednotkwasu:Ap =A(L-P,).
Stredni hodnota pu odmitnutych zakaznikza jednotkwasu:A; = AP, .
Stredni hodnota pitu zakaznil ve frong: E(NQ) = j;l(j -na;

Stredni hodnota gu obsluhovanych zakazritkE(Ng) = BL-P,).
Vyuziti systémuk =p(L-P, ).

Ostatni charakteristiky dostaneme pomaoci Littlee@rce.



8.€. Prriklad: Na jistem oddleni nemocnice jsou na dvou op&rech salech ndptrzit
provadny urgentni operace. Na kazdéem sale saimngm operuji 4 pacienti za den a na
odcdéleni prichazi v piiméru 7 pacieni za den. Btom z organizanich divodi bylo stanoveno,
ze na péadniku niize byt maximalé 10 pacient, ostatni jsou odesilani jinam. ¢éte zakladni
charakteristiky tohoto systému hromadné obsluhy.

N7

Resenleeosystem M/M/In/m/FIFO, kden=2, m=10+227A=7,u =4, C, b= E 4
_B_7
P g -

Pravdpodobnost, ze system je prazdny:

(5880 (3Y 280 o

R LI =0 J:
Pravcépodobnost ze pacient bude odeslan jinam:

o 22 (7Y _
P, =a = —p "8 = 00821— 0,0331



Pravdpodobnost, ze pacient butiekat:
_Am-n 10 2 _(7\0 7\ _(7\0
p g 170", 1200 B 1mGF (G gt 71
1-p 1-p 2 1-1 2 1-1
Stredni hodnota pitu ¢ekajicich pacierit
m 12 12 : 12 .
E(No)= D(i-n)a =2 (i-2)a = (i-2)2(z)'a, = 3 (i - 2)2(z) 0.0821= 28729
j=n+1 =3 =3 =3
Pravdpodobnost, Zze oba saly budou obsazeny:
P(N=2)=1-a,-a, =1-a, -Ba, =1-0,0821-10,0821= 0,7742
Vyuziti systému:k =p(L-P,)=(1-0033]) = 08461
Strednf hodnota pu operovanych pacieint E(Ns) =B(L-P,)=2(1- 0,033 = 16921
Stredni hodnota pitu pacient v systému: E(N) = E(N + E(Ny) = 1,6921 + 2,8729 = 4,5651
w,)= E(N,) 28729 _ .
Sttedni hodnota pekané dobyE\Wo )= N 7 0,4104dne=9h 51min

_E(Ng) _ 16921 _ .
Stredni hodnota doby operac%(Ws) Ty == b 0,2417dne= 5h 48 min

Stredni hodnota doby stravené v systému:
E(W) = E(Ws) + E(Wo) = 0,2417 + 0,4104 = 0,6522 dne = 15 h 39




Charakteristiky stabilizovaného systemu M/M/n/mMBlpcita funkce odmitani.m

% [a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZ,kappa,ENS,ENQ,EN,EWS,BMP-odmitani(lambda,mi,n,m)
% Vypocita stacionarni rozlozeni, vyuziti a chasaalgtiky systemu

% hromadne obsluhy s omezenou kapacitou M|M|n|@BIBdmitanim.

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

%n........ pocet linek obsluhy

%m......... kapacita systému

% Vystupni parametry:

%a......... stacionarni rozlozeni

% PZ ........ pravdepodobnost, ze prichozi zakakodke odmitnut

% PQ ........ pravdepodobnost, ze prichozi zakalande cekat ve fronte

% lambdaP ... stredni hodnota poctu prijatych zaikazza jednotku casu

% lambdaZ ... stredni hodnota poctu odmitnutychazalku za jednotku casu
% ENS ....... stredni hodnota poctu obsluhovanyiazniku

% ENQ ....... stredni hodnota poctu zakazniku eatf

% EN ........ stredni hodnota poctu zakazniku tesysl

% EWS ....... stredni hodnota doby, kterou zakagtrkvi obsluhou

% EWQ ....... stredni hodnota doby, kterou zakaztn&vi ve fronte

% EW ........ stredni hodnota doby, kterou zakaatévi v systemnr



8.7. Priklad: Je znamo, ze systém M/M/2/5/FIFQO je vyuzivan n&586.
a) Kolik procent pichazejicich zakaznikbude odmitnuto?
b) Zjistéte stedni hodnotu pfu cekajicich zakaznik

. _B_B _
Regenin =2, m = 5[3——,9—— K= o(1-P,)= 06862
_2 p° _PF° B(,_P°
—8 =P = = T K=p{l-P,)=7|1-"—a, |= 06862
E 207 =% =258 = oo, tety K PP =5 1o

j=n =0 !

(Z. e J (Zﬁj”i( U (1+B+Bzz+%:+§+f;j_l-l\lyni@

dosadime do vzorce pta dostaneme rovnici:

g
% 1- 16 = 0,6862
1+B+B B B, P
4 8 16
K jejimufeSeni pouzijeme symbolicky toolbox systému MATLAB:
syms X;

s0Ive(0.5*x*(1-(0.0625*x"5/(1+x+0.5*xA2+0.25*x"3+0.125*x"4+0.062865)))-0.68€2)



Zjistime, ze = 1,5 a daleg@= 0,1793.

V utkolu (a) p@itame prav8podobnost odmitnuti zdkaznika, tedy

P, = :2—2p5 =2p° :2[3—5 :8—5 :1—55[0)1793200851
zasz!ao 302530163016, )

Vidime, ze bude odmitnuto 8,5 %ghazejicich zakaznik

V ukolu (b) p@itame stedni hodnotu p#iu ¢ekajicich zakaznik t;.

E(No)= D (i-nla, = (1-2)a, =a, + 22, + 3a,

n

n" :
&, :WpaoprOJ:n+1,.. ,M

a, =2p°a, = 2@) a, = 2( 125j 01793=01513
a, =2p‘a, = 2@) a, = (]"25j 01793=01135

a. = 2p°a, :Z(@ a, = (125j 0,1793=0,0851

Po dosazeni do vzorce pro I:;)QMnéme:E(NQ) = 01513+ 2[0,1135+3[D,0851= 0,6336
Znamena to, ze praméru ¢eka ve front 0,6336 zakaznik



8.8. Uzaweny (cyklicky) systém M/M/n/m/FIFO

V tomto systému cirkuluje m zakaziikpricemz mohowekat v omezené froaidelky m—n> O.
Zakaznici po ukoteni obsluhy opoudji systém, ale pozii se do ®&j vraceji s novym
pozadavkem.

llustrace:
n linek obsluhy

2\
[O)

[
|

vstupni proud fronta [ O | vystupni proud

> L >

Doba pobytu kazdého zakaznika mimo systém ma realdzx(.), doba obsluhy u kazdé z n
linek obsluhy séidi rozlozenim Ex().

Systém, Ize modelovat pomoci procesu vzniku a zﬁhﬁk;t DT} S mnozinou stav
J={0, 1, ..., m}, kde stavy interpretujeme tal




O ... systém je prazdny

n ... v systemu je n obsluhovanych zaka#ndstatnich m — n je mino systém

n+1 ... n obsluhovanych, 1 ve fréntn —n —1 mimo systém

m ... n obsluhovanych, m — n ve frént

Vektor paateenich pravdpodobnosti jg@(0) = (1, O, ..., 0) a maticesechodu ma tvar:

Q:
[—mA mA .. 0 0 0
1 —(p+(m-1A) ... 0 (0 ()
0 241 Tl () 0
() () co.onp —(np+(m—n)A) (m —n)A
() () .0 Nyl —(np+ (m—n—1)A)

\ 0 0 .0 0
kdei > 0je intenzita vstupniho proudue> O je intenzita obsluh

0




Prechodovy diagram:

mh |:I"'| =11A m -2 :I A (m-n+1 :hh_ (m-=n 1) m =1 Ij‘- A
(o) > O P R e e I
(U (e = (e = a—— (e e e
‘ \/ y b} 2 *\/.' 3 ny * / ny Q /f ny N {/
-mA (HH{m-1)A) (2p+(m-2)A) ..r,n-,:_.':.rr.-n_m.n {np+(m-n-1JA) N

Stacionarni rozlozeni:

_A _B
Ozname P H ap—n.

odvodime, Ze stacionarni rozlozeni je:

Obvyklym zpisobem (tjreSenim systemaQ = 0O, ;‘aj = 1)

( m . -
[. ]Bjao proj=1,2...,n
J m
a = .
et m o ] m,kdeaO‘l_JZ:;aj.
kn!D(m_j)!paop j

Stacionarni rozlozeni existuje vz



Charakteristiky systemu:

Sttedni hodnot p&tu zakaznik v systému:E(N) = Z(; ety
J:

n—. m

1
Stredni hodnota piu obsluhovanych zakazriikE N;) = ;Jaj * n;aj .

Stredni hodnota piau zakaznik mimo systém:E(NR) =m-E(N).
Stredni hodnota piu zakaznik prichazejicich z jednotkéasu:Ar = AE(Ng) .
VyuZiti systémuK = PE(NR).

DalSi charakteristiky lze ziskat z Littleova vzarce



8.C. Priklad: Ve firme jsou k dispozici 2 kopirky pro 5 zastnand, pricemz kazdy z nich
piichazi kopirovat v giméru jednou za 40 minut. Bmérna doba kopirovani je 4 minuty.
Predpokladame, ze vstupni proud je Poissgoroces a doba kopirovaniisdi exponencialnim
rozlozenim.
a) Jaka je pravghodobnost, ze kopirky nebudou vyuzity?
b) Jaka je pravipodobnost, ze zafatnanec, kteryiichazi ke kopirkam, bude musetkat?
c) Jaka je sedni hodnota delky fronty’?

1 1 B 1

ReSeniin=2,m= 5)‘ ‘4_0 2 B ‘a ‘f) P = n_ 20- Vypoteme stacionarni rozlozeni

(mjﬁjao proj=1,2,..,n

| o =l kdeaozl‘;aj
- D(m-J pa, proj = ,

RN NI Tt
21(20j a, =24 c(lj 8y 8 = Q( 1) 8, =2 {210)5%, ;;10:1—12}31j = 06186




Ad a) Pravdpodobnost, ze kopirky nebudou vyuzity, ye=e0,6186.

Ad b) prava@podobnost, ze zatathanec, kteryifichazi ke kopirkam, bude musetkat, je
P(N=2)=1-P(N<1)=1-a,-a, =1-0,6186-0,3093= 0,0721

Ad c) Stedni hodnota délky fronty: EQN = E(N) — E(N), pricemz

m n—-1 m
E(N)=> ja, = 04648 E(Ng)=>ja +nd a = 04535 104y E(Ny) = 0,0113.
=0 =0 ji=n

Charakteristiky uzaeného systému M/M/n/m/FIFO {ida funkce uzavreny.m.
Syntaxe: [a,ENS,ENR,EN,lambdaR kappa]=uzavreny(thrhi,n,m)

Vstupni parametry:

lambda .... parametr vstupniho proudu

mi ........ parametr obsluhy

o I poet linek obsluhy
m......... kapacita systemu
Vystupni parametry:

- R stacionarni rozlozeni

ENS ....... dedni hodnota pidu obsluhovanych zakazriik

ENR ....... stedni hodnota pitu zakaznik mimo system

EN ........ stedni hodnota ptu zakaznilt v systemu

lambdaR ... $sedni hodnota pitu zakaznik prichazejicich za jednotktasu
kappa ..... vyziti systimu



