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1. Algebraicka rozsireni
(dle Borevice-Safarevice, alg. doplnék, §2)

Obsahuje-li téleso K podtéleso k, hovofime o rozsiteni K/k. Jsou-li do sebe
vloZena télesa t¥i: k C L C K, nazyva se L mezitéleso rozsiteni K /k.

Kazdé rozsiteni téles K /k lze studovat také jako vektorovy prostor K nad k.

Definice. Rozsiteni K /k se nazyva konecné, je-li K kone¢nérozmérny vektorovy
prostor nad k. Dimenze K nad k se nazyva stupéi rozsiteni a znali se [K : k.
Libovolna baze K nad k se nazyva baze rozsiteni K /k.

Véta 1. Necht L je mezitéleso rozsiteni K /k. Rozsiteni K/k je konefné, pravé
kdy?7 jsou obé rozsiteni K/L i L/k konefna. V tomto pfipadé plati

(K : k] =[K: L]|[L: k.

Dukaz. Necht ay,...,a,, je baze K/L, 1, ..., 3, baze L/k. Snadno se dokéze,
ze souciny «o;3;, i € {1,...,m}, j € {1,...,n} tvoii bazi K /k.

Necht K/k je rozsifeni. Prvek a € K se nazyva algebraicky nad k, existuje-
li nenulovy polynom f(t) € k[t], jehoZz kofenem je «. Mezi vSemi normovanymi
polynomy z k[t], jejichZ kofenem je «, vyberme polynom ¢, (¢) nejmensiho stupné.
Protoze kazdy takovy f(t) je délitelny polynomem ¢, (t) (v opafném piipadé by
nenulovy zbytek po déleni f(¢) polynomem ¢, () mél kofen o a stupein mensi nez
©va(t)), je touto podminkou polynom ¢, (t) uréen jednoznaéné. Nazyva se minimalni
polynom prvku a nad k. Minimalni polynom je vzdy ireducibilni, nebot z rozkladu
0o (t) = g(t)h(t) plyne, Ze « je kofenem bud g(t) nebo h(t). Libovolny prvek o € k
je algebraicky nad k, jeho minimalni polynom je t — . Prvek £ € K, ktery neni
algebraicky nad k£, se nazyva transcendentni nad K.

Priklad. Naleznéte minimalni polynom ¢, ¢sla a = /2 + /2 nad Q.

Reseni. Plati (a? —2)? = 2. Je tedy «a kofenem polynomu z* — 422 + 2, ktery je
ireducibilni podle Eisensteinova kriteria, proto je to hledany minimalni polynom.

Cviceni 1. Naleznéte minimalni polynom ¢, ¢isla a = V2 + V3.
Rozsiteni K /k se nazyva algebraické, je-li kazdé o € K algebraické nad k.
Véta 2. Libovolné kone¢né rozsiteni K /k je algebraické.

Dukaz. Necht n = [K : k|. Libovolnych n + 1 prvki télesa K pak musi byt
k-linedrné zavislych, proto pro libovolné o € K existuje k-linedrni zavislost mezi
prvky 1,a,0?,...,a", tedy existuje v k[t] nenulovy polynom stupné nejvyse n,
jehoz je a kotenem.

Véta 3. Necht prvek a rozsiteni K /k je algebraicky nad & a necht jeho minimAlni
polynom ¢, (t) méa stupeit m. Pak prvky 1,a,a?,...,a™~! jsou k hnearne nezavislé
a vSechny jejich k-linearni kombinace ag + aja + - - + @, —10™ ™! s koeficienty z k
tvori mezitéleso, oznacované k(«). Rozsiteni k(«)/k je koneéné a ma stupein m.

Dukaz. Ziejmé je popsané k(«) okruh: je-li r(¢) zbytek po déleni souc¢inu poly-
nomu f(t),g(t) € k[t] polynomem ¢, (t), pak r(a) = f(a)g(a) a r(«) je uvedeného
tvaru. Je-li f(t) € k[t], f(a) # 0, pak f(t) a ¢ (t) jsou nesoudélné polynomy,
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existuji tedy z Bezoutovy rovnosti polynomy ¢(t),h(t) € k[t] tak, ze f(t)g(t) +
0o (t)h(t) =1, odkud ﬁa) = g(a).
Definice. Rozsifeni k(a)/k se nazyva jednoduché rozsifeni.

Poznamka. Necht aq, ..., a, je konecény systém prvki télesa K, které jsou vSe-
chny algebraické nad k; necht my,...,m, jsou stupné jejich minimalnich polynomt
vzhledem ke k. Pak mnozina vSech k-linearnich kombinaci prvki

alt...ake 0<ry<my,...,0<rs; < myg)

tvori mezitéleso rozsiteni K /k, které oznacujeme k(ay,...as ). Jde vlastné o téleso
k(ay)...(as). Jeho stupeli nad k neni vétsi nez my ...ms.

Libovolné mezitéleso L rozsiteni K /k takové, Ze L/k je konefné, je mozné zapsat
ve tvaru k(ayq,...as) pro vhodné aq, ... as.

Véta 4 (obecnéji nez v B-S). Necht o : k; — ks je izomorfismus téles, K1 /kq,
K5 /kq rozsiteni téles. Pro i=1,2 necht je zvolen prvek 0; € K; algebraicky nad k;,
pricemz ¢p, = o(pp,). Pak existuje jediny izomorfismus 7 : k1(01) — ko(02) s
vlastnosti 7|, = o a 7(01) = 0>.

Dikaz. Je-li m = st gy, , pak

k(@l) = {ao +a10; +---+ am_1971n_1|a0, e, 1 € k}
pricemz nutné
T(ao + a191 R am_lﬁin_l) = O'(ao) + a(a1)92 + -+ a(am_l)%"_l.

Protoze g, = o(pg,), je T poZzadovany izomorfismus.

Doted byla zkoumana rozsifeni, obsazena v néjakém velkém predem daném té-

lese. Nyni prejdéme k otazce konstrukce konec¢ného rozsireni nad fixovanym télesem
k.

Véta 5. Necht k je téleso. Pro libovolny ireducibilni polynom ¢(¢) nad k stupné
n existuje kone¢né rozgiteni K /k stupné n, ve kterém ma polynom ¢(t) kofen.
A7 na izomorfismus, nechavajici prvky k& na misté, je toto rozsifeni K /k urceno
jednoznacné. Je-li o € K, p(a) =0, pak K = k(«).

Dukaz. Je-li ¢(t) ireducibilni polynom klt], je hlavni idedl I = ((t)) maximéalni
idedl v k[t], a tedy K = k[t]/I je t&leso. Po nalezité identifikaci jde o rozsifeni k,
pricemz p(t + I) = ¢(t) + I =0+ I = 0. Jednoznacnost plyne z véty 4.

Dusledek. Pro libovolny polynom f(t) € k[t] existuje rozsiteni K /k, ve kterém
se f(t) rozklada na linearni faktory.

Definice. Necht f(t) € k[t]. Rozsifeni K télesa k se nazyva rozkladové téleso f
nad k, jestlize plati
1. f se v K rozkldda na linearni faktory,

2. je-li M mezitéleso K/k takové, ze f se v M rozkladd na linedrni faktory, pak

M =K.

Poznamka: Rozkladové téleso f nad k je nad k generovano vSemi kofeny f.
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Tvrzeni o izomorfismu rozkladovych téles: Necht o : k; — ko je izo-
morfismus téles, f1(t) € ki[t], f2(t) € k2t] takové, Ze o(f1) = fo. Proi = 1,2
necht K; je rozkladové téleso f; nad k;. Pak existuje, ne nutné jediny, izomorfismus
7: K1 — Ky s vlastnosti 7|, = 0.

Ddtkaz plyne indukcei z véty 4.

Téleso, nad kterym neexistuji konec¢na rozsireni stupné vétsiho nez 1, se nazyva
algebraicky uzaviené.

Definice. Necht K /k je kone¢né rozsifeni stupné n. Pro libovolné o € K prifa-
zeni £ — o definuje linedrni transformaci K (jakoZto vektorového prostoru nad k).
Charakteristicky polynom f,(t) této linearni transformace se nazyva téz charak-
teristicky polynom prvku a vzhledem ke K/k. Je-li 3y,..., 3, baze rozsiteni K/k,
a plati-li

(*) aBi = aijB;, aij €k,
=1

pak dle definice f,(t) = det(tE—(a;;)), kde E je jednotkova matice fadu n. Snadno
se overi, 7ze f,(t) nezavisi na volbé baze rozsiteni K/k.

Véta 6. Necht K /k je konetné rozsiteni, a € K. Charakteristicky polynom f,(t)
prvku « vzhledem ke K /k je mocninou jeho minimélniho polynomu ¢, (¢) prvku «
nad k.

Dtikaz. Necht o, (t) = t™ + cit™ 1 4+ -+ -+ ¢,,. Dle véty 3 je 1,a,a?,...,a™ 1
baze k(«)/k. Necht 1, ..., 3s je néjaka baze K/k(«). Dle dikazu véty 1 je

-1 —1
ﬁlvaﬁlv"'aam ﬁlv"'aﬂsvaﬁsa"'vam ﬁs

bazi K /k. Matici linearni transformace & — o€ bude v této bazi blokové diagonalni
matice, majici na diagondale s stejnych bloki

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1
—Cm —Cm—1 —Cm—2 SN —C9 —C1

Snadno se spo¢ita, ze charakteristicky mnohoclen takového bloku je pravé ¢, (t).
Odtud plyne véta.

Definice. Determinant det(a;;) matice (a;;) z vyjadfeni (*) se nazyva norma,
a jeji stopa Sp(a;;) = Y .i_, a; se nazyva stopa prvku a € K vzhledem k rozsifeni
K/k. Normu a stopu budeme oznacovat Ny /p(a) a Spy ().

Snadno se ovéti, Ze Ny p(a) ani Spy (o) nezavisi na volbé baze 3i,..., 5,
rozsiteni K /k. Pro a € k je matice linearni transformace £ — a& rovna diagondlni
matici aF. Proto pro a € k plati Ni/i(a) = a™ a Spy,,(a) = na. Protoze pti
slozeni, resp. secteni, linearnich transformaci se jejich matice (ve zvolené pevné
bazi) nasobi, resp. s¢itaji, pro libovolné «, 5 € K plati

Ngi(afB) = Nije(a) Niyi(5), SPi/k(aB) = Spg /i (@) + S/ (B).
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Matici linearni transformace £ — aaf, kde a € k, a € K, je mozné z matice linearni
transformace & — af ziskat vynasobenim celé matice prvkem a. Proto pro a € k,
a € K, plati

SPi/r(aa) = aSpy ().

Pro a # 0 je ziejmé zobrazeni { — af bijektivni a proto N /i, (a) # 0. Ukézali jsme,
ze zobrazeni o — N /i () je homomorfismem multiplikativni grupy K> télesa K
do multiplikativni grupy £* télesa k, kdezto zobrazeni o — Spy; /k(a) je linedrni
zobrazeni K do k (kde K i k chapeme jako vektorové prostory nad k) neboli linearni
funkce na vektorovém prostoru K nad k£ s hodnotami v k.

Véta 7. Necht M /k je rozsiteni, v némz se charakteristicky polynom f, () prvku
a € K vzhledem ke konenému rozsiteni K /k zcela rozklada na linearni faktory:

falt)=(t—ay)...(t —an).
Pak plati

Nieyr(a) = Haz‘, SpK/k(O‘) = Zoéi
=1 =1

Ditkaz. Je-li f,(t) = det(tE—(a;;)) = t"+a1t" "' +-+ -+an, pak a; = — Sp(a;;),
a, = (—1)"det(a;;). Véta plyne z Viétovych vztaht.

Véta 8. V oznaleni véty 7 pro libovolny v = g(a) € K, kde g(t) € k[t], plati, Ze
jeho charakteristicky polynom f.(t) se v télese M rozklada ve tvaru

f1(#) =t =g(a1))...(t = g(an)).

Ddkaz. Nejprve si vSimnéme, 7ze z hlavni véty o symetrickych polynomech plyne,
ze kazdy koeficient polynomu

(**) (t —g(ar)) ... (t = g(an))

jakozto hodnota symetrického polynomu s koeficienty v k v prvcich aq, ..., a, patii
do k (hodnoty elementérnich symetrickych polynomt v prveich oy, ..., ay, jsou po-
dle Viétovych vztahi az na znaménka koeficienty polynomu f,(t) € k[t]). Necht
¢~ (t) je minimalni polynom prvku v nad k. Jestlize na rovnost ¢-(g(a)) = 0 ap-
likujeme izomorfismus k() — k(ay), pii kterém a — «; a prvky k zistavaji na
misté, dostaneme ¢~ (g(a;)) = 0. Proto kazdy z kofent polynomu (**) je kofenem
ireducibilniho polynomu ¢, (t), odkud plyne, Ze polynom (**) je mocninou poly-
nomu ., (t). Nyni sta¢i uzit vétu 6 a porovnat stupné polynomd.

Necht M je mezitéleso kone¢ného rozsiteni K /k. Zvolme bazi wy, . . ., w,, rozsiFeni
M/k a bazi 04,...,0,, rozsiteni K /M. Pro libovolné v € K vyjadreme

m
79]' = Zajsﬁs Qjs € [X,,
s=1

n
QjsW; = E QjsirWr Qjsir € k.
r=1
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Protoze
m n
Yw;il; = E g ajsirwrls,
s=1r=1

plati Spye/p(v) = 3205, 25— ajjii- Na druhou stranu také plati

SPM/k<SpK/M(’Y)) = SpM/k(Z ajj) = Z Zajjii-
j=1

=1 j=1

Pro libovolné v € K tedy mame
SPr/k(7) = SParsi (SPrc /s (7))

Poznamka. Analogicky vzorec plati také pro normy: je-li M mezitéleso rozsireni
K/k, pak pro libovolné v € K plati N /x(v) = Nar/e(Nr/ar (7)) Dikaz tohoto

vvvvvv

vhodné nejprve tvrzeni dokazat v pripadé, kdy je M jednoduché rozsiteni k.)

Definice. Rozsiteni K /k se nazyva separabilni, jestlize linedrni funkce & ~—
SPx/k(§) na vektorovém prostoru K nad k nenf identicky nulovd, tj. existuje-li
néjaké £ € K s vlastnosti Spy /. (§) # 0.

Jelikoz jediny nenulovy podprostor vektorového prostoru k nad £ je celé k, z
poznamky pied vétou 7 snadno plyne, Ze je-li K/k separabilni, pak linearni funkce
o + Spgi(a) je surjektivni. Proto pro libovolné mezitéleso M konecného rozsi-
feni K/k plati, ze K/k je separabilni pravé kdyz jsou obé& rozsiteni K/M a M/k
separabilni.

Je-li K/k konecné rozsifeni a je-li charakteristika télesa k& rovna nule, plati
SpPg /(1) = [K : k] # 0. Libovolné koneéné rozsifeni télesa k charakteristiky nula
je tedy separabilni. Totéz plati pro konecna rozsiteni télesa charakteristiky p # 0,
jejichz stupen neni délitelny p.

Zvolme v kone¢ném separabilnim rozsiteni K /k bazi wy, .. .,w, asestavime matici

(SPK/k(Wiwj))i,je{L...,n}'

Dokazme sporem, zZe tato matice je regularni. Pfedpokladejme tedy, Ze je singularni.
Pak existuji cq,...,c, € k, ne vSechny nulové, tak, ze

Z ¢j SPp(wiw;) = 0

i=1
pro viechna i = 1,...,n. Polozme v = """, ¢;w;. Pfedchozi rovnost pak lze psat ve
tvaru Sp(yw;) = 0 pro vSechna i = 1,...,n. Protoze v # 0 (pfipomenime, Ze piipad
c1 = -+ = ¢, = 0 byl vyloucen), pro libovolné £ € K lze psat Eéy~' = >0 | aw;

pro vhodné a; € k. Pak ovSem

n n

SPK/k(ﬁ) = Sp]{/k(z aiwﬂ) = Z @; SPK/k(WW) =0,
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COZ je spor.

Definice. Determinant
det (SpK/k(wiwj»i,jeu,...,n}

se nazyva diskriminant baze wy, ..., w, konefného separabilniho rozsiteni K/k a
znall se D(wi, ..., wn).

Cvideni 2: Jsou-li wy,...,w, a wi,...,w, dvé baze konefného separabilniho
D(wy,...,w.)
D(w1,...,wn)

Zvolme v kone¢ném separabilnim rozsiteni K /k pevné bazi wy,...,w,. Pro li-
bovolné prvky ci,...,c, € k existuje jediné a € K takové, Ze Spy (wia) = ¢;

rozsiteni K/k, pak je druh& mocnina nenulového prvku z k. Dokazte.

pro kazdé i = 1,...,n. Skuten&, napiSeme-li a ve tvaru o = 37| x;w;, predchozi
podminky znamenaji, ze x; jsou TeSenim soustavy n linearnich rovnic o n nezna-
mych, pficemz determinant matice soustavy je D(wi,...,w,) # 0. Specialné, v K
1ze najit jednozna¢né urcené prvky wi,...,w* tak, ze pro libovolné i, j € {1,...,n}
plati

1 proi=j,

0 proi#j.

Snadno se dokaze linedrni nezavislost prvkia wy, ..., w;.

SPK/k(WiW;) = {

Definice. Baze w?,...,w; konecného separabilniho rozsiteni K /k urcené piede-
Slou konstrukei se nazyva dualni bazi k bazi wy,...,w,.

Cviceni 3: Necht K /k je kone¢né separabilni rozsifeni a ¢ je linedarni funkce na
vektorovém prostoru A nad k. Dokazte, zZe pak existuje, a to jediné, a € K tak, ze
pro libovolné 0 € K plati ©(0) = Spg/,.(af).

Duéalni baze umoznuje zapsat explicitné koeficienty a; € k z vyjadieni a =
S, a;w;. Snadno se ovél, ze a; = Sp(aw}) pro libovolné i = 1,...,n.

Piedpokladejme, Ze K/k je separabilni rozsifeni a Ze minimélni polynom né&ja-
kého algebraického prvku o € K nad k se v néjakém rozsiteni M /k, jehoZ mezité-
lesem je K, rozklada na linearni Cinitele:

Yalt)=(t —ay)...(t —ay).

Pak je k(«)/k kone¢né separabilni rozsifeni a z vét 7 a 8 plyne

SPh(ay/k(a”) = Zo/s"
s=1

m

pro libovolné piirozené &islo r. Proto pro diskriminant baze 1, a,...,a™ ! plati

D(1,a,...,a™ ") = det(Spy(ay (O ), ety

s=1

= det(al) - det(ad) = H (i — ;).

1<i<j<n
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Jelikoz D # 0, plati a; # ;. Dokézali jsme nésledujici vysledek.

Véta 9. Minimalni polynom libovolného algebraického prvku ze separabilniho
rozsiteni nemé nasobné koreny.

Poznamka. Pravé vlastnost zminéna ve vété 9 vysvétluje, pro¢ se uziva termin
,separabilni“: kofeny minimalniho polynomu miiZeme od sebe separovat.

Priiklad. Uvedme si priklad néjakého kone¢ného rozsifeni, které neni separabilni.
U7 vime, Ze musime uvazit néjaké téleso charakteristiky p # 0 a Ze stupen rozsiteni
musi byt délitelny p. Zvolme prvocislo p libovolné a oznaéme F, = Z/pZ. Necht

k je téleso racionalnich funkci nad F, (tj. libovolny prvek t&lesa k je podilem £ gj;“;

vhodnych dvou polynomi f(x),g(x) € F,[z], g(x) # 0). Pak polynom ¢(t) =
f(=)

porovnejte stupné polynomil). Ozna¢me K jeho rozkladovg(téleso nad k. Pak o(t)
ma v K néjaky koten £ a plati ¢(t) = (t—&)P, nebot prislusné binomické koeficienty
jsou délitelné p a tedy jsou rovny nule v k. Je tedy miniméalni polynom prvku & nad
k alespon druhou mocninou polynomu ¢ — £ a tedy ma nasobné koreny. Rozsiteni
K /k tedy neni separabilni. (Snadno lze téz ukazat, ze p(t) je ireducibilni nad k.)

tP — x je nema v k koten (predpokladejte kotfen ve tvaru , dosadte, upravte a

Cviceni 4: Dokazte, Ze je-li K/k konecné rozsifeni takové, ze pro kazdé a € K
minimalni polynom ¢, ma ve svém rozkladovém télese nad k£ pouze jednoduché
koteny, pak je K /k separabilni.

Véta 10. Kazdé konetné separabilni rozsiteni K /k je jednoduché, tj. existuje
v € K tak, 7e K = k(7).

Ddtkaz. Je-li k£ konec¢né, je i I konecné a jeho multiplikativni grupa je cyklicka.
Za 7y lze vzit generator této cyklické grupy.

Necht je k nekone¢né. Omezime se na adjunkei dvou prvki (déle indukef). Necht
tedy K = k(o 3) a necht L je rozkladové téleso polynomu ¢, s nad K. Pak v L
existuje rozklad

pult) = (t—ar)...(t —ay),
ps(t) =(t—=51)...(t=Br),

kde ay = o a 1 = B. Navic a; # o a 3; # (; kdykoli ¢ # j. Protoze je k
nekonecné, existuje ¢ € k tak, ze v = a4+ ¢ # «o; + ¢f;, jestlize (i,7) # (1,1).
Necht M = k(vy) C K. Polozme ¢(t) = po(y—ct) € M[t]. Pak ¢(5) =0 a tedy ¢ a
©p jsou soudélné. Je-lii # 1, je ¢(5;) # 0 a tedy nejvétsi spolecny délitel polynomt
Y a pg je polynom t — € MJt]. Odtud f € M a také a = v — ¢ € M. Tedy
K = k(a,8) C M, tj. K = k(7).

Véta 11. Pro libovolné kone¢né separabilni rozsiteni K /k stupné n existuje pravé
n (a ne vicel) vnoteni (tj. injektivnich homomorfismi) do vhodného rozsireni M /k,
pii kterych se kazdy prvek z k zobrazi na sebe. Jsou-li oq,...,0, tato vnofeni,
pak pro libovolné a € K se jeho charakteristicky polynom f,(¢) v M rozklad4 na
linearni ¢initele takto:

falt) =(t—o01(a))...(t — on()).

Dukaz. Podle véty 10 existuje v € K tak, Ze K = k(). Necht M je rozkladové
téleso minimalniho polynomu ¢ (¢) prvku . Libovolné vnofeni KX — M nechavajici
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prvky télesa k na misté je urceno obrazem prvku 7, ktery se miize zobrazit pouze
na néktery (avSak dle véty 4 na jakykoli) z n riznych (dle véty 9) kofent vy, ..., n
polynomu ¢ (t). Podle véty 6 je charakteristicky polynom

fa(t) = @5 (t) = (t =71) - (E = ),

pricemz pii vhodném oznaceni vnoieni o1,...,0, plati o;(v) = ~; pro kazdé i =
1,...,n. Necht nyni o € K je libovolné. Pak eX1stUJe g(t) € kt] tak 7e a = g(y).
Potom pro kazdé i = 1,...,n plati g(v;) = g(o:(v)) = 0i(g9(v)) = oi(a) a tvar
rozkladu charakteristického polynomu f, (t) plyne z véty 8.

Ddsledek 1. V oznaceni véty 11 plati

NK/k HUz SPK/k ZUz

Ddsledek 2. Pro libovolné konec¢né rozsiteni télesa racionalnich ¢isel existuje
pravé n riznych vnoreni do télesa komplexnich ¢isel.

2. Normalni rozsireni a Galoisova korespondence

Definice: Rozsiteni K /k se nazyva normélni, jestlize kazdy ireducibilni polynom
f € k[t], ktery ma v K kofen, se v K rozklada na linearni faktory.

Véta 1. Rozsiteni K/k je konetné a normélni, pravé kdyz je K rozkladové téleso
néjakého polynomu nad k.

Dukaz. Je-li K/k konetné, je K = k(ay,...,as), z normality plyne, Ze K je
rozkladové téleso polynomu ¢, ...¢...

Naopak, necht je K rozkladové téleso néjakého polynomu f nad k. Zvolme o €
K, pak ¢, se rozklada na linearni faktory ve svém rozkladovém télese L nad K:
Ya(t) = (t —ay)...(t — ay), kde @ = «ay. Budeme hotovi, ukdzeme-li, Ze a; € K
pro libovolné i = 2,...,n. Dle véty 4 existuje izomorfismus o : k(ay) — k(a;) s
vlastnosti o], = idx a o(a1) = «a;, mimo jiné tedy plati [k(ay) : k] = [k(a;) : k]
Pak K = K(a1) je rozkladové téleso polynomu f nad k(a;) a K(«a;) je rozkladové
téleso polynomu f nad k(a;). OvSem o(f) = f a tedy podle tvrzeni o izomorfismu
rozkladovych téles existuje izomorfismus 7 : K — K(a;) s vlastnosti 7{,) = 0.
Proto [K : k(o)) = [K(a) : k(a;)]. Odtud [K(a;) : K] = Eledtfaolladit]
[K:k(on)][k(o):k

[k k]

Cvic¢eni 5. Rozhodnéte, zda rozsifeni Q(a)/Q, kde a = /2 + /2, je normalni.

Véta 2. Necht M je mezitéleso kone¢ného normalniho rozsiteni K /k a necht
7: M — K je vnofeni s vlastnosti 7|, = idy. Pak existuje izomorfismus o : K — K
takovy, ze o|y = T.

Ddtkaz. Podle véty 1 je K rozkladové téleso néjakého polynomu f nad k, a tedy
i rozkladové téleso polynomu f nad M i nad 7(M). Pfitom 7(f) = f. Stadi uzit
tvrzeni o izomorfismu rozkladovych téles.

I — 1, a tedy o; € K.

Véta 3. Necht K/k je koneéné normalni rozsiteni a necht «, ( jsou kofeny
néjakého ireducibilniho polynomu nad k. Pak existuje automorfismus 7 télesa K s
vlastnosti 7|, = id; a 7(a) = .
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Dukaz. Podle véty 4 z prvni kapitoly existuje izomorfismus o : k(o) — k()
takovy, ze ol = idy a o(a) = 3. Stadi uzit vétu 2.

Definice: Necht K /k je algebraické rozsiteni. Normélni uzavér rozsiteni K /k je
rozsiteni N télesa K takové, ze plati
1. N/k je normaélni,
2. je-li M mezitéleso N/K takové, ze M/k je normalni, pak M = N.

Véta 4. Necht K/k je konetné rozsifeni. Pak existuje normalni uzavér N roz-
Siteni K /k, ktery je konednym rozsifenim télesa k. Je-li M jiny normélni uzdvér
rozsiteni K /k, pak existuje izomorfismus 7: N — M s vlastnosti 7| = idg.

Dukaz. Necht K = k(ayq,...,a,). Snadno se ovéfi, ze rozkladové téleso N po-
lynomu f = @a, ...¢a, nad k je normalni uzavér rozsireni K/k. Naopak, je-li M
normélni uzavér rozsiteni K /k, musi obsahovat rozkladové téleso polynomu f nad
k, které je normalnim rozsitenim k. Véta plyne z tvrzeni o izomorfismu rozkladovych
téles (ktera jsou také rozkladova télesa nad K).

Cviceni 6. Naleznéte normalni uzavér rozsiteni Q(V/2)/Q.

Lemma 1. Necht £ C K C N C M jsou télesa, pficemz K /k je konetné rozsireni
a N je normdlni uzavér rozsifeni K /k. Necht 7 : K — M je vnofeni s vlastnosti
7|k = idg. Pak 7(K) C N.

Dikaz. Necht a € K. Pak 0 = 7(¢a(a)) = ¢a(7()), a tedy 7(a) € N.

Véta 5. Necht K /k je kone¢né rozsiteni. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. K/k je normélni,

2. existuje normalni rozsifenim N/k s mezitélesem K takové, Ze pro kazdé vnofeni

7: K — N s vlastnosti 7|, = id, plati 7(K) = K,

3. pro kazdé rozsitenim M/k s mezitélesem K a kazdé vnofeni 7 : K — M s

vlastnosti 7|, = id, plati 7(K) = K.

Dikaz. (1) = (3): Plyne z pfedchoziho lemmatu, nebot [7(K) : k] = [K : k].

(3) = (2): Sta¢i za M vzit normalni uzavér K /k, jehoZ existenci zarucuje véta
3.

(2) = (1): Pro libovolné o € K a libovolny koten /3 polynomu ¢, plati 3 € N.
Podle véty 3 existuje automorfismus 7 télesa N s vlastnosti 7|, = idy a 7(a) = 5.
Aplikaci podminky (2) na 7|k dostavame 3 = 7(«a) € K.

Definice. Rozsiteni téles K/k se nazyva Galoisovo, je-li koneéné, normalni a
separabilni. Pro Galoisova rozsifeni definujeme Galoisovu grupu Gal(K/k) jako
grupu vSech automorfismi 7 télesa K s vlastnosti 7|, = id.

Lemma 2. Necht K /k je Galoisovo rozsifeni. Pak plati | Gal(K/k)| = [K : k].
Ddtkaz. Plyne z véty 11 prvni kapitoly a véty 5.
Cvi€eni 7. Necht L je mezitéleso rozsiteni K /k. Rozhodnéte, zda plati:

(a) je-li K/k Galoisovo, pak je L/k Galoisovo;

(b) je-li K/k Galoisovo, pak je K/L Galoisovo;

(c) jsou-li K/L i L/k obé Galoisova, pak je K /k Galoisovo.

Cviceni 8. Rozhodnéte, zda plati: je-li N normalni uzavér kone¢ného separabil-
niho rozsiveni K /k, pak je N/k Galoisovo.

Lemma 3. (Dedekind) Necht K a L jsou télesa. Pak libovolnd mnoZina rtiz-
nych vnotfeni K — L je linedrné nezavisla nad L.
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Ddtkaz. Predpokladejme, Ze Aq,..., A\, jsou rizna vnoteni X — L, ktera jsou
nad L linedrné zavisla, ale jakychkoli n — 1 z nich uz je linedrné nezavislych nad L.
Existuji tedy nenulova aq,...,a, € L tak, ze pro kazdé o € K plati

al/\l(Oé> + -+ an)\n(a) = 0.
Existuje 3 € K tak, ze A\{(3) # \.(3). Proto 3 # 0. Navic pro aff € K plati
ar A (af) + - -+ ap A, (af) =0,

tedy
a1 A (@)A1 (B) + - + an A (@)X (B) =0,
odectenim od Ay (/3)-nasobku prvni rovnice dostavame spor.

Véta 6. Necht G je konecna podgrupa grupy automorfismu télesa K a necht
k={ae€ K;VoeG: o(a)=a}.

Pak plati [K : k] = |G].

Dikaz. Necht G = {o4,...,0,}.

1. Predpokladejme, 7e [K : k] < n. Necht zq,...,x,, je baze K nad k. Jisté
existuji y1,...,y, € K ne vSechny nulové tak, ze pro kazdé j =1,..., m plati

Z ai(a:j)yi =0.
i=1

Pro libovolné a € K existuji aq,...,a, € k tak, Ze a = Z;n:l ajx;. Pak plati

iai(a)yi = Xn:O'i (i: ajxj>y,~ = zn:f:ajai(xj)yi =0,

=1 i=1 j=1

co7 je spor s lemmatem 3.

2. Predpokladejme, Ze [K : k] > n. Polozme m = n+ 1 a zvolme libovolné prvky
T1,y...,Tym € K linedarné nezavislé nad k. Jisté existuji y1,...,y»n € K ne vSechny
nulové tak, ze pro kazdé i = 1,...,n plati

> oi(xj)y; = 0.
j=1

Pripadnou zménou yq,..., ¥, € K a zdménou indext prvka zq,...,x,, lze dosih-
nout toho, ze y1 #0, ..., yr #0, Ypp1 =+ = ym = 0 a Ze r je s touto vlastnosti
nejmensi mozné. Pro kazdé o € G tedy plati

T

(*) > o(x)y; =0.

j=1
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Zvolme 7 € GG libovolné a aplikujme jej na posledni rovnost. Dostaneme

r

> (1) (aj)7(y;) = 0.

i=1

Kazdy automorfismus v G lze napsat ve tvaru 7o pro néjaké o € GG, podle predchozi

rovnosti tedy
T

> olz)r(y;) =0

j=1

pro kazdé o € G. Odectenim y,.-ndsobku této rovnosti od 7(y,)-ndsobku rovnosti
(*), dostaneme
1
o (x;)(T(yr)y; — yr7(y;)) = 0,
1

r

J
coz podle definice ¢isla r je mozné jen, je-li
T(yr)y; — yr7(y;) =0
pro kazdé j =1,...,r — 1, tj.
Ty ') = vy,

Pfitom bylo 7 € G libovolné a tedy z; = y;y- ' € k pro kazdé j = 1,...,r.
Dosazenim do (*) pro o = id | ¢ dostaneme

”
E Tjz; = 0,
j=1

coz je spor s linearni nezavislosti xq,...,x, nad k.
Cviceni 9. V oznaceni véty 6: dokazte, 7e K /k je Galoisovo.

Poznamka. Predchozi cviceni (spolu s vétou 6) umoziiuje nésledujici charak-
terizaci Galoisovych rozsiteni (kterd je nékdy v literatufe uzivana jako definice
Galoisova rozsifeni): koneéné rozsiteni stupné n je Galoisovo, pravé kdyz existuje
n riznych automorfismii télesa K, jejichz restrikce na k je identita.

Definice. Necht K /k je Galoisovo rozsifeni. Ozna¢me G = Gal(K/k). Je-li H
podgrupa G, ozna¢me

Ht={acK; Vo€ H: o(a) =al}.

Jisté je HL podtéleso télesa K obsahujici k; nazyva se téleso fixované H. Je-li L
mezitéleso K /k, ozna¢me

LT ={0€G; VacL: o(a)=al.

Jisté je L+ podgrupa grupy G; nazyva se podgrupa fixujici L.
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Definice. Necht Ly, Lo jsou mezitélesa rozsiteni K /k. Kompozitem téles Ly, Lo
nazveme nejmensi podtéleso télesa K obsahujici L1 U Ly. Znac¢ime LqLo.

Poznamka. Kompozitum lze definovat i pro dvé rozsiteni L /k, Lo/k, z nichZ
aspon jedno je konec¢né a normalni; pak je urceno jednoznacné az na izomorfismus.

Hlavni véta Galoisovy teorie. Necht K/k je Galoisovo rozsifeni. Oznacme
F mnozinu v8ech mezitéles rozsifeni K /k a G mnozinu vSech podgrup grupy G =
Gal(K /k). Pak plati:

1. VySe popsand zobrazeni H — H* a L — L* jsou navzajem inverzni bijekce
mezi F a G, pricemz pro libovolné Hq, Hy € G plati

H, C Hy, <= H{" D Hj;.
2. Jsou-li Ly, Ly € F, pak
(LiLo)t = LinLy,  (LinLa)t=(LiULy),

kde (H) znac¢i podgrupu generovanou mnozinou H C G.
3. Je-li L € F, pak al
G
. —|rt . —
[K: L) =|L|, [L.k‘]—|LL|.

4. Je-li L € F, pak L/k je normalni rozsiteni, pravé kdy# L+ je normélni podgrupa
grupy G (v obvyklém smyslu teorie grup).

5. Je-li L € F a L/k je normélni rozsifeni, pak Gal(L/k) je izomorfni s faktorgrupou
G/L*, pficem? izomorfismus je indukovan homomorfismem, ktery o € G zobrazi
na ol|r, € Gal(L/k).

Dukaz. 1. Necht L € F, pak K /L je konecné, separabilni (viz poznamku v prvni
kapitole) a normalni (plyne nap¥. z véty 1), tedy Galoisovo, pritom Gal(K /L) = L*.
Jisté L C (LY)L. Dle véty 6 plati [K : (LY)L] = |[LL] = | Gal(K/L)| = [K : L], kde
posledni rovnost plyne z lemmatu 2. Proto L = (L1)+.

Necht H € G. Jisté¢ H C (H1)1. Z vyge dokdzaného H+ = ((H+)+)L. Dle véty
6 plati |H| = [K : HY] = [K : (HY)1Y)Y] = |(HY)1]. Proto H = (H+)*.

Z¥ejmé z Hy C Ho plyne Hi- O H3 a odtud zase (Hi-)* C (H3)t. Staci uzit
rovnost H = (H+)*.

2. Dokézali jsme, Ze svazy (F,C) a (G, C) jsou antiizomorfni. Sta¢i si uvédomit,
ze supremum ve svazu (F, C) odpovida kompozitu téles a ve svazu (G, C) podgrupé
generované sjednocenim.

3. Prvni rovnost je lemma 2, pro druhou stac¢i uzit vétu 1 z prvni kapitoly.

4. Pro libovolné 7 € G a libovolné M € F dokazme (7(M))+ = 7M+771. Z tim
ucelem ozna¢me M' = 7(M). Pro libovolné o € M' existuje f € M s vlastnosti
a = 7(). Pro kazdé o € M+ pak plati To7—1(a) = a, a tedy TML7=1 C (M')L.
Podobné 7=1(M'")tr C M~. Dohromady rovnost.

Je-li tedy L/k normalni rozsifeni, pak podle véty 5 je 7(L) = L pro kazdé T € G,
a tedy L+ je normalni podgrupa grupy G.

Naopak, necht L+ je normélni podgrupa grupy G. UZijeme vétu 5. Zvolme libo-
volné vnoteni 7 : L — K spliwjici 7|, = idg. Podle véty 2 existuje o € G tak, Ze
o|r, = 7. Podle vy$e dokdzaného (o(L))t = cL+o~! = L+, nebot L+ je normalni



3. NECO O OBORECH INTEGRITY 13

podgrupa. Podle ¢asti 1 této véty to znamend o(L) = L, odkud 7(L) = L. Z véty
5 vysledek.

5. Oznalme G’ = Gal(L/k). Uvazme zobrazeni ¢ : G — G’ dané restrikei, tj.
¢(0) = o|r pro o € G. Ziejmé je » homomorfismus, ktery je podle véty 2 surjektivni.
Jadrem homomorfismu je ziejmé L.

Cviceni 10. Popiste Galoisovu grupu norméalniho uzavéru N rozsifeni:
(a) Q(V2)/Q,
(b) Q(V2)/Q.
Cviceni 11. Necht K/k je Galoisovo rozsiteni takové, ze Gal(K /k) je komuta-
tivni. Dokazte, 7e pak pro libovolnd mezitélesa Ly, Lo rozsifeni K /k plati

[LlLQ : k][Ll N LQ : k] == [Ll : k][LQ : k]
Je predpoklad o komutativité nutny?

3. Néco o oborech integrity
(dle Borevice-Safarevice, alg. dopInék, §3, ¢ast 3)

Definice. Necht R je podokruh télesa K. Prvek o € K se nazyva cely vzhledem
k R, je-li kofenem vhodného normovaného polynomu s koeficienty z okruhu R.

Ziejmé libovolny prvek z R je cely vzhledem k R.

Definice. Necht R je podokruh télesa K, necht a,...,a, € K. Mnozinu vSech
linearnich kombinaci

a1y + -+ ApQp,

kde ay,...,a, € R, se nazyva R-modul v K s kone¢nym poctem generatort, prvky
ai, ..., Q, se nazyvaji generatory tohoto R-modulu.

Véta 1. Je-li R-modul s kone¢nym poctem generatort soucasné okruhem, pak
je libovolny jeho prvek cely vzhledem k R.

Dukaz. Necht aq,...,a, jsou generatory modulu M, ktery je okruhem, necht
B € M je libovolné. ProtoZze Sa; € M pro libovolné i = 1,...,n, existuji a;; € R

tak, 7e
n
ﬁai: E aijozj
i=1

kazdé i = 1,...,n. Odtud plyne det(SE — (a;;)) = 0, kde E' je jednotkova matice
n-tého fadu. Je tedy [ kofenem normovaného polynomu det(tE — (a;;)) € R]t].
Definice. Necht R je podokruh télesa K. Mnozina vSech prvki o € K, které
jsou celé vzhledem k R, se nazyva cely uzavér okruhu R v télese K. Okruh R se
nazyva celouzavieny v K, splyva-li se svym celym uzavérem v K.
Véta 2. Necht R je podokruh télesa K, pak cely uzavér M okruhu R v télese K
tvori okruh.

Dukaz. Necht a, 3 € M jsou libovolné. Pak existuji ay,...,am,b1,...,b, € R
tak, ze plati

Q™ = a; 4+ aza + -+ apa™, B =by + b+ -+ b3
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Odtud plyne, 7e R-modul generovany prvky a!3’, kde 0 < i < m, 0 < j < n, tvoii
okruh. Podle véty 1 jsou vSechny jeho prvky celé, specidlné i o + 3 a af.

Definice. Obor integrity se nazyva celouzavieny, je-li celouzavieny ve svém po-
dilovém télese.

Véta 3. Necht R je podokruh télesa K, pak cely uzavér M okruhu R v télese K
je celouzavieny v K.

Dukaz. Necht ) € K je libovolny cely prvek vzhledem k M, ukazeme, 7e 9 € M.
Existuji tedy aq,...,a, € M takové, ze

" = a1+ asd + -+ a, 9"

Pro kazdé i = 1,...,n existuje pfirozené ¢islo m; a prvky a;i,...,am, € R tak, ze
plati
m;
m; -1
;= E ago; .
i=1

Pak R-modul, generovany souciny
okt alkrgk,

kde 0 < ki <mq,...,0<k, <m,, 0<k<n,tvoli okruh. Staci uzit vétu 1.
Lemma. Necht R je obor integrity, ktery je celouzavieny ve svém podilovém
télese k. Necht f(t) € R[t] je normovany. Jestize normovany g(t) € k[t] je délitelem
polynomu f(t), pak plati g(¢) € R[t].
Dukaz. Necht K je rozkladové téleso polynomu f(¢) nad k. Pak vSechny kofeny
polynomu f(t) patii do celého uzavéru M okruhu R v K. Proto i kofeny polynomu
g(t) patii do M a tedy g¢(t) € M|[t]. OvSem kN M = R, nebot R je celouzavieny.

Véta 4. Necht je obor integrity R celouzavieny ve svém podilovém télese k.
Necht K/k je algebraické rozsifeni. Pak libovolny prvek a € K je cely vzhledem k
R, pravé kdyz koeficienty jeho minimélniho mnohoclenu ¢, (t) nad k lezi v R.

Ddtkaz. Véta plyne z predchoziho lemmatu.

Cviceni 12. Naleznéte cely uzavér Z v télese
(a) Q(V2);
(b) Q(V/5).

4. Nékteré aplikace Galoisovy teorie

Méjme v roviné s kartézskou soustavou souradnic dano konec¢né mnoho bodi a
uvazme téleso k, které je nad Q generovano jejich soutradnicemi. Protoze prisecik
dvou piimek v roviné lze spocitat pomoci soustavy linearnich rovnic, prisecik dvou
primek prolozenych nékterymi z danych bodi bude mit opét souradnice v télese k.
Podobné, protoze vypocet priisecikii dvou kruznic ¢i kruznice a primky v roviné vede
na vypocet koteni jedné kvadratické rovnice, snadno se usoudi, ze pokud kazda z
kruznic méla stied v nékterém z danych bodt a néjakym danym bodem prochazela,
resp. primka byla prolozena dvojici z danych bodt, pak vzniklé priseciky maji
obé soufadnice v néjakém rozsiteni K télesa k, pficemz bud K = k (v piipadé,
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kdy diskriminant uvazované kvadratické rovnice je druhou mocninou v k) anebo
[K : k] =2 (v opa¢ném piipadg).

Predpokladejme, Ze na poc¢atku mame konec¢nou mnozinu bodt s racionalnimi
soutadnicemi a postupné k ni pridavame priseciky vyse uvedenymi konstrukcemi.
Po kone¢né mnoha krocich uvazme téleso K, generované souradnicemi vzniklych
bodi. Je jasné, ze [K : Q| je mocnina 2. To dokazuje nefeSitelnost tlohy zdvoj-
eni krychle (tj. konstrukce poméru /2 ¢ 1 kruzitkem a pravitkem). Vime-li, ze 7
je transcendentni ¢islo, vyplyva odtud nefeSitelnost tlohy kvadratury kruhu (tj.
konstrukce poméru 7 : 1 kruzitkem a pravitkem).

Pro predchozi ivahy Galoisova teorie nebyla nutna, vystacili bychom prakticky
s vétou 1 z kapitoly 1; nyni se vSak budeme zabyvat konstrukeci pravidelnych n-
thelniki, kde Galoisovu teorii uz vyuzijeme.

Priklad. Necht p je prvocislo, ¢ = s . Téleso Q(¢) se nazyva p-té kruhové
téleso. Ukazme, 7e Q(¢)/Q je Galoisovo rozsifeni a popisme jeho Galoisovu grupu

Gal(Q(¢)/Q). Polynom

tr—1
t—1

fO =Pt P2t 1=

ma koren ( a je ireducibilni nad @, nebot polynom

flt+1) = zp: (9)#‘1

=1 ™

je ireducibilni podle Eisensteinova kriteria. Je tedy ¢ = f a plati [Q(¢) : Q] = p—1.

Protoze
p—1

GRS | (S!
j=1

je Q(€)/Q skute¢né Galoisovo. Libovolné o € G = Gal(Q(¢)/Q) je jednoznaéné ur-
¢eno hodnotou o (), kterd je kofenem f, tj. plati o(¢) = ¢/ pro jisté j € {1,...,p—
1}. Snadno se vidi, Ze o + j indukuje injektivni homomorfismus G — (Z/pZ)*.
ProtoZe obé& grupy maji p — 1 prvk, jde o izomorfismus. Protoze (Z/pZ)* je mul-
tiplikativni grupa kone¢ného télesa F, = Z/pZ, je cyklicka, a tedy i G je cyklicka
grupa.

Poznamka. Situace z piedchoziho piikladu plati obecnéji. Je-li m piirozené
Eslo, ¢ = e, pak m-té kruhové t&leso Q(¢) je Galoisovo a pro jeho Galoisovu
grupu Gal(Q(¢)/Q) plati, Ze je izomorfni s grupou invertibilnich prvka okruhu
zbytkovych ti¥id Z/mZ. Potiz spojend s pirechodem od prvoéisla p k obecnému m
je spojena s diikazem toho, ze [Q(¢) : Q] = ¢(m), kde ¢ je Eulerova funkce.

27

: Polynom

q)m:‘ H (t—Cj)

Definice. Necht m je prirozené ¢islo, ( = e

se nazyva m-ty kruhovy polynom.
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Véta 1. m-ty kruhovy polynom mé celociselné koeficienty a je ireducibilni nad
Q pro libovolné prirozené ¢islo m.

Dukaz. To, ze m-ty kruhovy polynom ma celociselné koeficienty, plyne indukci
z toho, Ze je normovany a ze ziejmé identity 2™ — 1 = Hd|m ®4, kde v soucinu d
probihd mnozinu v8ech kladnych délitela ¢isla m. (Druhd moZnost: misto indukce
lze uzit vétu ze tieti kapitoly.)

Necht p je libovolné prvocislo nedélici m a uvazme kanonicky homomorfismus
Z — F,, ktery rozsifime (po koeficientech) na homomorfismus Z[t] — F,[t]. Obraz
polynomu f budeme znacit f. Pro libovolné f,g € Z[t] plati (f + g)? = fP + gP.
Odtud a z Fermatovy véty plyne (f(t))? = f(t?). Oznacme h(t) = t™ — 1. Protoze
p 1 m, je h nesoudélny se svou derivaci a proto nemé nasobny koien. Protoze ®,,|h,
plati totéz i pro @,,.

Necht ¥ je libovolny koten polynomu ®,,,. Minimalni polynom ¢, je normovany a
déli normovany polynom ®,,, € Z[t], tj. ®,, = gpy pro néjaky normovany polynom
g € Q[t]. Protoze je okruh Z celouzavieny, podle véty z kapitoly 3 maji ¢y i g
celoc¢iselné koeficienty.

Jisté ®(¥P) = 0. UkaZeme, ze 9P je kofen py. Predpokladejme naopak, Ze plati
g(UP) = 0, a oznacme h(t) = g(t¥). Pak h(J) = 0 a tedy h = qpy, kde opét
podle zminéné véty ¢ je normovany polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Pak plati
q(t)-po(t) = h(t) = g(t?) = (§(t))P. Necht ¥ (t) € F,[t] je n&jaky ireducibiln{ délitel
polynomu @y v F,[t]. Z uvedené rovnosti plyne ¢|g a tedy ©?|Gpy = P, coz je
spor s vy$e dokdzanym faktem, 7e ®,, nema nasobné kotfeny. Dokazali jsme, Ze
Pyr = Py _

Necht je nyni ( = e a j < m je libovolné prirozené ¢islo nesoudélné s m. Pak
j je sou¢inem prvocisel nesoudélnych s m a podle vyge dokazaného (7 je koFenem
pc. Je tedy p¢ = @,

Diisledek. Necht m je prirozené &islo a ¢ = em . Pak m-té kruhové t&leso Q(¢)
je Galoisovo, [Q(C) : Q] = ¢(m) a pro jeho Galoisovu grupu Gal(Q(¢)/Q) plati,
ze je izomorfni s grupou invertibilnich prvkia okruhu zbytkovych t¥id Z/mZ, kde
izomorfismus je urcen tim, ze libovolny o € Gal(Q(¢)/Q) s vlastnosti o(¢) = (® se
zobrazi na tiidu rozkladu obsahujici s.

Definice. Prvocislo p se nazyva Fermatovo, je-li tvaru p = 2" + 1, kde n je
prirozené cislo.

Cviceni 13. Dokazte, Ze je-li n prirozené ¢islo a 2™ + 1 je prvocislo, pak je n
mocnina 2.

Poznamka. Dodnes se nevi, je-li Fermatovych prvocisel kone¢né nebo neko-
necné mnoho. Jedinad znama jsou 3, 5, 17, 257, 65537. Vi se ale, Ze pripadné dalsi
Fermatovo prvoéislo by muselo byt vétsi nez 1049000,

Véta 2. Necht m je prirozené ¢islo. Pak pravidelny m-thelnik Ize sestrojit pomoci
pravitka a kruzitka, pravé kdyz je m tvaru
m=2p1...ps,

kde e je nezaporné celé ¢islo a pq,...,ps jsou po dvou rizna Fermatova prvocisla.

Dutkaz. Je-li pravidelny m-thelnik sestrojitelny pomoci pravitka a kruzitka, je
podle ptedchoziho dusledku ¢(m) mocnina 2 a tedy m je uvedeného tvaru.
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7, Bezoutovy identity plyne, Ze jsou-li sestrojitelné pravidelny k-thelnik i pra-
videlny [-thelnik, kde k a [ jsou nesoudélna prirozend cisla, pak je sestrojitelny i
pravidelny kl-thelnik. Proto se staci omezit na prlpad pravidelného p-tihelnika, kde
p = 2"+1 je Fermatovo prvocislo. Oznacme ( = ¢ 5. Galoisova grupa Gal(Q(¢)/Q)
je cyklickd ¥adu 2™, podle hlavni véty Galoisovy teorie tedy existuji (jednozna¢né
uréené) télesa Koy = Q, Ky, ..., K, = Q(¢) takovd, 7e Ko ¢ K1 C --- C K,, a
[K;: K i~ 1] = 2prokazdé j =1,...,n. Platinavic K,_; = RNQ(¢) = Q((+(7 1) =
Q(cos 2T p 7). Pfitom libovolné o € Ix je sestrojitelné pomoci dvou hodnot z K;_q,
nebot je korenem kvadratické rovnice

xr _Spl(i/l(i_l (Oé)x+NK1/K171(OZ).

Priklad. Aplikujme ptedchozi konstrukci na priklad p = 5 (uiivéme oznaéeni
zavedené v predchozim dikaze). Pak n = 2, pro a = C + ¢t 2cos T plati
a?+a=C4+C24+24C+C =1 a tedy 2(zos T je kladny koren rovnice
22+ —1, tj. 1+‘/_

Cviceni 14. Naleznéte postup, jak zkonstruovat pravidelny 17-thelnik.

Nyni se zabyvejme FeSitelnosti algebraickych rovnic, tedy problémem, diky kte-
rému Galoisova teorie vznikla. Zajima nas, zda pro dany polynom s komplexnimi
koeficienty jsme schopni vyjadrit jeho kofeny pomoci néjakych algebraickych vyrazii
s odmocninami, ve kterych vystupuji koeficienty naseho polynomu (a snad jesté
néjaka racionalni ¢isla, tedy vlastné cisla z télesa generovaného nad Q koeficienty
daného polynomu). To jsou ovSem dost vagni pojmy, proto je tf¥eba nejprve uptesnit
definici toho, co nas zajima. Pro jednoduchost se az do konce kapitoly omezime na
télesa charakteristiky nula (neni-li explicitné uvedeno jinak).

Definice. Rozsiteni K/k se nazyva radikalové, je-li tvaru K = k(aq,..., an),
kde pro kazdé ¢ = 1,...,m existuje prirozené ¢islo n; tak, ze plati
ayt €k a a; € k(aq,...a;—1) prokazdéi=2,...,m

Cviceni 15. Je-li K/k radikélové rozsiteni a N je normalni uzavér K /k, pak je
N/k radikalové rozsifeni. DokaZte.

Definice. Necht f(t) € k[t], kde k je téleso charakteristiky nula. Necht K je
rozkladové téleso f nad k. Rekneme, Ze polynom f je FeSitelny v radikalech nad k,
existuje-li radikalové rozsiteni L/k, které obsahuje K.

Poznamka. Dle cviceni 15 lze navic pozadovat, aby L/k v predchozi definici
bylo i normalni.

Definice. Necht f(t) € k[t], kde k je téleso charakteristiky nula. Necht K je
rozkladové téleso f nad k. Grupu Gal(K/k) nazyvame Galoisova grupa polynomu
£ nad .

Poznamka. Galoisova grupa polynomu f nad k je vlastné jista grupa permutaci
kotent f. Toto je pravé zpusob, jak Galois zavedl své grupy. A pro¢ je zavedl?
Objevil totiz, jak na Galoisové grupé polynomu f nad k£ poznat, ze polynom f je
reSitelny v radikalech nad k.
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Definice. Rekneme, 7e grupa G je Fefitelnd, existuje-li kone¢na posloupnost
jejich podgrup
{1}=GoCGC---CG, =G

tak, ze
1. pro kazdé i = 1,...,n je grupa GG;_; normalni podgrupa grupy G;
2. pro kazdé i = 1,...,n je faktorgrupa G;/G;_; komutativni.

Cviceni 16. Ukazte, ze podminky predchozi definice nezarucuji, ze grupy G; jsou
normélnimi podgrupami grupy G. (Navod: uvazte podgrupu normdlni podgrupy
generované permutacemi (1,2)(3,4) a (1,3)(2,4) v grupé vSech permutaci mnoziny
{1,2,3,4}.)

Cvicéeni 17. Necht G je grupa, H podgrupa G a N norméalni podgrupa G.
Dokazte, ze plati:

1. je-li G Tesitelna, je i H TeSitelna;
2. je-li G Tesitelnd, je i G/N feSitelna;
3. jsou-li N i G/N ftesitelné, je i G TeSitelna.

Véta 3. Nad télesem charakteristiky nula je polynom fresitelny v radikalech,
pravé kdyz mé nad timto télesem teSitelnou Galoisovu grupu.

Dikaz prvni implikace. Predpokladejme, ze f(t) € k[t], kde k je t&leso cha-
rakteristiky nula, je feSitelny v radikilech nad k a ozna¢me K rozkladové téleso f
nad k. Pak existuje radikdlové rozsiteni L/k, které obsahuje K a je normdlni. L je
tedy tvaru L = k(ay,...,a.n,), kde pro kazdé i = 1,...,m existuje pfirozené ¢islo
n; tak, Ze plati

ayt €k a a; € k(aq,...a;—1) prokazdéi=2,...,m.

Snadno se vidi, ze mizeme navic predpokladat, Ze ¢isla n; jsou dokonce prvocisla
(jinak zvétsime m a doplnime nékteré mocniny «; jako dalsi generatory L). PoloZzme
Lo =FkalLl;=~Fka,...,a)prokazdé i =1,...,m, tedy L,, = L. Oznacme n
nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel nq, ..., n,, a polozme ( = e’ i . Protoze k(C) je
rozkladové téleso polynomu ®,, nad k, je k(¢)/k normalni a kone¢né (viz vétu 1
kapitoly 2). Kompozitum dvou koneénych normélnich rozsifeni je normalni (opét z
véty 1 kapitoly 2), proto je normalni i rozsiteni L(()/k. Restrikce Gal(k({)/k) —
Gal(Q(¢)/Q) je injektivni homomorfismus a Gal(Q(¢)/Q) je komutativni grupa,
proto je

Gal(k(C)/k) ~ Gal(L(C)/F)/ Gal(L(¢)/k(¢))

komutativni. Uvazme posloupnost podgrup

fidrie)} = Gal(L(Q)/Ln(Q)) € Gal(L(C)/Lun1(C)) € ...
- C Gal(L({)/Lo()) € Gal(L(Q)/k).

Abychom ukazali, ze Gal(L(()/k) je TeSitelnd, staci pro kazdé i = 1,..., m dokazat,
ze Gal(L(¢)/Li(C)) je normélni podgrupa v Gal(L(()/L;-1(¢)) a ze faktorgrupa
Gal(L(¢)/Li—1(¢))/ Gal(L(¢)/L;(¢)) je komutativni, coz podle hlavni véty Galoiso-
vy teorie znamend, ze L;(¢)/L;_1(¢) je normalni rozsifeni s komutativni Galoisovou
grupou. Pro stru¢nost oznatme M = L;_1((), pak L;(¢) = M («;). Jestlize o; € M,
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je véc ziejma. Predpokladejme proto a; ¢ M. Plati o]* € M. Oznafme £ = ¢
Polynom

g(t) =t —ai" = [[(t = €as) € M[1]
j=1

ma kofen «;, je tedy délitelny minimalnim mnohoc¢lenem ¢,, prvku a; nad M.
Proto vSechny koteny ¢, lezi v M(«;) a tedy M(«;)/M je normélni. Oznac¢me
r stupeil ¢,,, pak absolutni ¢len ¢,, je roven (*a; pro vhodné pfirozené ¢islo s,
odkud of € M. Jestlize r < n;, pak existuji a,b € Z tak, ze ar+bn; = 1, nebot n; je
prvodislo, odkud a; = (af)%(a}?)® € M, spor. Je tedy r = n; a [M (o) : M] =r je
prvocislo. Grupa prvociselného fadu je ovSem cyklicka a tedy komutativni. Dikaz
prvni implikace je ukoncen.

Pro diikkaz druhé implikace véty 3 dokazeme nejprve dvé lemmata. Nasledujici
lemma byva tradi¢né oznacovano jako Hilbertova véta 90, nebot tak bylo oznaceno
v jeho knize Zahlbericht (1893).

Lemma 1. Necht K /k je Galoisovo rozsifeni s cyklickou Galoisovou grupou G =
Gal(K /k) generovanou prvkem 7 € G, pfi¢emz k miize byt libovolné charakteristiky.
Pak pro kazdé a € K plati: norma Ng/,(a) = 1, pravé kdyz existuje nenulové
ﬂEKtak,iea:%.

Dikaz. Ozna¢me n = |G|. Podle diisledku 1 véty 11 kapitoly 1 plati Ny, (a) =
[T, 7 (). Pfedpokladejme Ny () = 1. Pro v € K polozme §y = oy a pro kazdé
i=1,...,n—1nechf §; = ar(d;_1). Pak plati 6,_1 = Ng ()7~ (y) = 7""1(v).
Oznatme (3 = Z?:_OI 0;. Chceme zvolit v € L tak, aby 3 # 0. Predpokladejme, Ze to
nejde, tj. ze = 0 pro kazdé v € L. Pak ale pro kazdé v € L plati Z?:_Ol N7i(y) =0,
kde \; = H;:o I (a) € L, coz je spor s lemmatem 3 ze druhé kapitoly. Je-li v € L
zvoleno tak, ze 3 # 0, plati

n—1 1 n—2 1 n—1 ﬁ
T(B) = T(6:) =7"(y) + EZ&“ = EZ& =
=0 =0 =0

odkud o = % Opatna implikace je snadné.

Lemma 2. Necht K /k je Galoisovo rozsifeni prvociselného stupné p = [K : k].
Predpokladejme navic, ze charakteristika & neni p a zZe polynom ¢t —1 se v k rozklada
na linedrni ¢initele. Pak existuje a € k tak, ze K = k(«), kde «a je kofen polynomu
tP — a, ktery je ireducibilni nad k.

Dukaz. Galoisova grupa G = Gal(K/k) ma prvodiselny 1ad, je tedy cyklicka.
Oznacme 7 generator grupy G. Koreny polynomu t? — 1 tvoii p-prvkovou podg-
rupu multiplikativni grupy télesa k, tj. existuje ¢ € k tak, ze ¢ # 1, e = 1. Pak
Ni/i(e) = P = 1 a podle piedchoziho lemmatu existuje a € K tak, 7e ¢ = %a)
Pak plati 7(a?) = aP, a tedy a = aP € k. Déle k(a) # k, [k(«) : K]|[K : k] = p,
tedy [k(a) : k] = p a t? — a je minimélni polynom prvku a.

Dukaz druhé implikace véty 3. Necht f(t) € k[t], kde k je téleso charak-
teristiky nula, ozna¢me K rozkladové téleso f nad k, a predpokladejme, ze grupa
G = Gal(K/k) je teSitelna. Existuje tedy konefna posloupnost jejich podgrup

{1}=Go G C---CG, =G
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tak, ze pro kazdé ¢ = 1,...,n je grupa G;_; normalni podgrupa grupy G; a 7e
pro kazdé i = 1,...,n je faktorgrupa G;/G;_; komutativni. MiZeme dokonce navic
predpokladat, ze faktorgrupy G;/G;_; maji prvociselny fad (v opacném piipadé
piiddme dali podgrupy). Oznac¢ime-li L; = G- pro kazdé i = 1,...,n, dostavame
posloupnost téles

k:LngLn—lg"'nggLO:Ar,

pricemz pro kazdé i = 1,...,n rozsiteni L;_1/L; je normalni prvociselného stupné

271

p;. Oznac¢me n nejmensi spolecny nasobek prvocisel py,...,p, a polozme ( = e .
Budeme hotovi, kdyz dokazeme, 7e K (()/k je radikilové rozsiFeni. Protoze k(()
je rozkladové téleso polynomu W,, nad k, je norméalni, a protoze (" € k, je radi-
kalové. Bude stacit, ukdzeme-li, Ze rozsiteni L;(¢)/L;+1(¢) je radikdlové pro kazdé
i=0,...,n— 1. To je jisté splnéno, je-li L;({) = L;+1(¢), proto predpokladejme
L;(¢) # Li+1(C). Protoze je L;(¢) kompozitum normalnich rozsiteni L; a L;11(()
télesa L;y1, je L;i(¢)/Liy+1 normélni (opét z véty 1 kapitoly 2). Proto je normélni
i rozsiteni L;(¢)/Liy1(C). Restrikce Gal(L;(¢)/L;+1(¢)) — Gal(L;/L;y1) je injek-
tivnf homomorfismus a tedy [L;(¢) : Li41(¢)] = pi. Oznadme & = ¢#: . Polynom

pi

t—1=1]¢-¢)

j=1

se v L;11(¢) rozklada na linearni ¢initele a podle lemmatu 2 je L;(¢)/L;+1(¢) radi-
kalové. Véta 3 je dokazana.

Definice. Necht p je prvocislo. Konecna grupa se nazyva p-grupa, je-li jeji rad
(tj. poCet prvki) mocnina p.

Definice. Necht G je grupa. Centrum grupy G je mnozina
C={aceG VYreG: a-x=x-a}.

Lemma 3. Necht p je prvoéislo. Libovolna kone¢na p-grupa je feSitelna.

Dukaz. Tvrzeni plyne z toho, 7e centrum grupy je normélni podgrupa (viz napt.
skriptum J. Rosicky: Algebra, Brno 1982, véta 10.5 na str. 49) a Ze centrum kone¢né
p-grupy je netrividlni (tamtéz, véta 10.14 na str. 54).

Definice. Rekneme, 7e komplexni ¢islo « je sestrojitelné kruzitkem a pravitkem,
existuje-li radikdlové rozsiteni K/Q takové, 7e « € K a [K : Q] = 2" pro né&jaké
prirozené c¢islo r.

Cviceni 18. Necht N je normalni uzavér radikalového rozsiteni K /k. Je-1i [K : k]
mocnina 2, pak je i [N : k] mocnina 2. DokaZzte. UkaZte rovnéz, Ze pro libovolné
liché prvocislo analogické tvrzeni neplati.

Poznamka. V predchozim cviceni je predpoklad radikdlového rozsiteni pod-
statny, nebot napiiklad Galoisova grupa polynomu x* + 322 + 32 + 3 je symetrick
grupa Sy. Tento fakt vSak neni tak snadné ovétit (viz konec této kapitoly).

Véta 4. Necht « je algebraické komplexni ¢islo, ¢, jeho minimalni polynom

nad Q. Pak « je sestrojitelné kruzitkem a pravitkem, pravé kdyz Galoisova grupa
polynomu ¢, je 2-grupa.
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Ddtkaz. Plyne z véty 3 s prihlédnutim k cviceni 18 a lemmatu 3.

Zabyvejme se nyni problémem, jak pro dany ireducibilni polynom urc¢it jeho
Galoisovu grupu. Uz v predchozi poznamce jsme se zminili o tom, Ze to mize byt
nelehky tkol. Jeden velmi specidlni ptipad tesi nasledujici tvrzeni.

Véta 5. Necht p je prvoéislo a f € Q[t] ireducibilni polynom stupné p, ktery mé
pravé p — 2 realnych korenti. Pak Galoisova grupa polynomu f je symetrickd grupa
Sp.

Dutkaz. Galoisova grupa polynomu f ma rad délitelny p, proto obsahuje prvek
fadu p (viz napt. zminéné skriptum J. Rosického, dusledek 10.9 na str. 51), ktery
na kotfenech polynomu p musi uc¢inkovat jako p-cyklus. Komplexni konjugovanost
na nich uc¢inkuje jako transpozice. OvSem transpozice a p-cyklus spolu vygeneruji
celou S,.

Piiklad. Polynom t> — 6t + 3 neni FeSitelny v radikilech nad Q.

Cvi€eni 19. Necht f(t) € k[t] je ireducibilni polynom nad télesem k charakte-
ristiky nula. Rozlozme

fOy=(t—ay)...(t —ap)

v rozkladovém télese K polynomu f nad k. Oznac¢me

0= H (Ozi—Oéj)

1<i<j<n

(pak 02 je diskriminant D polynomu f, p¥icemz D = D(1,a1,...,a"™ ") € k - viz
kapitola 1). Dokazte, ze Galoisova grupa polynomu f nad k neobsahuje Zadnou
lichou permutaci, pravé kdyz 0 € k (coz nastane pravé tehdy, kdyz D je druhou
mocninou v k).

Poznamka. Protoze Galoisova grupa ireducibilniho polynomu je tranzitivni (t;j.
pro libovolnou dvojici jeho kofeni existuje automorfismus prevadéjici jeden na
druhy), v piipadé ireducibilniho kubického polynomu je Galoisovou grupou bud
symetrickd grupa S3 nebo alternujici grupa Az (tj. grupa sudych permutaci). Tyto
dva ptipady rozlisi predchozi cviceni.

Zminme se na zaveér o pripadu ireducibilniho polynomu ¢tvrtého stupné. Jediné
tranzitivni grupy permutaci ¢tyt prvka jsou symetrickd grupa Sy, alternujici grupa
Ay, Kleinova ¢tyfgrupa V' (generovana permutacemi (1,2)(3,4) a (1,3)(2,4)), grupa
symetrii ¢tverce Dg (generovand V a permutaci (1,2)) a cyklicka grupa Cy. Jde o
to, jak mezi témito péti piipady rozlisit. Necht f(t) = t* + pt®> + qt +r € Q[t] je
ireducibilni nad Q. Ozna¢me jeho koreny oy, ..., as a polozme

B1 = (a1 4+ as)(as + o) = —(a1 + as)?
By = (a1 + as)(az + ay) = —(a1 + as)?
Bg = (a1 + aq)(ar + aq) = — (a1 + a4)2.

Cvicenim na symetrické polynomy je ovéreni, ze pak

g(t)

(t — B)(t — Bo)(t — B3) = t3 — 2pt% + (p* — 4r)t + ¢
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(tzv. kubickd rezolventa). Ozna¢me D diskriminant f, M rozkladové téleso g. Je
mozné dokazat, ze Galoisova grupa polynomu f nad k je
Sy pravé kdyz D neni druhou mocninou v Q a ¢ je ireducibilni nad Q;
Ay pravé kdyz D je druhou mocninou v Q a ¢ je ireducibilni nad Q;
Dg pravé kdyz D neni druhou mocninou v Q, ¢ neni ireducibilni nad Q a f je
ireducibilni nad M;
V' pravé kdyz D je druhou mocninou v Q a ¢ neni ireducibilni nad Q;
Cy pravé kdyz D neni druhou mocninou v Q, g neni ireducibilni nad Q a f neni
ireducibilni nad M.

Poznamka. V ramci systému PARI-GP existuje funkce galois(f), ktera pro
ireducibilni polynom f nad Q stupné nejvyse 7 pocita jeho Galoisovu grupu nad Q.

5. Rozlozitelné formy
(dfikazy viz Borevié-Safarevi¢, kapitola 2, §§1-2)

Problémem, ze kterého teorie ¢isel historicky vznikla, je feSeni diofantickych
rovnic. V nasledujicim textu se budeme zabyvat diofantickou rovnici specidlniho
tvaru: v Z budeme Tesit rovnici

F(xy,...,2n) = a,

kde a je raciondlni ¢islo a F'(xq,...,x,) je forma (tj. nenulovy homogenni polynom)
s racionalnimi koeficienty. Uspokojivého vysledku dosdhneme v pripadé, kdy je
forma F(xq,...,x,) ireducibilni nad Q (tj. je ireducibilni prvek v okruhu s jedno-
znafnym rozkladem Q[zq, ..., x,]), rozloZitelna (tj. rozklada se na linedrni faktory
v okruhu Kz, ..., x,] pro n&jaké rozsifeni K /Q) a tplna (pro presnou definici viz
nize).

Definice. Dvé formy téhoZz stupné n s racionalnimi koeficienty se nazyvaji celo-
¢iselné ekvivalentni, pokud libovolnou z nich je mozné ziskat linearni transformaci
s celo¢iselnymi koeficienty z té druhé.

Piiklad. Formy z? + 7y? + 2% — 6ay — 22y + 6yz a 2u? — v? jsou celodiselné
ekvivalentni. Staci uvazit transformace

= 3v

u=—-xr+2y+=z
Yy=u-+v a

vV=x—Yy—2
Z=—u-+v

Lemma 1. Libovolna forma stupné n s racionalnimi koeficienty je celoc¢iselné
ekvivalentni s formou majici u n-té mocniny nékteré z proménnych nenulovy koe-
ficient.

Definice. Libovolné konec¢né rozsiteni K télesa QQ se nazyva téleso algebraickych
C¢isel. Cely uzavér Z v K (tj. okruh v8ech ¢isel télesa K, které jsou celé vzhledem k
Z, viz, kapitola 3) se nazyva okruh celych ¢isel télesa K.

Upozornéni. Téleso vSech algebraickych ¢isel neni télesem algebraickych ¢isel.

Véta 1. Libovolna rozlozitelna forma s racionalnimi koeficienty se rozklada na
linearni faktory uz nad néjakym télesem algebraickych ¢isel.
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Konstrukce. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, [K : Q] = n. Oznatme
T1,y...,Tn TUzZn4 vnoteni K — C (viz vétu 11 kapitoly 1). Zvolme gy, ...,y € K
a polozme
(*) F(xlv'-'axm> = H(Tj(ul)xl+"'+Tj(um)xm)'

=1

Existuje 6 € K tak, ze K = Q(0) (viz vétu 10 kapitoly 1). Pak p; = g1(0), ...,
L = gm(0) pro vhodné gy, ..., g, € Q[t]. Oznacme 0; = 7;(6). Protoze koeficienty

F(xy,....,xm) = H(gl(ﬁj)xl + -+ gm(05)Tm)

jsou hodnotami symetrickych polynomt v 64,...,60, a minimalni polynom ¢y =
[[;—,(t = 0;) € Q[t], ma forma F' racionaln{ koeficienty. Navic pro libovolnd racio-
nalni ¢isla aq, ..., a,, plati

F(a, ... am) = Ngjglaipr + -+ amfim)

podle disledku 1 véty 11 kapitoly 1.

Véta 2. Je-li iy =1 a K = Q(ua,- .., fm), pak forma F uréend predpisem (*)
je ireducibilni nad Q. Naopak, kazda forma s racionalnimi koeficienty, ktera je ire-
ducibilni nad Q a rozlozitelna, je az na konstantni nasobek celociselné ekvivalentni
s formou F tvaru (*), kde py =1 a K = Q(pu2, -+, fm)-

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Podgrupa aditivni grupy télesa
K s kone¢né mnoha generatory se nazyva modul.

Poznamky. 1. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Je-li puy, ..., u, € K, pak
modul generovany fiq, ..., it;, je roven

{a1U1+"'+amNm; al,---aamGZ}'

Problém feSit v Z rovnici
F(xy,...,2,) = a,

kde F(x1,...,x,) je ireducibilni nad Q rozloZitelna forma s racionalnimi koeficienty,
a € Q, jsme preformulovali na problém v daném modulu algebraickych ¢isel najit
vSechna ¢isla, jejichz norma je dané racionalni ¢islo.

2. Zvolime-li v daném modulu dva systémy generdtorti a piedpisem (*) k nim
sestrojime odpovidajici formy, budou ziskané formy celociselné ekvivalentni.

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Modul M v K se nazyva tplny,
generuje-li celé K jakozto vektorovy prostor nad Q (tj. existuje-li v ném [K : Q)] ¢isel
linedrné nezavislych nad Q). Forma odpovidajici pFedpisem (*) tiplnému modulu,
se nazyva uplna.

Poznamky. 1. Uplné formy stupné n je mozné charakterizovat tim, Ze nejsou
celociselné ekvivalentni s Zzddnou formou s méné nez n proménnymi.
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2. Kazdy modul je koneéné generovana komutativni grupa bez torze (tj. jediny
prvek kone¢ného #adu je 0).

Definice. Necht (G,+) je konefné& generovana komutativni grupa bez torze,

ai, ..., o, n&jaky systém jejich generatort. Rekneme, Ze systém oy, ..., a, je baz
grupy G, je-li Z-linearné nezavisly, tj. jestlize pro libovolné ay,...,a, € Z plati
a1a1+...+anan:0 —_— alz---:anzo_

Véta 3. Kazda konecné generovand komutativni grupa bez torze méa bazi. VSech-
ny baze této grupy maji stejny pocet prvki.

Definice. Pocet prvki baze konecné generované komutativni grupy bez torze se
nazyva rank této grupy.

Véta 4. Necht G je konefné generovana komutativni grupa bez torze, H jeji
podgrupa. Pak H mé bazi. Navic plati: je-li wq,...,w,, libovolna baze grupy G,

pak po vhodném preindexovani wq,...,w,, existuje baze ny,...,m podgrupy H
tvaru

N = C11wi + Ciaw2 + -+ CrEpWk 0 ClmWm

N2 = Co3Wp + -+ CopWk + -+ CamWm

Ne = CkkWik + '+ CemWm

kde ¢;; jsou cela ¢isla, ¢;; > 0 a k < m.

Dusledek 1. Necht G je konecné generovana komutativni grupa bez torze s bazi
Wiy .oy Wm, H jeji podgrupa generovand prvky ni,...,n, € G. Necht ¢;; jsou celd
cisla spliwjici n; = Y77, ¢;jw; pro kazdé i = 1,...,n. Pak plati:

(a) |G/H| = oo, pravé kdyz det(c;;) = 0;
(b) je—li det(cij) 7£ 0, pak |G/H| = |det(cij)|.

Ddsledek 2. Libovolnd podgrupa modulu v télese algebraickych cisel je opét
modul.

Definice. Necht M je tiplny modul v télese algebraickych ¢isel I, o € K. Rek-
neme, ze « je nasobitel modulu M, plati-li aM C M.

Poznamka. Je zfejmé, Zze mnozina vSech nasobitelti daného tuplného modulu M
v télese algebraickych cisel tvori okruh s jednickou. Nazyvame jej okruh néasobiteli
modulu M.

Definice. Uplny modul v télese algebraickych ¢isel I, ktery je okruh s jednickou,
se nazyva poradek télesa K.

Poznamka. Libovolny poradek télesa algebraickych ¢isel K je podokruhem
okruhu celych ¢isel télesa K (viz kapitola 3).

Véta 5. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, R poradek télesa K. Cislo a € R je
jednotkou (tj. invertibilnim prvkem) okruhu R, pravé kdyZ je norma N /g(a) = £1.

Véta 6. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Pak okruh nasobiteld libovolného
uplného modulu v télese K tvori poradek télesa K. Naopak, kazdy poradek télesa
K je okruh nasobiteltt néjakého tiplného modulu (napiiklad sebe sama).
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Definice. Necht M je tplny modul v télese algebraickych &isel, p, v € M. Rek-
neme, Ze £ a v jsou asociované v modulu M, je-li podil £ jednotkou okruhu naso-
bitelt modulu M.

Véta 7. Necht M je uplny modul v télese algebraickych ¢isel, a € Q. Pak v M
existuje jen konecné mnoho po dvou neasociovanych ¢isel, jejichz norma je a.

Poznamka. Problém v daném modulu algebraickych ¢isel najit vSechna ¢isla,
jejichz norma je dané racionalni ¢islo, jsme rozlozili na dva podproblémy:
1. najit v daném modulu onéch konec¢né mnoho po dvou neasociovanych ¢isel s
danou normou;
2. najit v okruhu nasobitelii daného modulu vSechny jednotky s normou 1.

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Vnoreni o : K — C se nazyva
realné, je-li o(K) C R, a komplexni v opa¢ném piipadé. Je-li 0 : K — C komplexni

vnofeni, pak téz vnofeni 5 : K — C urcené pfedpisem (z) = o(z) je komplexni
vnoreni. Rekneme, 7e pak o a & tvori par sdruzenych komplexnich vnoteni.

Poznamky. 1.Existuje-li pro téleso algebraickych ¢isel K pravé s realnych vno-
feni K — C a pravé t partu sdruzenych komplexnich vnoreni K — C, pak s + 2t =
(K : Q.

2. V télese algebraickych ¢isel K existuje jen konecné mnoho odmocnin z jedné
(tj. ¢isel ¢, pro které existuje prirozené ¢islo m s vlastnosti ("™ = 1). Jestlize totiz
cos %r + isin %r € K, pak ¢(m)|[K : Q]. Navic plati: existuje-li asponi jedno realné
vnotreni ' — C, pak jediné odmocniny z jedné v K jsou 1 a —1.

Dirichletova véta o jednotkach. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Necht
existuje pravé s redlnych vnoteni K — C a praveé t part sdruzenych komplexnich
vnoreni ' — C. Necht R je libovolny poradek télesa K. Pak existuji takové jed-
notky e1,...,&, okruhu R, kde r = s +t — 1, zZe libovolnou jednotku £ okruhu R
lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru

e=C(elt...exm

i

kde ay,...,a, € Z a ( € R je néjakd odmocnina z jedné.

Dtikaz viz Borevi¢-Safarevi¢, kapitola 2, §§3-4

6. Teorie divizord v oborech integrity
(dfikazy viz Borevié-Safarevi¢, kapitola 3, §3)
Definice. Necht D je komutativni pologrupa s jednotkovym prvkem e. Pro a,b €
D tekneme, 7e a je délitelem b (oznacime alb), jestlize existuje ¢ € D tak, 7ze ac = b.
Rekneme, 7e p € D je ireducibilni, jestlize p { e a pro kazdé a,b € D z p = ab plyne
ale nebo ble.

Definice. Rekneme, 7e D je pologrupa s jednoznaénym rozkladem, jestlize D
je komutativni pologrupa, ve které kazdy prvek a miize byt zapsan ve tvaru a =
p1...pr, kde r >0 apy,...,p, € D jsou ireducibilni (pro r = 0 je soudin roven e)
a navic je tento rozklad urcen jednoznac¢né az na potradi Ciniteli.

Poznamka. V pologrupé s jednoznacnym rozkladem je e jediny invertibilni pr-
vek. Kazda pologrupa s jednoznac¢nym rozkladem je jednoznacné urc¢ena mnozinou
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svych ireducibilnich prvki. V pologrupé s jednozna¢nym rozkladem existuje nejveétsi
spolecny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek libovolné kone¢né mnoziny prvki.

Definice. Teorie divizort oboru integrity R je homomorfismus 6 : R* — D
multiplikativni pologrupy R* do pologrupy D s jednozna¢nym rozkladem, ktery
splnuje nasledujici podminky:

1. pro libovolné a, € R* plati a|f v R, pravé kdyz d(«)|6(5) v D;

2. pro libovolné a, 3 € R a libovolné ¢ € D plati: jestlize c|d(a) a c|d(3), pak

clo(a £ B);
3. pro libovolné a,b € D plati: jestlize {a € R*; a|d(a)} = {a € R*; blo(a)},
pak a = b.

Poznamky. Prvky pologrupy D nazyvame divizory, ireducibilni prvky polog-
rupy D nazyvame prvodivizory. Obvykle oznac¢eni homomorfismu 0 vynechavame
a misto d(«) piSeme pouze («) a hovorime o hlavnim divizoru. Pro « € R aa € D
klademe a|a pravé kdyZz o = 0 nebo al(a) v D.

Cvi€eni 20. (L. Skula) Necht R je obor integrity, D pologrupa s jednozna¢nym
rozkladem, 6 : R* — D homomorfismus. Dokazte, Ze

(1) podminka 3. v definici teorie divizor je ekvivalentni s podminkou: pro kazdé
a € D existuji aq,...,a, € R* tak, Ze a je nejvétsi spole¢ény délitel prvka
d(ar), ..., 0(a);

(2) plati-li pro homomorfismus § podminka 3. v definici teorie divizord, pak pro
kazdé a € D existuji aq,...,a,, 3 € R* tak, 7ze ad(3) je nejmensi spole¢ny
nasobek prvki d(aq),...,0(an);

(3) podminka 2. v definici teorie divizort je dtisledkem podminek 1. a 3.

Poznamka. Vysledek obsazeny v predchozim cviceni je pres svou jednoduchost
vyznamny: umoznil zobecnit pojem teorie divizori z obort integrity na komutativni
pologrupy.

Cviceni 21. Méjme teorii divizori oboru integrity R. Dokazte, ze kazdy divizor
je nejvétsi spolecny délitel néjakych dvou hlavnich divizori.

Véta 1. Existuje-li pro obor integrity R teorie divizori, je jedina. Presnéji: jsou-
lidy : R* — Dy a dy : R* — Dy teorie divizori, pak existuje izomorfismus
f: D1 — Dy takovy, ze f ody = 0s.

Poznamka. Obory integrity, které maji teorii divizori, se nazyvaji Krullovy
okruhy.

Véta 2. Necht R je obor integrity. Pak R je okruh s jednoznacnym rozkladem,
pravé kdyz pro R existuje teorie divizori, v niz je kazdy divizor hlavni.

Véta 3. Necht R je obor integrity, pro ktery existuje teorie divizort, pak je R
celouzavieny (ve svém podilovém té&lese).

Definice. Necht K je téleso. Zobrazeni v : K — Z U {co} se nazyva exponent
télesa K, jestlize plati
(1) v(0) = o0, V(K*) = Z;
(2) pro libovolné a, 8 € K je v(af) = v(a) + v(B);
(3) pro libovolné a, 3 € K je v(a+ 3) > min{v(a),v(5)}.

Poznamky. 1. Je-li R je obor integrity, pro ktery existuje teorie divizori, a p
je prvodivizor, pak miZeme pro a € R* definovat v(«) jako exponent, se kterym
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vystupuje prvodivizor p v rozkladu divizoru («). Pak v spliiuje predchozi podminky
(2) a (3) a plati v(R*) = NU{0}. Definici v pak lze rozsifit na celé podilové téleso
K oboru integrity R takto: v(0) = oo a libovolné v € K* zapiSeme ve tvaru v = 3
a polozime v(vy) = v(a) — v(3). Snadno se ovéi korektnost této definice i to, Ze v
je exponent télesa K.

2. Mame-li teorii divizori oboru integrity R, pak mame pro kazdy prvodivizor
odpovidajici exponent télesa I, pricemz exponenty odpovidajici riiznym prvodivi-
zorium jsou ruzné. Na druhou stranu dané teorie divizori je mnozinou vSech expo-
nentti odpovidajich prvodivizorim jednoznac¢né urcena.

Véta 4. Necht R je obor integrity s podilovym télesem K, M néjaka mnozina
exponentt télesa K. K tomu, aby M byla mnozinou vSech exponenti odpovidajich
prvodivizorim néjaké teorie divizoru okruhu R, je nutné a staci, aby platilo

(1) pro kazdé a € R* existuje jen konefné mnoho v € M s vlastnosti v(«a) # 0;

(2) pro kazdé a € K plati o € R pravé tehdy, kdyZ v(a) > 0 pro vSechny v € M;

(3) pro libovolné rizné exponenty vq,...,V, € M a libovolnd nezaporna celd
¢isla kyq, ...,k existuje o € R tak, 7e vy(a) = k1, ..., V(@) = kppy.

Cviceni 22. Absolutni hodnota ur¢uje teorii divizoru Z* — N. Ukazte, Ze libo-
volny exponent télesa Q odpovida néjakému prvodivizoru (tj. prvocislu).

Cviceni 23. Je-li R obor integrity, pro ktery existuje teorie divizoru s konec¢né
mnoha prvodivizory, pak je R okruh s jednozna¢nym rozkladem. Dokazte.

7. Exponenty
(podrobné&jsi ditkazy viz Borevié-Safarevié, kapitola 3, §4)

Definice. Necht v je exponent télesa K. Okruh
O, ={a€ K;v(a) >0}

se nazyva okruh exponentu v.
7 vét 3 a 4 predchozi kapitoly plyne platnost nasledujicich dvou vét:
Véta 1. Okruh O, exponentu v télesa K je celouzavieny v K.

Véta 2. A7 na asociovanost existuje jediny ireducibilni prvek 7 okruhu O, (cha-
rakterizovany podminkou v(7) = 1). Libovolné nenulové o € O,, 1ze (pii zafixova-
ném ) jednoznacné vyjadfit ve tvaru a = 7™, kde ¢ je jednotka okruhu O, a m
nezaporné celé ¢islo.

Je ziejmé, ze I, = {a € K; v(a) > 0} je ideédl okruhu O,, Ze O, \ I, je grupa
jednotek okruhu O, a 7ze faktorokruh O, /I, je téleso.

Definice. Necht v je exponent télesa K. Faktorokruh O, /I, se nazyva téleso
zbytkt exponentu v.

Véta 3. Pro libovolné rtizné exponenty vy, ..., v, télesa K a libovolna cela ¢isla
ki,..., ky existuje a € K tak, ze vi(a) = ki, ..., Un(a) = kp,.
Dusledek. Necht vy,...,v,, jsou libovolné po dvou rizné exponenty télesa K,

O,,,...,0,, jejich okruhy. Pak prinik O = NZ,0,, je okruh s jednoznacnym
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rozkladem na ireducibilni prvky. Presnéji: zvolime-li libovolné 7y, ..., T, € K tak,
aby platilo
1, jelii=j,
vi(mj) = { C e e
0, je-lii#j,
pak libovolné o € O, a # 0, 1ze jednoznacné vyjadrit ve tvaru a = 57r'f1 oLmhm
kde ¢ je jednotka okruhu O a kq,..., k,, nezdporna cela ¢isla.
Naznak dukazu véty 3. Indukci vzhledem k m. Nejprve dokazme, ze vy, ..., v,
jsou @Q-linearné nezavislé na K*. Kdyby ne, existovala by (pfipadné po zaméné
indexti) Cisla asg, ..., a,, € Q, alespoii jedno zaporné, tak, ze vy(a) = > i, a;vi(«)

pro kazdé o € K*. Zvolme (induké¢ni predpoklad) oy, as € K* tak, aby pro kazdé
1 =2,...,m platilo

( ) 0, je—li a; > 0, ( ) 1, je—li a; > 0,
vilan) = A vilaz) = -
! 1, je-lia; <O, 2 0, jelia; <O.

Pak v;(a; + az) =0 pro kazdé i = 2,...,m a vy(ay + az) < 0, spor.

Uvazme okruh O = N"7'0,, a jeho grupu jednotek E. Kdyby v, (E) = {0},
dostali bychom, 7e v,, je Q-linearni kombinace vy, ..., V,,_1, cOZ neni mozné.

Necht m, ..., mm—1 vyhovuji podminkdm disledku pro vy,...,vm,—1 (jejich e-
xistence plyne z indukéniho pfedpokladu), oznatme a1 = v (71), <oy Qe =
U (Tm—1). Zvolme v € E tak, aby | = v,,(7) bylo kladné a co nejmensi. Jestlize
llay, ..., lam_1, pak [ = 1 z definice exponentu. V opacném piipadé dojdeme ke
sporu: predpoklddejme napiiklad, 7e [ { a; a uvazme a = 7 (o« ...  Tm_1)'7*, kde
s je zvoleno tak, aby I’ = a; + (ag + - -+ + am—1)l + sl spliiovalo 0 < " < [. Pak
Um(a) =1"avi(a) >0proi=1,...,m—1. Potom e =+ + « € E a plati v,,, =,
spor.

Je tedy | = 1 a lze predpokladat, ze v,,(m;) = 0 proi = 1,...,m — 1. Pak je

o=nn. .Wﬁi‘llykm hledany prvek a véta 3 je dokdzana.

Véta 4 (o aproximaci). Pro libovolné rtizné exponenty vy, ..., v, télesa K,
libovolné aq,...,a,, € K a libovolné ptirozené ¢islo N existuje a € K tak, 7e
Vl(a_al) ZNa e Vm(a_am) EN

Dukaz. Zvolme v K prvky spliujici

—1, jelii=j,
L, jelii#j,

vi(B;) :{

a polozme

o= — i
LT

kde £ > N — min{v;(c;); 1 <i <m,1 < j <m}. Pak a spliiuje podminky véty.

Poznamka. Necht K /k je kone¢né rozsifeni téles a v exponent télesa K. Protoze
K je cely uzavér k v K, nemize byt v(k) = {0} (z k& C O, by dle véty 1 plynulo
K C O,, spor).



7. EXPONENTY 29

Zvolme p € k tak, aby e = v(p) bylo kladné a co nejmensi. Pak e|v(a) pro kazdé
a € k. Snadno se ovéii, ze vy : k — Z U {oo}, uréené predpisem 1((0) = oo a
)= 2

vo(a pro a € k*, je exponent télesa k.

Definice. Jsou-li v a vy ve vztahu z predchozi poznamky, fekneme, ze exponent

Vg je indukovan exponentem v a ze exponent v je prodlouzenim exponentu vy. Cislo
e se nazyva index vétveni exponentu v vzhledem k vy.

Lemma 1. Necht K/k je konecné rozsifeni téles stupné n a vy exponent télesa
k. Pak existuje nejvyse n prodlouzeni exponentu vy na téleso K.

Dukaz. Necht vq,...,v,, jsou ruznd prodlouzeni exponentu vy na téleso K.
Zvolme v K prvky spliujici

0, jelii=j,
1, jelii# j.

vi(5;) :{

Pak fpq,... 0B, jsou k-linedrné nezavislé.

Lemma 2. Necht K /k je kone¢né rozsiteni t&les a vy exponent télesa k. UvaZzme
okruh O,, C k exponentu v télesa k£ a oznacme O cely uzavér okruhu O,, v K.
Je-1i O okruh s jednozna¢nym rozkladem s pravé m po dvou neasociovanymi ire-
ducibilnimi prvky, pak existuje pravé m riznych prodlouzeni vy, ..., v,, exponentu
vp na téleso K. Navic plati O = N2, 0,,.

Dtkaz. Oznacme my,..., 7, ony ireducibilni prvky okruhu O. Podle véty 2
kapitoly 6 ma O teorii divizori s pravé m prvodivizory (my),..., (mm). Jsou-li
Vl,...,Vy jim odpovidajici exponenty, z véty 4 kapitoly 6 (podminka 2) plyne
O = N,0,.. Zvolme ireducibilni prvek 7 okruhu O,, (viz vétu 2). Pak v O lze
rozlozit m = e [[;~, 7{", kde ¢ je jednotka okruhu O a ey,..., e, jsou neziporni
cela ¢isla. Pro libovolné a € O,, pak existuje rozklad o = e7®, kde ¢ je jednotka
okruhu O,, (a tedy i O) a s nezdporné celé ¢islo. Pro libovolné i = 1,...,m pak
vi(a) = ejvp(a), odkud e; # 0 (viz predchozi poznamku) a tedy v; je prodlouzeni
exponentu vp. Je-li v libovolné prodlouzeni exponentu vy na K, pak O,, C O,, z
véty 1 tedy O C O,,, odkud v(g) = 0 pro kazdou jednotku e okruhu O a dle véty 3
nemohou byt exponenty v, vq,..., v, po dvou ruzné.

Lemma 3. Necht v je exponent télesa k. Uvazme okruh O,,, ideal I, a téleso
zbytkt ¢ = O,,/I,, exponentu vy. Necht K /k je konecné rozsifeni téles a O cely
uzavér okruhu O,, v K. Je-li |Xo| > [K : k] (napfiklad je-li £ nekonecné téleso),
pak je okruh O euklidovsky (a tedy s jednozna¢nym rozkladem) a plati, Ze v okruhu
O existuje jen kone¢né mnoho po dvou neasociovanych ireducibilnich prvki.

Dikaz. Pro o € K* polozme
lal| = 2%o(Nose(e),
Ziejmé plati ||af]| = ||a|| - ||8]| pro libovolné «, 3 € K*. Necht o, € K,  # 0.

Dokazeme existenci v, p € K splijicich o = 3y+p, pficemz p = 0 nebo ||p|| < ||3]|.
Piedpokladejme tedy 31 a a oznadme v = 3 ¢ O. Charakteristicky polynom

f)y=t"+cit" '+ e, €KL
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prvku v vzhledem ke K/k neni z O,,[t]. Proto r = —min{ry(c;); 1 < i < n} > 0.
Zvolme ireducibilni prvek 7 okruhu O,, (viz vétu 2). Pak ¢(t) = 7" f(t) € O,,[t]
mé za alespoil jeden z koeficient jednotku okruhu O,,. Oznaéme ¢(t) € So[t] jeho
obraz v kanonickém homomorfismu. Pak stupen st ¢(t) < n = [K : k], existuje tedy
a € O,, tak, 7e pro a € ¥y plati ¢(a) # 0. Charakteristicky polynom prvku v — a
vzhledem ke K/k je f(t+ a), tedy

Nii(y —a) = (=1)"f(a) = (=1)"7""p(a),

odkud ||y —al| =27" < 1, a tedy ||a — af]| < ||3]|-

Pro libovolné a € O* plati a|Ng (). Je-li 7 libovolny ireducibilni prvek O,
pak Ng/p(m) = ¢ -pf, kde ¢ je jednotka okruhu O,,, p € k, vo(p) = 1 (tj. p je
ireducibilni prvek O,,), f > 1. ProtoZe je m ireducibilni, plati 7|p, takovych je v8ak
jen kone¢né mnoho.

Véta 5. Necht K/k je konefné rozsifeni téles a vy exponent télesa k. Uvazme
okruh O,, C k exponentu v télesa k£ a oznacme O cely uzavér okruhu O,, v K.
Pak plati

1. existuje alespon jedno prodlouzeni v exponentu vy na téleso K;

2. jsou-li vq,..., vy vSechna prodlouzeni exponentu vy na téleso K, pak
m
0 =()0..
i=1

Uzitim disledku véty 3 (s pfipadnym piihlédnutim k dikazu Lemmatu 2) z véty
5 plyne

Ddsledek. V oznaceni véty 5 plati: O je okruh s teorii divizort urc¢enou vSemi

prodlouzenimi vy, ..., v, exponentu vy na téleso K. Jestlize m je ireducibilni prvek
okruhu O,, a my,..., T, ireducibilni prvky O (oznacené tak, ze v;(m;) = 1) a roz-
lozime-li v O
m
e;
e
i=1
kde ¢ je jednotka okruhu O a eq,..., e, jsou nezaporna celd ¢isla, pak pro kazdé
t=1,...,mjee; >0 index vétveni exponentu v; vzhledem k vy.

Dukaz véty 5. Indukei vzhledem k n = [K : k]|. Pfedpokladejme, 7Ze n > 1 a 7e
véta 5 je dokdzana pro vSechna rozsiteni libovolného télesa k& stupné mensiho nez n.
Ma-li téleso zbytkt ¥ exponentu vy alespon n prvki, plyne véta z lemmat 3 a 2.
Piedpokladejme tedy, ze ¢ = |Xg| < n. Nad koneénymi télesy existuji ireducibilni
polynomy libovolného stupné, miizeme proto zvolit néjaky normovany ireducibilni
polynom @(t) € ¥g[t] stupné n — 1 a k nému néjaky normovany polynom ¢(t) €
O,,[t] stupné n — 1 tak, aby ¢(t) byl jeho obrazem v kanonickém homomorfimsmu.
Pak ¢(t) je ireducibilni nad O,,. Uvazme né&jaké rozsiteni K’ = K (0) télesa K, kde
6 je kofen ¢(t). Pak [K': K] <n —1 apro k" = k() plati [k’ : k] = n — 1. Zvolme
néjaké prodlouzeni v exponentu vy na téleso k' (uzivime indukéni piedpoklad)
a oznafme Y téleso zbytki exponentu vf. Diky kanonickému vnoteni ¥y — X
Ize povazovat g za podtéleso télesa Xf. Pak ¥o(0) C X} a |[So(0)| = ¢~ > n.
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Na druhou stranu [K' : k'] < n. Pro rozsiteni K'/k' a exponent v tedy véta
plati. Existuje tedy prodlouzeni v’ exponentu v na K'. UvaZime-li exponent v
indukovany exponentem v’ na K, dokazali jsme ¢ast 1.

Pro dtikaz ¢asti 2 ukazme nejprve, ze 1) je jediné prodlouzeni exponentu vy na
k. Predpokladejme, Ze v{ je jiné jeho prodlouzeni. Podle véty 3 existuje v € k'
tak, ze v{(y) = 0 a v{j(y) > 0. Pak lze jednoznané psat v = 7" Z?:_OQ c;0', kde 7 je
ireducibilni prvek O,,, r € Z, ¢; € O, pro vSechna i = {0,...,n—2} a pro alespoi
jedno j = {0,...,n — 2} plati v(¢;) = 0. Oznacme a = Z?:_OQ c;0". Pak ¢; a proto i
a= Z?:_(f ;0" jsou nenulové prvky /. Proto v}(a) = 0. Analogicky v/ (o) = 0. Z
v, (v) = 0 plyne r = 0, odkud v/{/() = 0, spor.

Z indukéniho piedpokladu pro &'/ je O,; cely uzvér okruhu O,, v k. Oznacme
O’ cely uzavér okruhu O,, v K'. Protoze cely uzavér je celouzavieny (dokazali jsme
v kapitole 3), je O' také celym uzévérem okruhu O,; v K'. Necht v1,..., v, jsou
v8echna prodlouzeni exponentu v, na K'. ProtoZe pro rozsiteni K’/k" a exponent
v, véta plati, je

-
0'=()0..
i=1
OvSem v, ..., V. jsou také vSechna prodlouZeni exponentu vg na K’. Oznacime-li
Vly ..., Vpy viechny po dvou riizné exponenty na K indukované exponenty vy, ..., V.,
pak
I m
0O=0'NK=()(0,NK)=()0,,.
i=1 i=1

Kdyby existovalo néjaké prodlouzeni v exponentu vy na téleso K odlisné od ex-
ponentl vy, ..., vy, podle véty 3 by existovalo v € K tak, Ze vi(y) > 0, ...,
Um () > 0, v(y) <0, spor s inkluzi O C O,, ktera plyne z celouzavienosti O,,. Véta
5 je dokazana.

Cviceni 24. Necht K/k je Galoisovo rozsiteni, G = Gal(K/k). Necht vy je
exponent télesa k a v prodlouzeni exponentu vy na téleso K. Pro libovolné o € GG
a libovolné av € K* polozme v7 (o) = v(o(«)), v7(0) = co. Dokaite, 7e
(a) pro kazdé o € G je v prodlouzeni exponentu vy na téleso K;
(b)

(¢) v8echna prodlouZeni exponentu vy na téleso K maji tyz index vétveni;
)

(d

libovolné prodlouzeni exponentu vy na téleso K je tvaru v? pro néjaké o € G|

D, = {0 € G; v = v} je podgrupa grupy G (nazyva se dekompozi¢ni grupa

prislusna exponentu v);

(e) D, odpovida v Galoisové korespondenci nejmensimu mezitélesu L rozSifeni
K /k takovému, Ze exponent télesa L indukovany exponentem v lze jedinym
zpusobem prodlouzit na téleso K;

(f) [L : k] je rovno poctu vSech prodlouZeni exponentu vy na téleso K;

(g) D, je normélni podgrupa grupy G pravé tehdy, kdyZ existuje [L : k] riznych

prodlouZeni exponentu vg na téleso L.
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8. Teorie divizortu koneéného rozsireni téles
(podrobnéjsi ditkazy viz Borevi¢-Safarevié, kapitola 3, §5)

Véta 1. Necht Ry je obor integrity s podilovym télesem k takovy, Ze existuje
teorie divizortt Ry — Dp; ozna¢me My mnozinu vSech exponenti odpovidajicich
prvodivizorim této teorie divizort. Necht K /k je konefné rozsireni. Pak mnozina M
vSech prodlouzeni vSech exponentti z My definuje teorii divizori na celém uzavéru
R okruhu Ry v K.

Dukaz. Ovérime tfi podminky véty 4 kapitoly 6.

(2) Pro libovolné v € M plati Ry C O, a podle véty 1 kapitoly 7 je R C O,,.
Necht a € K spliuje v(a) > 0 pro kazdé v € M. Necht t" + at" =1 +--- + a,
je minimalni polynom a vzhledem ke k. Zvolme vy € My libovolné a oznac¢me

Vi,...,Vm vSechna prodlouzeni exponentu 1y na K. Protoze a € N2,0,,, podle
véty 5(2) kapitoly 7 je a z celého uzavéru okruhu O,,, tedy aq, ..., a, € O,,. Odtud
a1y, 0n € Nyyerm,Ou, = Ro. Proto a € R.

(1) Existuje jen koneéné mnoho exponenttt v € M s vlastnosti v(a, ) # 0. Jestlize
v(a,) =0, pak v(a™Y) =v(a; (a1 + -+ +a,—1)) >0, tedy v(a) = 0.

(3) Necht vq,...,vm € M a necht ky,...,k, jsou nezdporna celd ¢isla. Bez
ujmy na obecnosti Ize predpokladat, Ze pro kazdé vy € My jsou mezi vybranymi
exponenty bud Zadné nebo vSechna prodlouZeni vy na K. Podle véty 3 kapitoly 7
existuje a € K tak, ze vy (a) = k1, ... , Um(a) = kp,. Je-li @ € R, jsme hotovi. Pokud
ne, plati v(a) < 0 pro kone¢né mnoho v € M. Ozna¢me r = —min{v(a); v € M} >
0. Podle véty 4 kapitoly 6 existuje a € Ry tak, ze vg(a) = 0 pro kazdy exponent
vo indukovany nékterym z exponentii vy, ..., V,, a soucasné vg(a) = r pro kazdy
exponent vy indukovany nékterym exponentem v € M s vlastnosti v(«a) < 0. Pak
aa € R ma pozadované vlastnosti.

Véta 2. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, R okruh celych ¢isel télesa K.
Pak R ma teorii divizori, ktera je ur¢ena mnozinou vSech exponentii télesa K.

Dutkaz. Plyne z cviceni 22 a predchozi véty.

Poznamka. Ve zbytku kapitoly budeme predpokladat, ze Ry je obor integrity
s podilovym t&lesem k takovy, Ze existuje teorie divizori Ry — Dy, ze K/k je
kone¢né rozsiteni téles, 7ze R je cely uzavér okruhu Ry v K a ze R* — D je teorie
divizorti. Protoze Ry C R, odpovidaji prvkim o € R divizory v Dp i v D. Budeme
je rozliSovat indexy: (a)x € Dy, () € D.

Véta 3. Existuje vnofeni Dy — D takové, ze plati (a)r — () pro kazdé
a € Rj.

Dutkaz. Zvolme libovolné prvodivizor p € Dy a uvazme prislusny exponent v

na k. Necht vq,..., v, jsou vSechna prodlouzeni exponentu vg na K a eq,..., €,
prislusné indexy vétveni. Oznacme P, ..., P, prvodivizory v D odpovidajici expo-
nentim vy, ..., v,. Pfitadme p — P;' ... PSm. Toto pfifazeni ur¢i vnofeni Dy — D,

o kterém se snadno ukaze, ze plati (o), — (o) pro kazdé a € R .

Véta 4. Existuje homomorfismus N : D — Dy takovy, ze plati N((«a)x) =
(N /i(a))r pro kazdé a € R*.

Dikaz. Zvolme libovolné prvodivizor p € Dy a uvazme piislusny exponent v

na k. Necht vq,...,,, jsou vSechna prodlouZeni exponentu vy na K. Stejné jako
v disledku véty 5 kapitoly 7 ozna¢me 7q,...,T,, ireducibilni prvky okruhu O =
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N, 0,, (indexované tak, 7e v;(m;) = 1) a Py, ..., P, prvodivizory v D odpovidajici
exponentiim vy,. .., Vp,. Pro libovolné i = 1,...,m je Ng(m;) € O,, a tedy d; =
vo(Ng k(i) > 0. Snadno se ukdZe, Ze d; nezavisi na konkrétni volbé ;. Pritadme
P; s p®i. Toto piifazeni uré¢i homomorfismus D — Dy, pro ktery se snadno ovéii,
ze plati N((a)r) = (Ng/k(a))r pro kazdé o € R*.

Poznamka. V oznaceni predchoziho diukazu: Protoze kazdy prvek déli svoji
normu, plati dokonce d; > 0. Jestlize v O rozlozime ireducibilni prvek 7 okruhu
0,,, dostaneme podle disledku véty 5 kapitoly 7

m
T=¢ H e,
i=1
kde e je jednotka okruhu O a pro kazdé i = 1,...,m je e¢; > 0 index vétveni

exponentu v; vzhledem k vy. Necht n = [K : k]. Pfechodem k normé dostaneme

7" = Ngi(m) = Ngi(e HNK/k i),

odkud aplikaci exponentu vy dostaneme identitu
m
i=1

Definice. Pro libovolné a € D nazyvame N(a) normou divizoru a vzhledem k
rozsifeni K /k. Chceme-li v pfipadé poti¥eby vyznadit, o jaké rozsiFeni jde, piSeme
Nii(a).

Cviceni 25. Dokazte, ze zobrazeni konstruovana v diikazech vét 3 a 4 jsou jediné
homomorfismy splhujici podminky vét.

Poznamka. Do konce kapitoly zvolme libovolné, ale pevné prvodivizor p € Dg a
uvazme prislusny exponent vg na k. Necht vy, ..., v, jsou vSechna prodlouZeni ex-
ponentu vy na K. Stejné jako v disledku véty 5 kapitoly 7 oznac¢me 7 ireducibilni
prvek okruhu O,, a 7y,..., 7, ireducibilni prvky okruhu O = N>,0,, (indexo-
vané tak, ze v;(m;) = 1) a P1, ..., P,, prvodivizory v D 0dp0v1daJ101 exponentim
VlyeooyUm.

Necht i € {1,...,m} je libovolné. Protoze pro libovolné a € O, plati vo(a) > 0
pravé tehdy, kdyz v;(«) > 0, existuje vnoreni télesa zbytkt ¥, exponentu vy do
télesa zbytkd X; exponentu v;. Pro libovolné a € O,, budeme jeho obraz v ;
znacit «. Je jasné, ze pro kazdé ai,...,a, € O,, plati: jestlize ay,...,q, jsou
k-linedrné zavislé, pak ay,...,a, € 3; jsou Yg-linedrné zavislé. Proto X;/X¢ je
kone¢né rozsifeni téles a plati [&; : o] < [K : k]. V dalsim textu budeme znadit

Definice. Stupen f; rozsifeni ¥; /S se nazyva stupei inercie exponentu v; vzhle-
dem k vg.

Poznamka. O stupni inercie (resp. indexu vétveni) exponentu v; vzhledem k
vo nékdy téz hovorime jako o stupni inercie (resp. indexu vétveni) prvodivizoru P;
vzhledem k p.
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Definice. Baze wy,...,w, rozsifeni K /k se nazyva fundamentalni baze okruhu
O vzhledem k O,,, jestlize wy,...,w, € O a pro kazdé a € O existuje vyjadieni
a =31 a;a; s koeficienty a; € O,,.

Poznamka pro znalé teorie R-modulti: fundamentalni baze okruhu O vzhledem
k O,, existuje, pravé kdyz je O volny O, -modul.

Véta 5. Existuje-li fundamentalni baze okruhu O vzhledem k O,,,, pak pro kazdé
i=1,....nplati f; = d;, tj. vo(Ng/k(mi)) = [E; : Sol.

Dukaz. Necht i € {1,...,n} je libovolné. Z véty 4 kapitoly 7 plyne, Ze pro kazdé
§ € 0, existuje a € K s vlastnosti v;(a—§) > Tav;(a) > 0pro j # i. Pakjea € O
a plati @ = £. Odtud plyne, Ze je-li wy,...,w, € O fundamentilni baze okruhu O

vzhledem k O,,, pak je w;,...,w, € X; systém generdtortt vektorového prostoru
¥; nad Xg. Protoze f; = [X; : ¥p], 1ze pFipadnym preindexovanim dosdhnout toho,
ze @i,...,wys je baze vektorového prostoru ¥; nad ¥y (tj. baze rozsifeni ¥;/3).

Pro j > f; plati
fi
(Dj - Z ﬁjsa}s
s=1
pro vhodné 3;, € O,,. PoloZzme

o[ jeli 1< < f
T Wi — Zgl:l jsWs je—li fZ <j < n.

Je zfejmé, ze v¥y,...,0, € O je fundamentalni baze okruhu O vzhledem k O,,.
Ideal m;O vSech prvka okruhu O délitelnych prvkem m; se tedy sklada ze vsech
O,,-linedrnich kombinaci prvka m;vy,...,m¥,. Na druhou stranu pro libovolné
ai,...,a, € O, plati 2?21 a;0; € 0, pravé kdyz vi(ar) > 0, ..., v;(ayp) > 0,
tj. pravé kdyz vo(a1) > 0, ..., vo(ay,) > 0, coz znamena, ze ay,...,a, jsou vie-
chny délitelné 7. Idedl m;O se tedy sklada ze vSech O, -linearnich kombinaci prvki
m1,..., 70, V41, -.,VU,. Determinant matice pfechodu mezi vySe uvedenymi
0,,-bazemi idedlu m;O je proto jednotka okruhu O,,. Podle definice normy je
Ngi(m;) = det(ag), kde ag € k splinji

n

7Ti’l95 = Z astﬁt.

t=1

Zmin&na matice piechodu je matice (bs), kde by = agm™ !, je-lit < fi, a by = asy,
je—li t > fz Proto NK/k(ﬂ-z) = det(ast) = rfi det(b5t>, odkud VO(NK/k(ﬂ-”L>) = fz',
coz jsme méli dokazat.

Véta 6. Je-li K/k separabilni, pak existuje fundamentélni baze okruhu O vzhle-
dem k O,,.

Ddkaz. Zvolme v K bazi aq,...,a, € O. Diky separabilité existuje dualni baze
at,...,af € K, tj. takova baze, ze plati pro kazdé i,j € {1,...,n}

1 jelii=j,

Sprcplaiof) = { 0 je-lii# j.
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Je-li @ € O aplati-li a = Y71, c;af, kde cy,..., ¢, € k, plati ¢; = Spy i (ac;) €
O,,, nebot aa; € O. Pro kazdé s = 1,...,n oznacme w, néktery prvek, ktery ma
mezi viemi prvky tvaru Y . _c;af € O, kde ¢; € O,,, minimélni hodnotu v(cs).
Snadno se ukaze, ze wy,...,w, je fundamentalni baze okruhu O vzhledem k O,,.

Véta 7. Necht K /k je separabilni, pak plati
i=1

Ddkaz. Plyne z vét 5 a 6 a poznamky za vétou 4.

Lemma. Necht K/k je separabilni. Existuje-li ¥ € O tak, 7e K = k() a 7e
diskriminant D(yy) minimalniho polynomu ¢y nad k je jednotkou okruhu O,,,
pak 1,9,...,9"~! je fundamentalni baze okruhu O vzhledem k O, .

Ddtkaz. Véta 6 zarucuje existenci fundamentalni baze wy, . . ., w, okruhu O vzhle-
dem k O,,. Ozna¢me C' matici piechodu od baze wr,...,w, k bazi 1,9,...,9" "1,
n

tj. C = (c;5), kde ¢;; € O,, spliuji 9=t = > j—1 cijw;. Podle vypolti z prvni
kapitoly pro diskriminanty jednotlivych bazi plati

D(py) = D(1,9,...,0" 1) = (det C)’D(wy, . .., wy)-

Protoze ¢initelé vpravo jsou z O,, a na levé strané je jednotka tohoto okruhu, je i
det C' jednotkou tohoto okruhu a proto je 1,7, ...,9" ! fundamentalni baze okruhu
O vzhledem k O,,.

Véta 8. Necht K /k je separabilni a necht pro ¢ € O plati, ze K = k() a Ze
diskriminant D(py) minimalniho polynomu ¢y nad k je jednotkou okruhu O, .
Rozlozime-li polynom @y € ¥g[t] na soucin ireducibilnich polynomi z 3¢[t], pak
tito ireducibilni ¢initelé jsou po dvou rizni a odpovidaji jednotlivym prodlouzenim
Uly...,Um exponentu vy na K. Podrobnéji: pfi vhodném indexovani je zminény
rozklad tvaru:

Po(t) =g1(t) - .- Gm(1)

kde g1(t),...,gm(t) € O, [t] jsou vhodné normované polynomy, p¥i¢em? jejich ob-
razy v kanonickém homomorfismu gy (t),...,Gm(t) € Zp[t] jsou rtzné ireducibilni
polynomy. Navic pro kazdé i = 1,...,m plati:
1. stupei inercie exponentu v; vzhledem k vq je roven stupni polynomu g;(t);
2. index vétveni exponentu v; vzhledem k vy je roven 1;
3. ireducibilni prvek m; okruhu O odpovidajici prodlouzeni v; je nejvétsi spolecny
délitel (v O) prvki 7 a g;(¥).

Dukaz. Plati D(gy) = D(py) # 0 a tedy ireducibilni faktory délici @y jsou po
dvou rtizné.

Pro libovolny polynom h(t) € O,,[t] dokazme, Ze jsou-li h(t) a g;(t) nesoud&lné
v Yo[t], pak jsou také h(¥) a g;(¥) nesoudélné v O. Skutecné, z nesoudélnosti h(t)
a gi(t) v So[t] plyne existence u(t),v(t),w(t) € O,,[t] spliujicich

h(t)u(t) + g:(t)v(t) = 1 4 7w(t).
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Libovolny ireducibilni prvek v O je délitelem 7 (viz dtsledek véty 5 v kapitole 7),
pokud by tedy délil soucasné h(v) a g;(1), musel by délit i 1, spor.
Dokéazali jsme, 7e g1 (1), ..., gm(¥) jsou po dvou nesoudélné prvky O.
Piipustme, 7e g;(¥) je jednotka okruhu O, tj. 7Ze existuje £ € O tak, 7ze g;(V)¢§

N

1. Z lemmatu plyne existence polynomu h(t) € O,,[t] takového, ze £ = h(?).
gi(V)h(¥) = 1 pak plyne existence polynomu ¢(t) € O,, spliujiciho g;(t)h(t) =
1 + py(t)q(t). To vSak po aplikaci kanonickém homomorfismu dava g;(t)h(t) =

L+g1(t) .. - gm(t)a(t), spor.

Pro kazdé i € {1,...,m} vybereme v O ireducibilni prvek m; délici g;(J) (zde
na chvili porusime nasi tmluvu, 7e po dvou neasociovanych ireducibilnich prvki
okruhu O je pravé m a 7e my,...m, jsou uz zvolené; pii konstrukci m,...m,, Vv
tomto dikaze jesté zatim nevime, Ze ireducibilnich prvka v O neni vice). Z ne-
soudélnosti g1(9), ..., gm(9) plyne, Ze 7y, ..., Ty jsou po dvou neasociované. Pro
kazdé i € {1,...,m} ozna¢me v; prodlouzeni exponentu vy na K odpovidajici 7;, f;
stupen inercie a e; index vétveni exponentu v; vzhledem k vg. Déale s; znaci stupen
polynomu g;(t).

V télese ¥; exponentu v; jsou prvky 1,9, ..., 0%~ Sy-linedrné nezavislé, a tedy
s; < f;. Skutecné, pokud by pro polynom h(t) € O,, stupné mensiho nez s; platilo
h(¥) = 0, pak by bylo k() € O délitelné 7;, proto h(d) a g;(¥) by nebyly nesou-
délné. Pak ale g;(t) je délitelem polynomu h(t) v So[t] (viz zacatek dikazu). Pak
m4 ale h(t) nulové koeficienty.

Protoze @y(t) je normovany polynom stupné [K : k] a rozklada se na soudin

normovanych polynomt stupnt sq, ..., s,,, plati
m m m
(K:k]=)_si <> fi<> eifs
7 véty 7 plyne, 7e 7, ..., T, jsou vSechny ireducibilni prvky okruhu O a 7e vSechny

vyse uvedené nerovnosti jsou rovnostmi. Dikaz véty je ukoncen.

Definice. Rekneme, Ze exponent v télesa k je nerozvétveny v rozsifeni K /k,
maji-li vSechna prodlouzeni exponentu vy na K index vétveni roven jedné. V opac-
ném piipadé fekneme, 7e exponent v je v rozsifeni K /k rozvétveny. Rekneme, 7e
exponent v, télesa k je totalné rozvétveny v rozsiteni K /k, existuje-li prodlouzeni
exponentu vg na K s indexem vétveni [K : k] (podle véty 7 je v piipadé separabil-
niho rozsiteni pak takové prodlouzeni jediné a méa stupen inercie roven jedné, totéz
v8ak lze dokazat i pro neseparabilni rozsitent).

Rekneme, 7e prvodivizor p okruhu Ry je nerozvétveny (resp. rozvétveny, totalné
rozvétveny) v rozsiteni K /k, jestlize jemu odpovidajici exponent je v rozsiteni K /k
nerozvétveny (resp. rozvétveny, totalné rozvétveny).

Dusledek. Je-li K/k separabilni rozsifeni, pak existuje jen kone¢né mnoho roz-
vétvenych prvodivizorti okruhu Rg.

Dukaz. Podle véty 10 kapitoly 1 existuje a € K tak, ze K = k(«). Ptipad-
nym vynasobenim prvkem z Ry lze dosdhnout toho, 7ze @ € R. Pak diskriminant
minimalniho polynomu ¢, je prvek z Ry, a proto je délitelny jen konecné mnoha
prvodivizory. VSechny ostatni prvodivizory jsou podle véty 8 nerozvétvené.
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Cvic¢eni 26. Uzivame oznaceni z cviceni 24. Oznac¢me dale ¥y téleso zbytku
exponentu vy a X téleso zbytkt exponentu v. Predpokladejme navic, Ze rozsireni
¥ /X0 je separabilni. DokaZte, Ze

(a) rozsiteni /% je Galoisovo;

(b) predpisem (a) = o(a) (kde a € K, v(a) > 0,0 € D,) je korektné definovano
zobrazeni 6 : ¥ — X

(¢) pro libovolné o € D, je & € Gal(X/%);

(d) predpis o +— & je surjektivni homomorfismus grup D, — Gal(X/%);

(e) jadro tohoto homomorfismu I, (nazyva se iner¢ni grupa piislusna exponentu
v) odpovidd v Galoisové korespondenci nejmensimu mezitélesu L rozSifeni
K /k takovému, Ze exponent télesa L indukovany exponentem v je totalné
rozvétveny v rozsiteni K /L;

(f) [K : L] je rovno indexu vétveni exponentu v vzhledem k vyg;

(g) vSechna prodlouzeni exponentu vg na K maji tyZz stupeii inercie.

9. Dedekindovy okruhy
(podrobnéjsi ditkazy viz Borevi¢-Safarevié, kapitola 3, §6)

Definice. Necht R je obor integrity s teorii divizorai R* — D, a € D divizor.
Okruhem zbytkt R/a rozumime faktorokruh R/a, kde @ je ideal prvki z R délitel-
nych a. Rovnosti v okruhu zbytki budeme casto zapisovat pomoci kongruenci: pro
a, 3 € R znamena o =  (mod a) totéz, co a + a = 3 + a, totiz ala — .

Véta 1. Necht R je okruh celych ¢isel néjakého télesa algebraickych ¢isel K. Pro
libovolny divizor a okruhu R je okruh zbytkt R/a kone¢ny.

Dukaz. Existuje a € R* délitelné a. Toto a déli néjaké prirozené ¢islo n (na-
piiklad [N /g(a)|). Pak nR C @ a |R/nR| = nlK:Q

Véta 2. Necht R je okruh celych ¢isel néjakého télesa algebraickych ¢isel K.
Libovolny prvodivizor p okruhu R je délitelem jediného prvocisla ¢. Okruh zbytkt
R/p je pak konecné téleso charakteristiky q.

Ddkaz. Prvodivizoru p odpovida exponent télesa K, ktery je indukovan néjakym
exponentem télesa Q. Ten podle cvi¢eni 22 odpovida néjakému prvocislu ¢g. Okruh
zbytkl R/p je netrividlni a neméa dé&litele nuly, proto z véty 1 plyne, Ze jde o téleso.
Pritom ¢q € p.

Definice. Obor integrity R se nazyva Dedekindiiv, jestlize pro néj existuje teorie
divizori R* — D takové, ze pro kazdy prvodivizor p je okruh zbytkt R/p téleso.

Priklady. Dle véty 2 jsou okuhy celych ¢isel v télesech algebraickych ¢isel De-
dekindovy. Dedekindtv okruh je i okruh O, pro libovolny exponent v na libovolném
télese K. Na zacatku dikazu véty 5 minulé kapitoly jsme ukézali, Zze Dedekindiv
okruh je i cely uzavér okruhu O, v libovolném konec¢ném rozsiteni télesa K. Stejné
se dokaze, ze libovolny okruh s teorii divizori, ve které je jen kone¢né mnoho pr-
vodivizori, je Dedekindiiv. Z Bezoutovy identity plyne, ze okruh polynomu jedné
proménné nad libovolnym télesem je Dedekindtiv.

Dedekindovy okruhy naopak nejsou napiiklad okruh Z[z] nebo okruh K[x,y] pro
libovolné téleso K, prestoze to jsou okruhy s jednozna¢nym rozkladem.
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Cviceni 27. Necht R je Dedekinduv okruh a K jeho podilové téleso. Dokazte, Ze
cely uzavér okruhu R v libovolném konec¢ném rozsiteni télesa K je opét Dedekindiv

okruh.

Poznamky. Dedekindiv okruh byva v literatufe vétsinou definovan jinym ekvi-
valentnim zptsobem. Obvykla definice je nasledujici: obor integrity R se nazyva
Dedekindiiv okruh, jestlize

1. kazdy vlastni prvoideal okruhu R je maximalni;

2. okruh R je celouzavieny (ve svém podilovém télese);

3. okruh R je Noetherovsky, tj. libovolna rostouci posloupnost idealt okruhu R
je kone¢na (jinymi slovy, jsou-li Iy C Iy C ... idedly okruhu R, pak existuje
piirozené ¢islo n tak, ze (J,ey It = I,,).

V knize Kapitoly z obecné algebry od A. G. Kurose (vySlo v nakladatelstvi
Academia v Praze roku 1977) je Dedekindtiv okruh definovan jako obor integrity,
v némz kazdy vlastni idedl lze vytvorit jako soucin kone¢ného poctu prvoidealt
(soudin idedlit A a B je idedl generovany mnoZinou sou¢inti {af3; a € A, € B}).

Lemma 1. Necht R je Dedekinduv okruh, p jeho prvodivizor, o € R nedélitelné
p a m prirozené ¢islo. Pak je kongruence ax =1 (mod p™) Fesitelnd v R.

Dukaz provedeme indukci, pro m = 1 plyne pifimo z definice. Necht lemma
plati pro m, zvolme { € R tak, ze o = 1 (modp™). Dale zvolme w € R tak, Ze
vp(w) = m (zde i déle v, znaci exponent piislusny prvodivizoru p). Pak divizor
(w) = p™a, kde divizor a neni délitelny p. Zvolme v € R tak, ze v,(y) = 0 a aly
(existence je zaruena vétou 4 kapitoly 6). Pak w|y(a& — 1), tj. existuje u € R
tak, ze wyu = y(af — 1). Je vidét, Ze FeSenim konguence ar = 1 (mod p™+!) bude
x =&+ w, jestlize A € R zvolime tak, aby splitovalo ayA = —pu (mod p), coz lze,
nebot R/p je téleso.

Véta 3. Necht R je Dedekindtv okruh, pq,...p,, jeho rizné prvodivizory, aq, ...,
am € Raty,... t, prirozend ¢isla. Pak je systém kongruenci

r = a; (modpl) ie{l,...,m}

resitelny v R.

Diikaz. Pro libovolné i € {1,...,m} zvolme 3; € R tak, aby v, (3;) = t;
pro j € {1,...,m} \ {i} a v, (3;) = 0. Podle lemmatu 1 existuje §; € R tak, ze
B:&; = a; (modp}'). Reenim daného systému je pak > 3:&;.

Véta 4. Necht R je Dedekinduv okruh, a jeho divizor, a, 3 € R, o # 0. Pak je
kongruence ax = 3 (mod a) FeSitelnd, praveé kdyz je 3 délitelné nejvétsim spoleénym
délitelem divizori (o) a a.

Dukaz. Vétu dokdzeme nejprve za predpokladu, ze divizory (a) a a jsou nesou-
délné. Necht a = [[i~, pf = pé-j aj, kde pi,...py, jsou rizné prvodivizory. Podle
lemmatu 1 existuji & € R tak, 7e af} = 3 (mod p}’). Podle véty 3 existuji &; € R tak,
ze & = € (modp}) a & =0 (mod a;). Soucet & = > 1" & pak spliuje kongruenci
aé = (moda).

Piejdéme nyni k obecnému p¥ipadu. Ozna¢me d = [[i-, pi nejvétsi spolecny
délitel divizori («) a a. Ma-1i dand kongruence feSeni, pak jisté d|3. Naopak, pred-
pokladejme, Ze d|3. Podle véty 3 kapitoly 7 a véty 4 kapitoly 6 existuje v podilovém
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télese K okruhu R prvek p takovy, ze v, (1) = —l; pro kazdé i € {1,...,m} a sou-
¢asné vy(p) > 0 pro vSechny ostatni prvodivizory ¢. Protoze d|3, plati puf € R.
Podobné pa € R je nesoudélné s divizorem b urcenym identitou bd = a. Podle
prvni ¢asti dikazu existuje { € R spliwjici apé = Bu (modb). Pak v, (o€ — ) =
vy, (ap& — ) + 1; > k; a proto & spliiuje kongruenci o = 3 (moda).

Lemma 2. Necht R je Dedekindiv okruh, aq, ..., o, € R* libovolné a d nejvétsi
spolecny délitel divizord (a),. .., (am,). Pak libovolné o € R délitelné d miZe byt
vyjadieno ve tvaru

Oé:Zinéi, 617"'7€m€R-
=1

Dtkaz provedeme indukei, pro m = 1 je lemma ziejmé. Predpokladejme, ze
m > 1 a ze lemma plati pro m — 1. Ozna¢me d; nejvétsi spolecny délitel divizoru
(a1)y ..., (m—_1). Pak je d nejvétsi spolecny délitel divizort d; a (o, ). Podle véty 4
existuje £ € R tak, 7e a,,§ = a (moddy). Lemma plyne 7z indukéniho predpokladu
pro a — £ayy,.

Véta 5. Pro Dedekindtv okruh R je zobrazeni a — a izomorfismem pologrupy
divizori D na pologrupu vsech nenulovych ideali okruhu R.

Dutkaz. Z definice teorie divizort plyne, Ze zobrazeni a — a je injekce. UkaZzme,
7e je to v pripadé Dedekindova okruhu téZ surjekce. Necht A je libovolny nenulovy
idedl okruhu R. Pro libovolny prvodivizor p ozna¢me a, = min{v,(a); a € A}.
Je ziejmé, 7ze a = prap je divizor. Pritom jisté A C a. Necht o € a je libo-
volny. Zvolme aq,...,a,, € A tak, aby a byl nejvétsi spolecny délitel divizoru
(a1),..., (). Podle lemmatu 2 existuji &;,...,&, € R tak, ze o = > ;" &ay,
odkud a € A. Plati tedy A = a.

Necht a, b jsou libovolné divizory a oznatme A = a, B = b, C = AB, ¢ = ab.
UkéZzeme ¢ = C'. Plati

min{v,(v); a € C} = min{y,(af); a € A, f € B}
= min{r,(a); a € A} + min{v,(3); 8 € B},

odkud plyne dokazované.

10. Divizory v télesech algebraickych éisel
(podrobnéjsi ditkazy viz Borevi¢-Safarevié, kapitola 3, §7)

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, R jeho okruh celych ¢isel. Pro
libovolny divizor a okruhu R se norma N K/Q(a) nazyva absolutni norma divizoru
a (nehrozi-li nebezpedi nedorozuméni, piSeme jen N(a)). Je to divizor okruhu Z, tj.
prirozené cislo. Podobné pro libovolny prvodivizor p okruhu R jeho stupen inercie
(resp. index vétveni) vzhledem k rozsifeni K /Q se nazyva absolutni stupei inercie
(resp. absolutni index vétveni).

Poznamka. Podle véty 4 kapitoly 8 pro libovolné a € R plati N((«)) =
[Nreso(@)]-

Véta 1. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, R jeho okruh celych ¢isel. Pro
libovolny divizor a okruhu R plati N(a) = |R/al, tj. absolutni norma je rovna
poc¢tu prvka okruhu zbytki.
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Dukaz. Vétu dokazeme nejprve pro prvodivizory. Necht p je prvodivizor okruhu
R a ¢ jim délitelné prvocislo. Podle vét 5 a 6 (s prihlédnutim k dikazu véty 4)
kapitoly 8 pak N(p) = ¢/, kde f je absolutni stupeii inercie prvodivizoru p, tj.
stupen rozsiteni /%, kde ¥ je téleso zbytki exponentu v, a Xy je téleso zbytkt
exponentu v,. Snadno se vidi, Ze Xy je téleso o ¢ prvcich a tedy X je téleso o
q/ prvcich. Véta bude pro prvodivizory dokdzana, ukdzeme-li, Ze R/p je izomorfni
s ¥. Zvolme libovolné ¢ € K tak, ze v,({) > 0. Oznacme ry,...,r,, vSechny ty
prvodivizory, pro které k; = v,..(§) < 0. Podle véty 3 kapitoly 9 existuje v € R tak,
7ze v =1 (modp) ay=0 (modri_ki) pro kazdé i = 1,...,m. Pak a = £y € R a
vp(a— &) > 0. Véta je pro prvodivizory dokazana.

Predpokladejme nyni, Ze véta plati pro néjaké divizory a, b, a dokazme, ze pak
plati i pro jejich soucin ab. Tim bude véta dokazana. Podle véty 4 kapitoly 6 existuje
v € R tak, 7e aly a divizor (y)a~! je nesoudé&lny s b. Necht ay,...,a, (resp.
Biy...,0s), kde r = N(«a) (resp. s = N(f3)), je tplny systém zbykt okruhu R
modulo a (resp. b). UkdZeme, Ze systém rs ¢isel

a; + B35, ie{l,....,r}, je{l,...,s}

je uplny systém zbykt okruhu R modulo ab. Snadno se ovéri, ze tyto prvky jsou
po dvou nekongruentni modulo ab. Necht nyni o € R je libovolné. Pak existuje
i€ {l,...,r} tak, Ze @ = a; (moda). Protoze nejvétsi spoleény délitel divizori ()
a ab je a, podle véty 4 kapitoly 9 existuje £ € R tak, ze 7§ = a — «; (mod ab). Pak
existuje j € {1,...,s} tak, ze { = 3; (modb), odkud o = a; + 37 (mod ab).

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, R jeho okruh celych ¢isel. Divi-
zory a, b okruhu R se nazyvaji ekvivalentni, piSeme a ~ b, existuji-li o, 3 € R tak,
ze (a)a = (PB)b.

Poznamka. Snadno se vidi, ze relace ~ je skutecné relaci ekvivalence na polo-
grupé divizort D. Navic l1ze na tfidach ekvivalence zavést nasobeni pomoci repre-
zentantl, pricemz se snadno ovéri, ze vznikla faktorpologrupa D/~ je komutativni
grupa.

Definice. Grupa D/~ se nazyva grupa tiid divizort okruhu R (popiipadé télesa
K). Pocet prvkil této grupy se nazyva pocet t¥id divizori okruhu R (popiipadé
télesa K') a vétSinou se znaci h.

Poznamka. 7 véty 2 kapitoly 6 plyne, ze R je okruh s jednoznac¢nym rozkladem,
pravé kdyz h = 1.

Cviceni 28. Necht R je okruh celych ¢isel télesa algebraickych ¢isel K. Dokazte,
ze h = 2, pravé kdyz R neni okruh s jednozna¢nym rozkladem, avsak libovolné
dva rozklady téhoz prvku z R na soucin prvku ireducibilnich v R maji tyZz pocet
¢initeld (pro jednu implikaci uzijte tvrzeni (které jsme dosud nedokézali) ze kazda
tfida divizort obsahuje nekonetné mnoho prvodivizori).

Poznamka. Pripomenme definici diskriminantu télesa algebraickych cisel K.
Protoze okruh celych ¢isel R je modul (ve smyslu kapitoly 5), mé bazi. Diskriminant
této baze se nazyva diskriminant télesa K a ziejmé je na konkrétnim vybéru baze
okruhu R nezavisly.

Lemma. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, d jeho diskriminant, R jeho okruh
celych &sel, D pologrupa divizort okruhu R, n = [K : Q]. Necht existuje pravé s
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realnych vnoteni télesa K a pravé t part komplexnich vnoreni (pak tedy s+2t = n).
Pak v libovolné tfidé rozkladu D/~ existuje divizor a, jehoZ absolutni norma

N(a) < (f)tn"—NE-

™

Ddkaz je v podstaté zalozen na Minkowského vété o konvexnim télese a je veden
podobnym zpiisobem jako dikaz Dirichletovy véty o jednotkach. Tuto techniku
jsme z casovych divodi vynechali a proto mohu ¢tenare pouze odkazat na knihu
Borevi¢-Safarevi¢, kapitola 2, §63-6.

Véta 2. Grupa t¥id divizori libovolného télesa algebraickych ¢isel je konec¢na.

Ddtkaz plyne z predchoziho lemmatu vzhledem k tomu, ze existuje vzdy jen
kone¢né mnoho divizort s danou absolutni normou.

Véta 3. Necht h je pocet t¥id divizoru télesa algebraickych ¢isel. Pak pro divizory
okruhu celych ¢isel tohoto télesa plati
(a) h-td4 mocnina libovolného divizoru je hlavni divizor;
(b) je-li [ p¥irozené ¢&islo nesoudélné s h a je-li a takovy divizor, Ze a' je hlavni,
pak také a je hlavni divizor.

Ddtkaz je ziejmy.

11. Charaktery konecnych abelovskych grup

Definice. Necht G je abelovska grupa. Libovolny homomorfismus G — C*
nazyvame charakter grupy G.

Poznamka. Mnozina vSech charakterti abelovské grupy G vzhledem k operaci
nasobeni dané predpisem (x1x2)(9) = x1(9)x2(g) tvoii opét abelovskou grupu,
kterou znacime G.

Lemma 1. Je-li G kone¢na abelovska grupa, pak G ~ G (nekanonicky).

Dukaz. Protoze G je pfimy soucin aditivnich grup tvaru Z/mZ, je G primy sou-
¢in grup Z/mZ. Ale je-li x € Z/mZ, pak je x uréeno hodnotou y(1) (pfipomenme,
ze Z/mZ je aditivni). Protoze x(1) muze byt libovolnd m-t4 odmocnina z jedné,
lemma plati pro Z/mZ a tedy i pro G.

Dusledek. Je-li G konecné abelovska grupa, pak G ~ G (kanonicky).

Dutikaz. Libovolné g € G urc¢uje charakter ¢’ grupy G predpisem ¢'(x) = x(9)-
Predpokladejme, Ze pro néjaké g € G plati x(g) = 1 pro v8echna y € G. Ozna¢me
H podgrupu generovanou g. Pak G lze chapat jako mnozinu rtiznych charaktert
faktorgrupy G/H, kterych je podle lemmatu nejvyse |G/H]|, je tedy H = {1}.
Predpis g — ¢’ proto urcuje injekei G — G. Protoze |G| = |G| = |G|, jsme hotovi.

Definice. Pro libovolnou podgrupu H abelovské grupy G oznac¢me

HY ={yeG;Vhe H: x(h)=1}.
Poznamka. Z¥ejmé mame piirozeny izomorfismus H+ ~ G//?{ . Navic pro libo-
volné podgrupy Hy, H, plati

H CH, <= H{DH;.
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Lemma 2. Pro libovolnou podgrupu H konec¢né abelovské grupy G plati H ~
G/HL.

Ditikaz. Restrikce dava homomorfismus G — H s jadrem H't. Zbyva ukazat
surjektivitu, oviem |Ht| = |G/H| = |G/H| = |G|/|H| a proto |H| = |H| =
|GI/|H*| = |G|/|H*].

Lemma 3. Pro libovolnou podgrupu H kone¢né abelovské grupy G je (H1)1 =
H, kde jsme stotoznili G = G akde pro vnéjsi kolmicku chapeme H+ jako podgrupu
grupy G.

Ddtkaz. Jako v predeslém diikaze se snadno spocita, ze obé grupy maji tyz rad.
Je-li h € H, pak h jakozto prvek G zobrazujici libovolné y € G na X(h) zobrazi
vSechny prvky H+ na 1. Proto H C (H+)+.

Duisledek. * je tedy antiizomorfismus mezi svazem vsech podgrup konecné abe-
lovské grupy G a svazem vsech podgrup jeji grupy charaktert G.

12. Dirichletovy charaktery

Definice. Dirichletiv charakter je charakter grupy (Z/nZ)* pro néjaké n € N, tj.
homomorfismus y : (Z/nZ)* — C*. Je-li n|m, pak y indukuje slozenim s kanonic-
kym homomorfismem (Z/mZ)* — (Z/nZ)* homomorfismus x : (Z/mZ)* — C*.
Pritom jde vpodstaté o totéz zobrazeni, mtzeme tedy y uvazovat podle libosti de-
finovany jak modulo m tak i modulo n. Pro jednoznac¢nost zavedeme konvenci, ze
pro dané y budeme vzdy uvazovat ten nejmensi mozny modul a budeme jej nazyvat
konduktor Dirichletova charakteru x a oznacovat f,.

Priklady. Existuje jediny Dirichletiiv charakter s konduktorem 1, kterému se
iiké jednotkovy nebo téZ trivialni charakter. Zadny Dirichletiiv charakter nem4
konduktor 2. Pro konduktory 3, 4 a 12 existuje vzdy po jednom Dirichletové cha-
rakteru, pro konduktor 5 existuji prave 3.

Identifikace. Necht x je Dirichlettv charakter s konduktorem f,. Pak x iden-
tifikujeme se zobrazenim Z — C, které je urceno predpisem a — x(a + f,Z) pro
a € Z nesoudélné s f, a a + 0 pro a € Z soudélné s f,.

Definice. Necht y a v jsou Dirichletovy charaktery. Ozna¢me n nejmensi spo-
le¢ny nasobek jejich konduktori a uvazme je oba na okamzik jako charaktery grupy
(Z/nZ)*. Sou¢inem Y1) budeme rozumét Dirichletv charakter (s co nejmensim mo-
dulem) urceny souc¢inem obou charaktert v grupé (W)*

Priklad. Zvolme napiiklad Dirichletovy charaktery v, 1, které jsou jednoznac¢né
urceny podminkou f, =12, f,, = 3. Pak f,, = 4. VSimnéte si, Ze pro a € Z obecné
neplati (a)t(a) = (¢©) (), napt. \(9) = 0, ¥(9) = 0, aviak (x¢))(9) = 1.

Cviceni 29. Dokazte, ze pro libovolné Dirichletovy charaktery y, ¢ a libovolné
a € Z plati, Ze je-li x(a)i(a) # 0, pak x(a)i(a) = (x¥)(a).

Cviceni 30. Dokazte, ze mnozina vSech Dirichletovych charaktert tvori grupu.

Cviceni 31. Dokazte, Ze pro libovolné Dirichletovy charaktery y, v, jejichz

konduktory jsou nesoudélné, plati f,, = fy fu-
Opakovani (viz disledek véty 1 kapitoly 4). Necht m je pfirozené ¢islo a ¢, =

271

e m . Pak m-té kruhové téleso Q(() je Galoisovo, [Q((m) : Q] = ¢(m) a pro
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jeho Galoisovu grupu Gal(Q((,,)/Q) plati, Ze je izomorfni s grupou invertibilnich
prvki okruhu zbytkovych t¥id Z/mZ, kde izomorfismus je urcen tim, Ze libovolny
automorfismus o € Gal(Q(()/Q) s vlastnosti o((,) = (2, se zobrazi na t¥idu
rozkladu obsahujici s.

Oznaceni. V dalsim budeme m-té kruhové téleso znacit Q,, .

Véta 1. Pro libovolna prirozena c¢isla m, n plati
1. kompozitum Q,, Q. = Qp n], kde [m, n] znaci nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel
m, n;
2. primik Q, NQ, = Q. n), kde (m,n) znaci nejvétsi spolecny délitel cisel m, n.
Duikaz. Je zfejmé, ze Q(m,n) - Qm - Q[m,n] a Q(m,n) - Qn - Q[m,n]. Z
Bezoutovy identity plyne existence celych ¢isel a, b takovych, Ze (m,n) = am + bn.
Pak plati

Cimom) = Clmom) = ¢amAtn = ot € @, Qn,

odkud plyne 1. Ozna¢me K = Q,,, N Q,. Vime, Ze Q,, ,) € K. DokdZeme, Ze plati
rovnost. Podle cviceni 11 (kapitola 2) plati

[Qpn,ny 2 QK = Qf = [Q = QI[Qn : Qs

odkud
(K :Q = —7——5= = ¢((m,n)),

a tedy plati 2.

Véta 2 (Kronecker - Weber). Je-li K/Q konecné abelovské rozsifeni, pak
K C @Q, pro vhodné prirozené ¢islo n.

Dukaz svym rozsahem i hloubkou znaéné presahuje ramec tohoto kurzu (dikaz
je mozné najit naptiklad ve Washingtonové knize, kde je mu vénovano asi deset
stran ve 14. kapitole).

Definice. Necht K/Q je konetné abelovské rozsifeni, pak nejmensi pfirozené
¢islo n spliujici K C @, (jeho existence je zarucena vétami 2 a 1) se nazyva
konduktor télesa K.

Pi#iklad. Konduktorem té&lesa Q(v/2) je 8.

Konstrukce. Necht X je kone¢nd grupa Dirichletovych charakter (tj. libovolna
kone¢na podgrupa grupy vSech Dirichletovych charaktert). Necht n je nejmensi
spolecny nasobek konduktort f, pro vSechny x € X. Pro libovolné pfirozené ¢islo
m, které je nasobkem ¢isla n, pak lze X chapat jako podgrupu grupy charaktert
grupy (Z/mZ)*, ktera je (pfirozené) izomorfni s grupou Gal(Q,,/Q). Pak oviem
X jednoznaéné uréi podgrupu X+ grupy Gal(Q,,/Q) a tedy pomoci Galoisovy
korespondence podtéleso Kx télesa Q,, vztahem Gal(Q,,/Kx) = X*. Pfitom
podle lemmat 1 a 2 kapitoly 11 plati, Ze

v Qm:(@ -
|X|=|X|=%:[sz@1,

kde posledni rovnost plyne z hlavni véty Galoisovy teorie (kapitola 2, pozor na to,
7ze tam mélo + jiny vyznam, neZ m4 zde).
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Dokazme nyni, ze téleso Kx je nezavislé na volbé m. Uvazime vyse uvedenou
konstrukci pro m = n a pro libovolny nasobek m ¢isla n. Aby se nam konstrukce ne-
pletly, budeme je odliSovat indexem: X+~ a X1m, K?) a Kg(m). Protoze konduktor
libovolného y € X je délitelem n, plati Gal(Q,,/Q,) € X*+=, odkud K{™ C Q,.
Zvolme libovolné 7 € Gal(Q, /K ™). Pak existuje o € Gal(Q,, /K ™) s vlastnosti
olo, = 7 (viz vétu 2 kapitoly 2). Protoze o € X+, je x(¢) = 1 pro kazdé y € X.
Pak ale také \(7) = 1 pro kazdé y € X, odkud 7 € Gal(Q, /K{"). Dostévame
inkluzi mezi télesy K?) C Kg(m), které maji tyz stupen, jsou tedy stejné.

7, véty Kroneckera - Webera, z hlavni véty Galoisovy teorie a z dusledku za
lemmatem 3 kapitoly 11 plyne

Véta 3. Pro libovolné abelovské téleso K konecného stupné nad Q existuje
jednoznac¢né urcend konecna grupa Dirichletovych charakterid X takova, ze K =
Kx. Pro libovolné kone¢né grupy Dirichletovych charakteri X;, Xy plati

X1 C Xy <~ ]"Xl QKX2.

Ddsledek. Ve vyse uvedené jednojednoznac¢né korespondenci mezi kone¢nymi
grupami Dirichletovych charakter a abelovskymi télesy priniku grup odpovida
prunik téles, grupé generované sjednocenim grup odpovida kompositum téles.

Poznamka. Protoze plati (v oznaceni konstrukce)

Gal(Kx /Q) ~ Gal(Qn /Q)/ Gal(Qn / Kx ),

podle poznamky pred lemmatem 2 kapitoly 11 plati
Gal(Kx/Q) ~ Gal(Qn /EKx)*: = (X1t = X

a tedy grupa charakteri Galoisovy grupy télesa K x je prirozené izomorfni s grupou
Dirichletovych charakterti. Diky tomuto izomorfismu lze obé stotoznit: pii tom pro
X € X ao € Gal(Kx/Q) je definovano x(o) jako x(7), kde 7 € Gal(Qy; /Q) je
libovolny automorfismus takovy, Ze restrikce 7|k, = o.

13. Frobeniiv automorfismus

Oznaceni. Konecné téleso o ¢ prvcich znacime I, .

Véta 1. Necht F» /F, je kone¢né rozsifeni konec¢nych téles. Pak Fy» /F, je Ga-
loisovo rozsiteni s cyklickou Galoisovou grupou generovanou tzv. Frobeniovym au-
tomorfismem tohoto rozsfien, ktery je urcen predpisem Frobg , /r, (v) = 27 pro
libovolné x € F,.

Dukaz. Je zrejmé, Ze Froby , r, je skutecné automorfismus télesa Fyn a Ze
vygeneruje cyklickou grupu automorfismi <Frob]pqn /]Fq> radu n. Navic pro libo-
volné = € F, plati Frobg, , /r, (v) = x, pravé kdyz = € F,. Podle vysledku Cvi-
¢eni 9 je F,» /F, Galoisovo rozsiFeni. Protoze stupeil rozsifeni [F,» : F,] = n, je
<Fr0b]Fqn/]Fq> = Gal(IFqn /]Fq)

Poznamka. Nyni budeme aplikovat znalosti ziskané v cvi¢enich 24 a 26 na télesa
algebraickych cisel.
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Necht K/k je Galoisovo rozsifeni téles algebraickych ¢isel (ne nutné abelovskych),
G = Gal(K/k). Necht v je exponent télesa k a v néjaké prodlouZeni exponentu
vp na téleso K. Oznacme déale Yy téleso zbytkl exponentu vy a ¥, téleso zbytkl
exponentu v. Protoze K ik jsou kone¢na rozsireni Q, je v prodlouzenim p-adického
exponentu na Q pro néjaké vhodné prvocislo p. Proto jsou ¥, i ¥y konecna rozsiteni
télesa Z/pZ, jsou to tedy kone¢né télesa (charakteristiky p). Podle véty 1 je tudiz
rozsifeni ¥, /3y Galoisovo.

Oznacme [, inerc¢ni grupu prislusnou exponentu v a D, dekompozi¢ni grupu
prislusnou exponentu v (vzdy vzhledem k v neboli vzhledem k rozsiteni K/k).
Ve Cviceni 24(f) jsme ukézali, 7e existuje pravé g = |G/D,| riznych prodlouzeni
exponentu vy na K, a ve Cviceni 26(g,f), Ze vSechna maji tyZ index vétveni e =
|I,| a tyZz stupen inercie f = |D,/I,|. Navic plati (viz Cvi¢eni 24(a)): libovolné
prodlouzeni exponentu vy na K je tvaru v? pro néjaké o € G (kde v7 je definoviano
predpisem v7 (o) = v(o(a))).

Oznatme O, = {a € K;v(a) > 0}, P, = {a € K;v(a) > 0} (pak tedy
Y, = 0,/P,). Z¥ejmé plati: 0~! indukuje izomorfismus o~ : O, = 0710, = O,-.
Podle definice pro 7 € G plati 7 € D,,, pravé kdyz 7O, = O,,.. Je tedy

7€ D,r < 70,0 =0, <= 100, =0"'0, <=
— o107 '0,=0, < oro ' e D,.

Je tedy D,- = 0= 'D,o. Izomorfismus c~! zobrazi P, na c='P, = P,-, tedy po
faktorizaci dostaneme izomorfismus o—1: ¥, — ¥, -. Prooc € D, plati ¥, = ¥,- a
tedy pfifazeni o — & dava homomorfismus D, — Gal(X, /Xg). Dle definice jadrem
tohoto homomorfismu je I,,. Je-li tedy 7 € I,,, je 7 = idy . Pak ale o~ l'ro € D,
a plati o~170 = idy , . Je tedy 0 ='I,0 C I,-, analogicky opa¢nd inkluze, a tedy
rovnost. Uvédomme si jesté nasledujici ziejmou ale uzitecnou ekvivalenci:

7€l < 7€D, A Ya€eO,:via—r(a))>D0.

Protoze Frobs, /s, (z) = z/¥ a Froby , /5, () = /™!, dostdvame komutativni
diagram
ey
S, —— Do

Frobzy/EOJ/ lFrobzua /0

Yy — Yo

—1

o

a tedy plati Froby, ., /x, = FFrobgu/go o.

Predpokladejme nyni, 7e exponent vy je v K/k nerozvétveny, tj. e = 1. Pak
jadro I, prirozeného surjektivniho homomorfismu grup D, — Gal(X, /Xg) je tri-
vidlni, jde tedy o izomorfismus. Vzor Frobeniova automorfismu rozsiteni ¥, /3 v
tomto izomorfismu (tedy odpovidajici prvek D, C Gal(K/k)) se nazyva Frobeniuv
automorfismus exponentu v vzhledem k rozsiveni K /k a znadi se Frob(v, K /k), ¢asto
téz Frob(Q, K/k), kde @ je prvodivizor télesa K odpovidajici exponentu v. Z vySe
dokazaného plyne Frob(v?, K/k) = o~ ! Frob(v, K/k)o.
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Je-li dokonce rozsiteni K /k abelovské (tj. téleso K samo nemusi byt abelovské,
jen grupa Gal(K /k) musi byt komutativni), pak vSechna prodlouzeni exponentu v
maji nejen stejné dekompozic¢ni a inercni grupy, ale také tyz Frobenitiv automorfis-
mus, ktery tedy zavisi pouze na exponentu vy a rozsifeni K/k. V tomto piipadé
se nazyva Artintiv automorfismus a znaci se (¢, K/k), kde ¢ je prvodivizor télesa
k odpovidajici exponentu vy. Tuto definici je pak mozné rozsitit na tzv. Artinovo
zobrazeni, coZ je homomorfismus D' — Gal(K/k), kde D' je podpologrupa polog-
rupy divizort D télesa k generovana vSemi prvodivizory nerozvétvenymi v K /k.
Toto zobrazeni hraje klicovou roli v tzv.  class field theory*.

Priklad. Necht n je prirozené ¢islo nedélitelné prvocislem p. Uvazme p-adicky
exponent vy na Q, rozsiteni Q,/Q a oznacme v né&jaké prodlouzeni vy na Q,.
Chceme ukazat, Ze exponent vy je nerozvétveny v Q,/Q a ur¢it Artiniv auto-
morfismus (p, Q, /Q). Oznacme X, resp. g téleso zbytki exponentu v, resp. vg. Je
tedy Yo ~ Z/pZ a ¥ ~ F,s, kde f je (absolutni) stupeii inercie exponentu v. Pro
a € O, oznacme « € ¥ tfidu obsahujici a.. Protoze

n—1

i=1

jsou 1,Cpy. .., it rtizné prvky B, neboli v(¢, — ¢J) = 0pro 0 < i < j < n.
Navic p nedéli diskriminant D(®,,) minimalniho polynomu &, ¢isla (, (pfipo-
menme, ze diskriminant je roven druhé mocniné soucinu rozdilt kofent, a tedy
v(D(®,)) = 0). MiZeme tedy aplikovat vétu 8 kapitoly 8 a dostdvame, Ze exponent

Vo je skutetné nerozvdtveny v Q, /Q. ProtoZe Froby s, (¢,) = G atl,Gn,. .. et
jsou rtizné prvky 3, dostavame Frob(v, Q, /Q)((,) = (. V pFirozeném izomorfismu
Gal(Q,, /Q) ~ (Z/nZ)* odpovida Artintv izomorfismus (p, Q,, /Q) t¥idé p+ nZ. Ur-
¢eme jesté stupen inercie f. Protoze je exponent vy nerozvétveny, je iner¢ni grupa
trividlni a tedy dekompozi¢ni grupa je izomorfni Gal(¥/%y), je tedy cyklickd fadu
f generovanad Frobeniovym automorfismem. Jeho fad je ovSem tyz jako rad tridy
p+nZ v (Z/nZ)*. Je tedy f = min{j € N; p/ = 1 (modn)}. Protoze index de-
kompozi¢ni grupy je pocet prodlouzeni exponentu v, vidime, ze téchto prodlouzeni
(neboli prvodivizori télesa Q, délicich prvocislo p) je pravé @ (coz nyni rovnéz
plyne véty 7 kapitoly 8).

Konkrétni priklad. Zjistéme, jak se rozklada prvocislo 2 v okruhu celych ¢isel
sedmého kruhového télesa. Podle predchoziho prikladu se rozklada na soucin dvou
ruznych prvodivizori, jejichz stupen inercie je 3. Véta 8 kapitoly 8 ukazuje, jak je
najit: je tieba rozlozit kruhovy polynom ®; = 2% 4+ 2% + 2* + 23 + 22 + z + 1 nad
Z/27Z. Hledany rozklad je

Oy = (@ + o+ 1)(2° + 22 +1) (mod?2),
a tedy 2 se rozklada na prvodivizory
(2) = (67 + G+ 1,2)(¢7 +¢F +1,2),

kde («, ) znac¢i nejmensiho spole¢ného délitele divizort («) a (3). V tomto piipadé
miizeme dokonce pocitat dal, plati totiz (¢ + (7 + 1)(¢2 + (2 + 1) = 2¢2 a tedy
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2= (1+¢+E) A+ 4¢G%) je rozklad Eisla 2 na prvocinitele (t&leso Q mé totix
pocet trid divizori roven 1 a tedy okruh jeho celych ¢isel je okruh s jednoznac¢nym
rozkladem.

Véta 2. Necht K, L jsou télesa algebraickych c¢isel takova, Ze obé rozsiteni
KL/KNLaL/KNL jsou Galoisova. Necht v je exponent kompozita KL, v, resp.
Vi, Vo jim indukovany exponent télesa L, resp. K, K N L. Pak plati: je-li exponent
vy, nerozvétveny v L/K N L, pak je exponent v nerozvétveny v K L/K.

Dukaz. Restrikce indukuje homomorfismus Gal(KL/K) — Gal(L/KNL), ktery
je injektivni, nebot Gal(KL/K)NGal(KL/L) = Gal(KL/KL) = {idg} dle hlavni
véty Galoisovy teorie. Jestlize 7 € Gal(KL/K) patii do iner¢ni grupy exponentu
v (vzhledem k rozsiteni K L/K), pak plati 7O, = O, a pro kazdé o € O, je
v(iaw — 7(a)) > 0. Protoze O,, = LN O, a L = L, plati 71O,, = O,, a pro kazdé
a€0,, jevp(a—7(a)) > 0. Odtud plyne, 7e 7|, € Gal(L/K N L) pat¥i do iner¢ni
grupy exponentu vy, (vzhledem k rozsiteni L/K N L). Véta plyne z toho, %e pocet
prvki inerc¢ni grupy je pravé index vétveni.

Poznamka. Restrikce v predchozim diikaze indukuje izomorfismus: ozna¢me
P = K N L. Dle véty 10 kapitoly 1 existuje # € L tak, ze L = P(f). Pak KL =
K (0). Ozna¢me ¢y a ¥y minimalni polynomy 6 vzhledem k L a K L. Plati 1g|¢pg
a ¢o(t) = [loeqar,/p)(t — a(f)). Existuje tedy Y C Gal(L/P) tak, Ze ty(t) =
[[,ey(t —0o(0)) € L[t]. Oviem K[t] N L[t] = Pt], odkud ¢y = g a [KL : K] =
st g = sty = [L : P].

14. Pologrupa divizora abelovskych téles

V této kapitole nam ptijde o to, popsat pologrupu divizori abelovskych téles.
Protoze pologrupa divizort je volna, postaci popsat jeji generatory, tj. prvodivizory.
7 véty 1 kapitoly 8 plyne, 7ze kazdy prvodivizor déli pravé jedno prvocislo, bude tedy
stacCit nalézt zptsob, jakym se prvocisla v pologrupé divizori rozkladaji. Jde tedy
o to, urcit pocet prodlouzeni p-adického exponentu a urc¢it jejich indexy vétveni
a stupné inercie podobné jako jsme to udélali pro n-té kruhové téleso a prvocislo
p nedélici n v prikladé v minulé kapitole. Protoze abelovska télesa jsou Galoisova
rozsifeni Q, jsou (pro dané téleso a dané p) tyto indexy vétveni a stupné inercie
stejné.

Definice. Necht K/k je konetné rozsiieni téles, v exponent té&lesa k. Rekneme,
ze se v zcela rozklada v rozsiteni K /k, existuje-li [K : k]| riznych prodlouzeni
exponentu v na K.

Poznamka. Podle lemmatu 1 kapitoly 7 exponent mit vice prodlouzeni nemiize.

Véta 1. Necht p je prvocislo, n € N. V p"-tém kruhovém télese Q,» je p-adicky
exponent totalné rozvétveny.

Dtkaz. Pro p"-ty kruhovy polynom ®,. plati

P —1 n— n— "o .
q)pnzﬁzx@—np 1+x(P—2)P 1+..._|_xp 1+1: H (x—C;n)

j:l,..‘.,p
pli
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Dosazenim x = 1 dostaneme identitu

r= J] @a-¢n.

j:l,....,pn
pli

Snadno se vidi, ze podil libovolnych dvou ¢initelt v tomto soucinu je jednotka
okruhu celych ¢isel télesa Q,~». Pfechodem k divizortim dostaneme

(p) = (1= Gpn)?"),

odkud plyne dokazované tvrzeni.

Konstrukce. Rozlozme pfirozené ¢islo n na prvocinitele: n = Hp p?. Diky
prirozenému izomorfismu

(z/nz)" =~ [[(@/p*2)*

p

miizeme kazdy Dirichletiiv charakter y jednoznacné rozlozit na soucin y = Hp Xps
kde x, je Dirichlettv charakter modulo p®». Je-li X kone¢na grupa Dirichletovych
charaktert, ozna¢me X,, = {x,; x € X}, coz je opét kone¢na grupa Dirichletovych
charakteri (ne nutné podgrupa grupy X).

Véta 2. Necht X je konecnd grupa Dirichletovych charakteri a K = Ky ji
odpovidajici abelovské téleso. Pak pro libovolné prvocislo p plati: index vétveni
p-adického exponentu v rozsifeni K/Q je roven poctu prvki grupy X,.

Dtikaz. Pripomeiime, Ze jsou-li FF C F’ C F" télesa, je index vétveni libovolného
exponentu v télesa F" vzhledem k rozsifeni F”’/F roven soucinu jeho indexu vétveni
vzhledem k F""/F" a indexu vétveni jim indukovaného exponentu vzhledem k F’/F.

Oznac¢me n nejmensi spoleény nasobek konduktort charakterd z X, je tedy
K C Q,. Necht n = m - p*, kde p { m. Uvazme kompozitum L = KQ,,. Pro
grupu charaktert Y télesa L pak plati Y = X(Zm)* = XP(ZW)*. Ozna¢me
F = Kx, téleso odpovidajici grupé¢ X,. Je tedy FF C Q. a plati L = FK. V
nasledujicich ivahach hovoiime o vétveni p-adického exponentu nebo jeho prodlou-
zeni. Dle prikladu z minulé kapitoly je v rozsiteni Q,, /Q nerozvétveny, proto je i v
rozsiteni Q,,, /K N Q,, nerozvétveny, podle véty 2 kapitoly 13 je i v rozsifeni L/K
nerozvétveny, ma tedy v rozsitenich K/Q a L/Q tyz index vétveni e. ProtoZe je v
rozsiteni Q,,, /Q nerozvétveny, podle zminéné véty je i v rozsiteni L/F nerozvétveny
a tedy e je i index vétveni v rozsiteni F'/Q. Podle véty 1 je v rozsiteni F//Q totalné
rozvétveny, a tedy e = [F': Q] = |X,|, coz jsme méli dokazat.

Dusledek. Necht X je konecna grupa Dirichletovych charakteri a K = Kx
ji odpovidajici abelovské téleso. Pak pro libovolné prvocislo p plati: p je v K/Q
nerozvétvené, pravé kdyz y(p) # 0 pro vSechny charaktery y € X.

Dukaz. Plati: p je v K/Q rozvétvené, pravé kdyz |X,| > 1, tj. pravé kdyz
existuje y € X tak, Ze y, # 1, tj. pravé kdyz existuje y € X tak, Ze p|fy, tj. pravé
kdyz existuje y € X tak, ze x(p) = 0.
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Véta 3. Necht X je konecnd grupa Dirichletovych charakteri a K = Ky ji
odpovidajici abelovské téleso. Necht p je prvocislo; polozme

V={xeX;x(p)#0}, Z={xeX;x(p)=1}

Pak Ky je nejvétsi mezitéleso rozsiteni K/Q, v ném7 se p-adicky exponent ne-
vétvi a Kz je nejvétsi mezitéleso rozsiteni K /Q, v némz se p-adicky exponent zcela
rozklada. Oznacme I,, resp. D, inercni, resp. dekompozicni grupu odpovidajici
p-adickému exponentu. Pak plati

I,~X/)Y, D,~X/Z  Y/Zje cyklicka,

a tedy |X/Y| je index vétveni, |Y/Z| je stupen inercie a |Z| pocet prodlouzeni
p-adického exponentu na K.

Dtkaz. Oznacme v néjaké prodlouzeni p-adického exponentu na K. 7Z cviceni
26(e,f) vime, ze I, odpovida v Galoisové korespondenci nejmensimu mezitélesu L
rozsifeni K/Q takovému, Ze exponent v je totalné rozvétveny v K /L a plati, Ze
[K : L] je index vétveni v v K/Q. Je tedy p-adicky exponent nerozvétveny v L/Q
(zde uzivame toho, 7ze Gal(K/Q) je komutativni, a tedy vSechna prodlouZeni p-
adického exponentu maji v L/Q ty7z index vétveni) a ze vSech mezitéles rozsifeni
K/Q je L maximalni s touto vlastnosti. Podle pfedchoziho diisledku je Ky nejvétsi
mezitéleso rozsifeni K/Q s touto vlastnosti, a proto plati L = Ky-.

o —

Grupu X lIze chapat jako Gal(K/Q) (viz poznamku na konci kapitoly 12), pfitom
Y odpovid4d Gal(K/L)*. Podle lemmat 2 a 1 kapitoly 11 je

X/Y = Gal(K/Q)/ Gal(K/L)* ~ Gal(K/L) ~ Gal(k /L) = I,

a tedy | X/Y| je index vétveni p-adického exponentu v rozsifeni K /Q.

Ozna¢me n nejmensi spole¢ny nasobek konduktortd charakteri z Y, je tedy
L C Q, a p t n. Pro libovolné mezitéleso M rozsiteni L/Q plati, Zze Artinovy
automorfismy spliwji (p, M/Q) = (p, Q. /Q)|a (uvédomte si, Ze to ziejmé plati pro
Frobeniovy automorfismy v rozsirenich téles zbytkt). Ozna¢me U grupu Dirichle-
tovych charakteri odpovidajici télesu M: je tedy U podgrupa Y a plati M = K.
Chépeme-li Dirichletiv charakter xy € U jako charakter na grupé Gal(M/Q) (dle
poznamky na konci kapitoly 12), plati x((p, M/Q)) = x((p, Q. /Q)) = x(p). ProtoZe
p-adicky exponent se nevétvi v M /Q, je zde jeho iner¢ni grupa trividlni a dekompo-
zi¢ni grupa je generovand piislusnym Frobeniem=Artinem. Protoze index dekom-
pozi¢ni grupy je pocet riznych prodlouzeni, je jasné, ze se p-adicky exponent v
rozsiteni M /Q zcela rozklad4, pravé kdyz Artiniv automorfismus (p, M/Q) = idy,.
Protoze U je grupa charakteri grupy Gal(M/Q), nastane posledni podminka, praveé
kdyz x(p) = 1 pro kazdé x € U. Ze vSech podgrup U grupy X spliyjicich tuto pod-
minku je zfejmé nejvétsi podgrupa Z, a tedy Kz je nejvétsi mezitéleso rozsireni
K/Q, v némz se p-adicky exponent zcela rozklada. Ozna¢me o = (p, Ky /Q). V
grupé Y charaktertt grupy Gal(Ky /Q) je Z = (o) a tedy podle lemmatu 2 kapi-
toly 11 je

—~

Y/Z = Gal(Ky /Q) /(o) ~ (o)
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cyklicka grupa, jejiz fad je stupen inercie p-adického exponentu. Odtud plyne, ze
exponent télesa Ky indukovany exponentem v lze jedinym zptisobem prodlouzit
na téleso K'; navic je jisté téleso Kz nejmensi s touto vlastnosti. Podle cviceni 24
v Galoisové korespondenci nejmensimu mezitélesu L rozsiteni K/Q takovému, 7e
exponent télesa L indukovany exponentem v lze jedinym zpiisobem prodlouzit na
téleso K, odpovida dekompozicni grupa D,,. Podobné jako pro iner¢ni grupu proto
mame

X/Z = Gal(K)Q)/ Gal(K /K z)* ~ Gal(K/K 7) ~ Gal(lK /K z) = D,

Véta je dokazana.

15. Riemannova funkce (

Definice. Riemannova funkce ( je komplexni funkce komplexni proménné s dana
v poloroviné Re s > 1 radou
1
(s)=) —

ns’
n=1

Poznamka. UZijeme-li zfejmou nerovnost platnou pro reilné s > 1

1 > 1
— = -1 Pdr =
;:2 — C(s) < /1 rdr = —— < C(s),
dostaneme
< ((s) < 2 neboli 1< (s—=1)C(s) < s.

ProtoZe pro komplexni s plati [n®| = nR¢*, ¥ada v piedchozi definici v poloroviné

Re s > 1 konverguje absolutné a také stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné
této oblasti. Je tedy ((s) na této oblasti holomorfni (tj. analyticka).

Lemma 1. (Dirichletovo kriterium) Necht {c,}22, je nerostouci posloupnost
nezapornych redlnych ¢isel takova, ze lim, o ¢, = 0. Necht {a,}52, je posloup-
nost komplexnich ¢isel takova, ze posloupnost ¢astecnych soucti s, = Z?Zl aj je
ohrani¢end. Pak ¥ada > | ¢,a, konverguje.

Dukaz. Existuje tedy kladné realné h tak, 7e |s,| < h pro vSechna n. Pak

n
Z(Cj —cjt1)]s;j| < hler — epgr) < hey,
=1

a tedy > (cj — ¢j41)s; konverguje absolutné. Oznacme r, = >°5_ | cja;, t, =

Yoioi(ej = cjy1)sj Platl vy =ty 1 + Cpsn, proto limy, oo 1y = limy, o0 .
Lemma 2. Funkci ( lze analyticky prodlouzit na polorovinu Re s > 0 s jedinym
jednoduchym pélem v s = 1, kde ma residuum 1.

Dukaz. Oznac¢me

= (-t 11 2 1 1 2
Gals) =) LG =ttt e
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Pro Res > 1 plati
Gals) = (1= 5t7)C(5),  Ga(s) = (1= 55=1)C(s)-
Podle Dirichletova kriterial konverguji sumy v definicich (2(s) i (3(s) lokaln& stej-

nomérné pro Res > 0, obé funkce jsou tedy v této oblasti holomorfni. P¥itom
2571 = 1, pravé kdyz s = 1 + 27”" pron € Z a 3°~! = 1, pravé kdyz s =

1+ 217;‘;”‘ pro m € 7Z, coz muze nastat soucasné jen pro s = 1. Z vySe uvedené
rovnosti plyne, Ze limg_,1 (s — 1){(s) existuje a z poznamky pred lemmatem 1 plyne
limg ¢ (s — 1){(s) = 1.

Lemma 3. Pro Res > 1 absolutné konverguje nekone¢ny souc¢in (v némz p
probiha vSechna prvodisla)

(1 — —) - =3 _ ﬁ. Nekone¢ny soudin

konverguje prave kdyz konverguje Z S Oznactme t = Re s. Plati

m=1 mpms'

o @] o @] o @]
)ODDITTINSS Sb PETEIE, o DI B SEIE o e SE S
P P n=1

p m=1 p m=1 p m=1

coz konverguje, a tedy odhadovand dvojna suma konverguje absolutné. Diky vété
o jednoznacném rozkladu na prvocinitele v N pro libovolné ptirozené c¢islo N plati

1
‘H(l_ps ‘— nt’
p<N

kde v posledni sumé n probiha vSechna prirozena cisla délitelnd aspon jednim pr-
vocislem vétsim nez N. Tato suma konverguje k 0 pro N — oo.

Poznamka. VSimnéme si, ze fada

[o.¢}
1
mpms
2.2
p m=2
pro Res > % konverguje absolutné, nebot

ZZ‘mplms ZZ = Zp(p—1)<2pl
p

p m=2 p m=2

0. @)

2
n2t

n=1

IPro fadu (2(s), kde s = r + it, r,t € R, r > 0, polozte ¢, = =n"%, an = (—1)"n_%_it a
pro libovolné m € N odhadnéte &isteény soucet takto: | noan| —1 < |33 m/Z] Yl ok —
am_2k—1| = |5 +it] - |ZkW:L{)2] ! ﬁ_QQkk_lx_ 3 (cos(5- Llnzx) 4+ zsm(27T Inz))dz]| < |5 +it|V2 -
I e 3 de = |2+ it]2v/2s7 1L
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coz pro Res > % konverguje. Zavedeme-li oznaceni f(s) ~ g(s) pro dvé funkce, je-
jichZ rozdil je funkce holomorfni v s = 1, plati In((s) ~ 3 L. Ze diive dokdzaného

P p*
plyne ((s) ~ =5 a In¢(s) ~ In L.

16. Dedekindova funkce (x

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel, Dedekindova funkce (i je kom-
plexni funkce komplexni proménné s dand v poloroviné Re s > 1 nekonenym sou-

Cre(s) = 1;[(1 _ N(l@)s>_1,

kde @ probihd v sou¢inu viechny prvodivizory télesa K a N(a) = Ng/g(a) znaci
absolutni normu divizoru a.

Poznamka. Pro Riemannovu ¢ funkci plati ¢ = (p. Oznaéme n = [K : Q).
Protoze kazdy prvodivizor télesa K déli jediné prvocislo a pro libovolné prvocislo p
existuje nejvyse n prvodivizori télesa K délicich p, pricemz jejich norma je mocnina
p, plati v oblasti Res > 1

Z Z‘W <”Z Z W =nln((Res),

e m=1 p m=1

kde ve druhé dvojné sumé p probihalo pres vSechna prvocisla. Pak lze stejné jako
v lemmatu 3 minulé kapitoly dokazat, ze nekonecny soucin v piedchozi definici
konverguje absolutné a ze plati nasledujici véta, ktera byva casto uzivana pro defi-
nici Dedekindovy funkce (g, zatimco rovnost, kterou jsme pro definici uzili my, se
nazyva Eulerova identita.

Véta 1. Pro Dedekindovu funkci (i télesa algebraickych ¢isel K plati, ze v
poloroviné Re s > 1 je dana absolutné konvergentni fadou

1
Ck(s) = ZW7

kde a probiha v sumé vSechny divizory télesa K.

Poznamka. Stejné jako v lemmatu 3 minulé kapitoly se ukaze, ze plati

1
IIICK(S) ~ Z W,

©

kde g probihd v sumé pies vSechny prvodivizory, které se v X /Q nevétvi (vétvicich
se je prece jen kone¢né mnoho) a maji stupeii inercie roven 1 (ty s vétS$im stupném
inercie lze zahrnout do souctu, ktery je holomorfni pro Re s > %)

Definice. Necht K je téleso algebraickych ¢isel. Necht existuje pravé s real-
nych vnofeni oy,...,0, : K — C a pravé t part sdruzenych komplexnich vnoteni
T1, T1y-- -y Tty 7t o I — C. Ozname E grupu jednotek télesa I (tj. grupu jedno-
tek okruhu celych ¢isel tohoto télesa). Z Dirichletovy véty o jednotkach (viz konec
kapitoly 5) vime, Zze E je kone¢né generovand grupa, jejiz rank je r = s+t — 1.
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Zvolme pevné néjaké fundamentalni jednotky £1,...,e, (tj. jednotky, které spolu s
odmocninami z jedné lezicimi v K generuji E'). Uvazme matici

Inloy(e1)| ... Inlfos(e)] ln|7'1(€1)2| 1n|Tt(51)2|

Injoi(e.)] ... In|os(s.)| Inlri(e)?| ... In|m(en)?

Pro libovolné o € K plati
s t
Y Ijoj(a)[+ > Infrj(@)®| = In [N g(a)|
j=1 j=1

(viz vétu 11 kapitoly 1), a tedy soucet vSech prvku libovolného Fadku predchozi
matice je roven nule. Proto absolutni hodnota determinantu je pro vSechny jeji
¢tvercové podmatice fadu r stejna. PTi prechodu k jiné soustavé fundamentalnich
jednotek je kazda z matic rovna té druhé vynasobené zleva vhodnou ¢tvercovou ma-
tici s celociselnymi prvky, proto zminénda spole¢na absolutni hodnota determinanti
vSech c¢tvercovych podmatic fadu r nezavisi na konkrétni volbé fundamentalnich
jednotek. Tato hodnota se nazyva regulator télesa K .

Poznamka. Je mozné dokazat (a v pribéhu ditkazu Dirichletovou véty o jed-
notkach je to zapotiebi), ze regulator télesa algebraickych ¢isel je nenulovy.

Véta 2. (Analyticky vzorec pro pocet tiid divizori) Necht existuje pravé s real-
nych vnoreni a pravé ¢ part sdruzenych komplexnich vnoreni télesa algebraickych
¢isel K do télesa komplexnich ¢isel. Oznacme R regulator télesa /X, w pocet odmoc-
nin 7z jedné lezicich v K a d diskriminant télesa K (viz poznamku pied lemmatem
kapitoly 10). Pro Dedekindovu funkci (g plati

. 25ttt R
lim (z = 1)(k(2) = —F——"-

=14 wA/|d| ’

kde h je pocet trid divizori télesa K.

Ddtkaz je v podstaté zalozen na Minkowského vété o konvexnim télese. Z caso-
vych diivodit mohu ¢tenafe pouze odkazat na knihu Borevié-Safarevi¢, kapitola 5,
§1. Zminme se jen o tom detailu ditkazu, jak se v apravach funkce (i objevi h: fada
7 véty 1 se s¢itd zvlast pres jednotlivé tiidy divizort a ukaze se, ze odpovidajici
limita je pro vSechny ttidy stejna a je rovna zlomku z tvrzeni véty.

Poznamka. O Dedekindové funkci (i lze dokdzat mnohem vice — lze ji ana-
lyticky prodlouzit na celé C az na jednoduchy pdl v 1, navic splhuje nasledujici
funkcionalni rovnici: pii oznaceni véty 2 polozme

A=o-trt=% /]

F(z)=AT(3) T(2) ¢k (2),

kde I'(z) = fooo e~ Yy*~ldy pro Re z > 0. Pak plati: existuje analytické prodlouZzeni
funkce F(z) na celé C s vyjimkou z = 0 a z = 1, kde ma jednoduché pély, a
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plati F(z) = F(1 — z) pro vSechna z € C. (Zminku o tomto tvrzeni lze najit v
knize Washingtona, poznamka za vétou 4.5, jeho ditkaz v knize S. Lang, Algebraic
Number Theory, GTM 110, Springer-Verlag, 1986, kapitola XIII.)

17. Dedekindova funkce pro abelovska télesa

Lemma. Necht G je konecna abelovska grupa, G jeji grupa charaktert s trivial-
nim (tj. jednotkovym) charakterem yq. Pak pro libovolné g € G' a libovolné ¢ € G
plati

|G| je-lig=1, |G| je-li ¥ = o,
= h =
2 (o) { 0 jinak, 2 v =1, jinak.

N heG

Dukaz. Vzhledem k dualité (disledek za lemmatem 1 kapitoly 11) staci ukdzat
jen prvni 7z identit. Je-li ¢ = 1, plyne tvrzeni ze zminéného lemmatu. Necht tedy
g # 1. Dle diikazu zminéného dtisledku existuje charakter y; € G tak, Ze y1(g) # 1.

Plati
D> x(9) = (xi)g) =x1(9) > x(9),

XEG xe@ xeé
odkud plyne tvrzeni.

Definice. Pro libovolny Dirichletiv charakter y definujeme L-funkci mocninnou

radou -
n
L(s,x) =Y X(S)

n=1

n

(kde uzivame konvence x(n) = 0 pro n soudélné s konduktorem f, ).

Poznamka. Pro trividlni charakter yo je tedy L(s, xo) = ((s), pro netrivialni
charaktery suma na pravé strané konverguje lokalné stejnomérné pro Res > 0
dle Dirichletova kriteria s prihlédnutim k predchozimu lemmatu, jde tedy v této
poloroviné o holomorfni funkci.

Véta 1. Necht y je libovolny Dirichlettiv charakter. Pro Res > 1 absolutné
konverguje nekone¢ny soucin (v némz p probiha vSechna prvodisla)

H<1 B x(p))‘1 ~ L(s.y).

pS

Dukaz se provede stejné jako u lemmatu 3 kapitoly 14.

Véta 2. Necht X je konecnd grupa Dirichletovych charakterti, K = Ky ji od-
povidajici abelovské téleso. Pak plati

CK(S) = H L(57 X)'

xeX
Ddtkaz. Staci porovnavat souciny odpovidajici pevné zvolenému prvocislu p, tj.

ukazat, ze plati
1\t x(p)\ !
H(l o s) - H (1 B —s> .
N(p) ex p

elp
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Predpokladejme, 7e divizor (p) se v pologrupé divizoru télesa K rozklada ve tvaru
(p) = 9f ... 9§ a Ze stupei inercie prvodivizori g1, ..., 04 je f, tj. N(p1) = =
N(p,) = p’. Pak levou stranu lze upravit do tvaru

(- ) =07

elp

Podle véty 3 kapitoly 14 obsahuje podgrupa Y = {y € X; x(p) # 0} pravé fg
charakteri a jadro homomorfismu Y — C* urceného predpisem y +— x(p) ma pravé
g prvki (timto homomorfismem se grupa Y zobrazi na grupu f-tych odmocnin z
jedné v C). Proto plati

0 (1 B x(p)>—1 (1= pTo).

S
XEX p

Véta 3. Pro libovolny netrividlni Dirichletv charakter y plati L(1, x) # 0.

Dukaz. Necht X je grupa generovana charakterem y, n = |X|a K = Kx téleso
odpovidajici X. Podle véty 2 plati

=[] Z(s.v) = ¢(s) 1:[ L(s. ).
XEX j=1

Pfitom ((s) ma v s = 1 jednoduchy pél a pro j =1,...,n — 1 jsou funkce L(s, y?)
v poloroviné Re s > 0 holomorfni. Kdyby L(1, xy) = 0, byla by v s = 1 holomorfni i
Dirichletova funkce (x (s), coZ by bylo ve sporu s vétou 2 minulé kapitoly.

Véta 4. (Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti.) Necht n je pfirozené ¢islo,
a celé ¢islo s n nesoudélné. Pak existuje nekone¢né mnoho prvocisel kongruentnich
s a modulo n.

Ddkaz. Pro libovolny Dirichlettiv charakter y plati

?’TL —sm

InL(s,x) = Zlnl— p~°) Zix NZX;?,

p m=l1 p

pricemz pro Res > 1 konverguji vSechny uvedené sumy absolutné. Pro vSechny
Dirichletovy charaktery, jejichz konduktor je délitelem n, vynasobime ptedchozi
vztah y(a)~! a secteme:

Zx )" InL(s, x) ~ Zx(a)_IZ%Zw(n) > b

X p p=a (modn)

—

podle lemmatu. Na druhou stranu

ZX )" InL(s,x) ~In¢(s) ~ —In(s — 1)
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(viz konec kapitoly 15 a poznamku za definici L-funkce). Odtud plyne véta.
Poznamka. Ackoli predchozi véta je tvrzeni z elementarni teorie ¢isel, neni znam
zadny jeji elementarni diukaz.
Definice. Necht M mnozina je prvocisel. Pokud existuje limita

s

lim ZPGM P

s—1p —In(s— 1)’

nazyva se tato limita Dirichletova hustota mnoziny M.

Poznamka. V predchozim dikaze jsme spocitali, ze pro nesoudélnd prirozena

¢isla a, n ma mnozina prvocisel ve zbytkové tridé a+nZ hustotu ﬁ Jsou tedy pr-

vocisla do zbytkovych t¥id rozdélena  rovnomérné“. Analogicky lze definovat Dirich-
letovu hustotu mnoziny prvodivizori télesa algebraickych ¢isel jako limitu

lim ZpeM N(p)™*
s—1y  —In(s—1)

Plati véta (pro jejiz diikaz by bylo nutné studovat charaktery na grupé t¥id divizori
a zavést pro né L-funkce) tvrdici, ze hustota prvodivizort v kazdé t¥idé divizoru
pevné zvoleného télesa algebraickych ¢isel je stejna. Tento vysledek byl potieba pro
jednu implikaci ve cviceni 28.

18. Gaussovy sumy
Definice. Dirichletiiv charakter y se nazyva lichy, resp. sudy, je-li y(—1) = —1,
resp. x(—1) = 1.
Cviceni 32. Necht X je kone¢na grupa Dirichletovych charaktert, Kx ji odpo-
vidajici téleso. Dokazte, Ze
(a) je-li Kx C R, pak X obsahuje pouze sudé charaktery;
(b) neplati-li Ky C R, pak X obsahuje polovinu sudych a polovinu lichych cha-
rakteri.
Definice. Necht x je Dirichlettiv charakter, f, jeho konduktor, ¢ = e2mi/Ix . Pro
libovolné a € Z definujeme Gaussovu sumu 7,(x) predpisem

()= Y x(t¢,

t mod* f,

kde t probih4 néjakou redukovanou soustavu zbytki modulo f, (tj.z kazdé zbytkové
tiidy modulo f,, kterd obsahuje ¢isla nesoudélnd s f,, je vybrano jedno ¢islo).
Klademe 7(x) = 71(x)-

Lemma 1. Pro libovolny Dirichletiv charakter y o konduktoru f = f, a libo-
volné a € Z plati: je-li a soudélné s f, pak 7,(x) = 0; je-li @ nesoudélné s f, pak
Ta(x) = x(a) 7' 7(x). Specidlng 7(x) = x(~1)7(x).

Dukaz. Je-lid = (a, f) > 1, pak existuje n € Z tak, 7ze (n, f) =1,n =1 (mod%)
a x(n) # 1 (z definice konduktoru). Plati 4 = % (mod 5), tedy an = a (mod f),
odkud (*™" = (%, a proto

()= > XM= ) x(tn)"=x(n) > x()¢* = x(n)7a(x),

t mod* f, t mod* f, t mod* f,
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odkud 7,(x) = 0. Necht (a, f) = 1, pak plati

X)) = Y x(at)¢* =7(x).

t mod* f,

Posledni tvrzeni dostaneme pro a = —1, nebot 7(y) = 7—1(Y).

Lemma 2. Pro libovolny Dirichletiiv charakter y s konduktorem f = f, plati
IO = VT

Dikaz. Dle lemmatu 1 plati

f J
PN =2 ImCoP =2 3. x@¢™® >, X

b=1 a mod* f, cmod* f,

!
= > > x@x(e) ¢

amod* f, cmod* f,

=f Y. xl(a)x(a) = folf).

a mod* f,

Véta 1. Pro libovolny netrividlni Dirichlettiv charakter y o konduktoru f = f,
plati

je-li x lichy, a

je-li y sudy, kde ¢ = €27/,
Dukaz. Plati

=30 3 i

oo = nm(¥)
(n,f)=1
podle lemmatu 1. Z definice 7, (x)
y-—= ¥ 0y
7 T(>2> amod* f n=1 n

Rada 307, = konverguje v kruhu [z < 1 k té vétvi logaritmu —In(1 — 2), je-
jiz imaginarni ¢ast lezi v intervalu (—%, ). Podle Abelovy véty o konvergenci na

2
hranici kruhu plati

> ¢ —In(1 —¢%).
n=1

n
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Je tedy
LL,x) = -5 Y. x(@)h(1—-¢").
amod* f
Predpokladejme nejdiive, ze x je sudy. Pak pro libovolné a plati x(—a) = x(a) a
In(1-¢*)+In(1—-¢"%) = 2In |1 —¢*|. Podle lemmat 1 a 2 dostavame 7(Y) = 7(y) =
%X), odkud plyne vysledek.

Predpokladejme nyni, Ze x je lichy. Pak pro libovolné a plati x(—a) = —x(a).
Je-li navic 0 < a < f, pak

1-¢*= e”i/f(e_am/f — e”i/f) = —2isin %(COS % + 7 sin %)

a tedy
In(1 —¢*) = In(2sin °F) +in(§ — 3)-
Odtud plyne
L) = —ins Y x@)(@ ).
amod* f

Podle lemmat 1 a 2 dostavame 7(y) = —7(x) = _%x)’ odkud plyne vysledek,

prihlédneme-li k > ;. ; X(a) = 0 (viz lemma kapitoly 17).

Poznamka. Piedchozi véta ndm umoziuje spocitat limitu z véty 2 kapitoly 16
(tj. reziduum Dedekindovy (-funkce v 1) pro abelovska télesa. Je-li X kone¢na
grupa Dirichletovych charakteri a K = Kx ji odpovidajici abelovské téleso, pak
plati dle véty 2 kapitoly 17 a lemmatu 2 kapitoly 15

lim (= —1)¢k(z) =[] L),

Z—)1+
XE€EX\{xo0}

kde Yo znaci triviadlni charakter.

Vzorec z véty 2 kapitoly 16 lze pro abelovska télesa jesté dale upravit, uvedme
si bez diikazu nékteré dalsi vysledky:

Je-li X konecna grupa Dirichletovych charaktert a ' = K, ji odpovidajici
abelovské téleso, pak

1T -0 V] je-li Kx C R
T =
X i1X1/2, /1d]  jinak.

Odtud plyne snadny vzorec pro vypocet diskriminantu abelovského télesa: |d| =

HxEX fX'
Je-li K = Kx realné (tj. vSechny y € X jsou sudé), plati

XEX

1t

ri= [ srorao= I (-3 X tampi-g).

x€X\{xo} x€X\{xo0} a=1

a tedy jediny problém pri vycisleni h je vypocet regulatoru R.
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Neni-li K = Kx realné a je-li Y podgrupa sudych charaktert grupy X, pak pro
pocet tiid divizort AT maximalniho redlného podtélesa K+ = Ky télesa K plati
h*|h. Vydélenim vzorce z véty 2 kapitoly 16 pro K a K+ dostaneme

Ix
h 1
h™ = e Quw H (—% ;X(a)a),

XEX\Y

kde w je pocet odmocnin z jedné lezicich v K a ) je tzv. Hassetiv index jednotek
(jde o index podgrupy generované viemi jednotkami v K+ a vSemi odmocninami z
jedné v K v grupé vSech jednotek télesa K, plati @ = 1 nebo @ = 2). Tento index
se objevi ve vzorci podilem reguldtoru R télesa K a reguldtoru RT télesa K+:

R 92lXI/2

Rt 20

19. Kruhové jednotky

Lemma 1. Necht G je konecna komutativni grupa, f : G — C zobrazeni. Pak
plati

det(f(gh™), hee = L1 D Fl9)x(9)

det(f(gh™") = £(9)), pecny = L1 O F@)x(9),

x€G\{xo} 9€¢

kde v determinantech jsou radky i sloupce usporadany stejnym linearnim uspora-
danim na G a Yo znadi trivialni charakter na G.
Dikaz. Oznatme M = (X(9)), g 4eq- Protoze M - MT dle lemmatu kapi-

toly 17 je |G|-nasobek permutacni matice, plati |det M| = |G|II/2. Oznaéme
A= (f(gh™"))gnea. Pro B= (bx,h)xeévheG = M - A plati

bon=Y_ flah™x(9) =D Fl@)x(gh) = x(h) Y flg)x(9),

geG geG geG

a tedy

det M -det A=det M- [T D flo)x(9).
xeG 9€C

odkud plyne prvni identita. Nyni dokazme druhou. Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, 7e > gea f (g) # 0. V opacném piipadé totiz mizeme zobrazeni f po-
zménit prictenim néjaké konstanty, coz evidentné nezméni hodnotu determinantu a
podle lemmatu kapitoly 17 ani pravou stranu identity. Pak mtzeme druhou identitu
odvodit z prvni takto: prictéme vSechny radky determinantu k fadku s indexem 1,
vytknéme > . f(g) z tohoto fadku (zlistanou tam jednicky), odectéme sloupec
s indexem 1 od vSech ostatnich sloupcti a rozvinme determinant podle radku s
indexem 1.
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Cviceni 33. Necht £k C L C K jsou télesa algebraickych ¢isel, a € K. Pak pro
normy plati

Ngi(a) = Npji(Ngyr(a)).
(Navod: predpokladejte nejprve, ze K/k je Galoisovo rozsieni.)

Definice. Necht K je abelovské téleso, E jeho grupa jednotek. Pro libovolné
pfirozené ¢islo n oznatme ¢, = €27¥/", n-té kruhové téleso Q, = Q) a K, =
K N Q,. Pro libovolné celé ¢islo a nedélitelné n je 1 — (2 nenulové ¢islo v Q, a
tedy Ng,/k,(1 = () € KX € K*. Ozna¢me D podgrupu multiplikativni grupy
K* generovanou

{-1}U{Ng,/k, (1 =¢)in €N, a€Z,nta}.

Prinik C' = E N D se nazyva grupa kruhovych jednotek télesa K.

Poznamky. 1. Libovolna odmocnina z jedné, ktera lezi v K, je kruhova jednotka

tslesa K. Skutefns, je-li ¢4 € K, pak Kq = Qy a ll—gidl =—(4€eC.
—5d

2. Je-lid = (a,n) > 1, pakproa’ = 5, n' =5, plati 1 — (7 =1 — Cﬁ:, a tedy
podle cviceni 33 a poznamky za vétou 2 kapitoly 13

— NQn/I(n/I(n(l — Cg:)[QniQn/Kn] — NQn’/I(n’ (1 _ Cg:>[Qn :Qn/Kn].

V predchozi definici tedy staci vzit pouze ¢isla a nesoudélna s n.

Lemma 2. Necht pfirozené ¢islo n neni mocninou prvocisla. Pak pro libovolné
celé ¢islo a nesoudélné s n je 1 — (¢ jednotka télesa Q.

Ddtkaz. Pripomenme, ze pro m-ty kruhovy polynom

P, () = H (x — <7Jn)
Gy

plati identita 2" — 1 =[], Pa(x), a tedy

1#£d|n

odkud dosazenim x = 1 dostavame

Pro libovolné prvocislo p plati ®,-(1) = p (viz dikaz véty 1 kapitoly 14) a tedy
®,,(1) = £1 (indukei bychom snadno dostali ®,,(1) = 1). OvSem

(1) = H (1—¢l).
G
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Poznamka. Jestlize prirozené c¢islo n je mocninou prvocisla, pak ¢isla tvaru
1—¢7, kde celé ¢islo a je nesoud€lné s n, nejsou jednotky télesa Q, . Podil libovolnych
dvou téchto cisel vsak jednotkou télesa @, je. Plyne to z véty 1 kapitoly 14.

Véta 1. Necht n > 1 je pfirozené ¢islo, p prvocislo, a celé ¢islo nesoudélné s pn.

Pak plati
1—(% jestlize p|n,

N, 1—(*) = _a
Qpn/@n( Cpn) { —11_;;’;, jestlize p t n,
kde celé ¢islo p’ splituje pp’ = 1 (modn).

Duikaz. Plati Gal(Q,,/Q,) = {0t € Z, (t,pn) = 1,t = 1 (modn)}, kde
oy € Gal(Q,, /Q) je uréeno podminkou o¢(Cpn) = ¢, Proto plati

Nopjo.=¢u)=J[ @=¢u).

t mod* pn
t=1 (modn)

Predpokladejme nejdiive, ze p|n. Pak t je nesoudélné s pn, pravé kdy?z je nesoudélné
s n, a tedy

p—1
Nogoson (=G = T (GGt = G ) = TT(Gn (Gt = Goi™)
0<t<pn r=0

t=1 (rnod n)
=<II )=t =) =1

Nyni se zabyvejme pfipadem, kdy p { n. Jediny rozdil oproti piedchozi situaci je v
tom, ze pror = 0,1,...,p—1 nemusi byt 14+ nr nesoudélné s pn. Urcité je toto cislo
nesoudélné s n, pro nékteré r vsak miize byt délitelné p, a to pravé pro to jediné r,
pro které 1+ nr =0 (mod p), tj. 1 +nr = pp’ (modpn). Je tedy

N, /0. (1 =)

= JI (GG — ¢y

t mod* pn

t=1 (modn)

== 1H )
p—l

= (1 =) TG = ¢om
r=0

= (1) 1) = (1 - ¢ — ¢y

Ddsledek. V definici kruhovych jednotek staci brat jen ta n, ktera jsou déliteli
konduktoru f télesa K, presnéji: D je generovano mnozinou

{_1} U {NQn/Kn(l - Cg>; 1< TL|f, (”,g) =1,a€Z, (a,n) = I}UQX-
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Dukaz. Pro libovolné n € N oznatme d = (n, f). Pak K,, = KNQ, = (KN
Qr)NQ, = KNQy = K, podle véty 1 kapitoly 12. Pak podle cviceni 33 pro
libovolné celé ¢islo a nesoudélné s n plati

N, /x, (1= (o) = No,/r,(No, 70, (1 = G))-

Je-li d > 1, tvrzeni plyne indukei z véty 1. Je-li naopak d = 1, pak Ng, /., (1—(5) =
Ng, j0(1 = () = ®,(1). Pro libovolné m|f, m > 1, oznac¢me n nejvétsiho délitele
¢isla f délitelného pouze prvocisly délicimi m. Z véty 1 plyne Ng, /g, (1 — () =
1 — (2 pro libovolné a € Z nesoudélné s f a tedy generatory tvaru 1 — (2, takové,
ze (m, %) > 1, lze vypustit.

Véta 2. Necht K je abelovské téleso, f jeho konduktor. Grupa kruhovych jed-
notek télesa K je generovana nasledujici kone¢nou mnozinou generatorii:

{1} U{ena 1 <nlf, (0. L) =1, a € Z, (a,n) = 1},

kde

{ N, /k, (1 =C3) pokud n neni mocninou prvocisla,
€n,a =

No, /K. ((1 —¢2)(1 - (n)_l) pokud n je mocninou prvodisla.

Dtkaz. Ma-li byt néjaky soucin mocnin generatort D z predchoziho disledku
jednotkou t&lesa K, musi byt norma tohoto soucinu vzhledem k K /Q jednotkou @,
tj. £1. V tom pripadé to je souc¢in mocnin generatori zminénych ve vété. Naopak
kazdé ¢, o je jednotka télesa K.

Lemma 3. Necht x je Dirichlettiv charakter s konduktorem f,, necht m, f € N
jsou takova, ze m|f a f,|f. Pak plati

. A S mods m X(0) I [T = Ch | pokud f|m,
Y. x(@hfi- ¢l =
amod* f 0 pokud f, { m.
Dikaz. Predpokladejme nejdiive, ze f,|m. Pak v sumé s¢itanec odpovidajici a
je urcen pouze zbytkovou tfidou modulo m, v niz a lezi. Kanonicky homomorfismus

(Z)fZ)* — (Z/mZ)* je surjektivni, proto na libovolnou t¥idu b + mZ se zobrazi
prave % tiid @ + fZ.

Predpokladejme nyni, Ze f, { m. Uvazme diagram
(Z/fz)* —— (Z/fZ)" —— C*
(Z/mZ)*

Existuje celé ¢islo ¢ = 1 (modm) nesoudélné s f takové, Ze y(c¢) # 1. V opacném
ptipadé by totiz f,|m. Odtud plyne

X(© Y xaht=¢hl= Y xahl-¢l= Y x(@)hll-l

amod* f amod* f amod* f
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Lemma 4. Necht y je netrivialni Dirichletv charakter s konduktorem f, , necht
m je prirozené cislo takové, Ze fy|m. Oznac¢me m', resp. f,, soucin vSech prvocisel
délicich m, resp. fy. Jestlize prvocislo p a piirozené ¢islo d spliwji f)|d a pd|m’,
pak plati

Yoo xOhi=l=0=x(@) Y xb)n[l-l.
b=1,...,m b=1,...,m
(bpd)=1 (bid)=1

Dukaz. Plati

b=1,...,m b=1,...,m b=1,...,m
(bid)=1 (b,pd)=1 (bid)=1
plb
p .
= x(ep) I |1 = 7] = x(p) x(@ [ -¢.Gl
c=1,.. ,% c=1,.. ,% i=1
(e,d)=1 (e,d)=1
p
- o+
=x(@) > Y xle+i)m[1—=Cn "l=x(p) Y x(®)In[1—Chl
c=1,.. ,% i=1 b=1,...,m
(e,d)=1 (b,d)=1

odkud plyne lemma.

Disledek. Necht x je netrivialni Dirichletiv charakter s konduktorem f, , necht
m je pfirozené ¢islo takové, ze f,|m. Pak plati

S oxmmi-¢l=(TIa-xe)) > xmmi-c)

bmod* m plm b=1,....m

(b, fx)=1
kde v soucinu probiha p vSechna prvocisla délici m.
Ddukaz. Indukeci dostaneme z lemmatu 4 uvedeny vzorec, v némz vsak v souc¢inu
bude p probihat prvocisla p|m, p 1 f,. AvSak pro p|f, je prislusny Cinitel roven 1.
Lemma 5. Necht x je netrividlni sudy Dirichletv charakter s konduktorem f,,
necht m je prirozené ¢islo takové, ze f,|m. Pak plati

Y x(®)nfl =l = =)L, X),
b=1,....m

(b,fx)=1
kde 7(x) znadi Gaussovu sumu a L(1,y) je hodnota p¥islusné L-funkce.
Dikaz. Plati

m/fx
dooxO)mfi=¢hl= > xla) Y It —rtel
b=1,....,m amod* f, c=1
(b7fx):1
m/ fx

= Y @] [T -,

amod* f,
fx

= Y x@hj1-¢|= —T(@L(l»z)

amod* f,
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podle véty 1 kapitoly 18. Lemma plyne z lemmat 1 a 2 kapitoly 18.

Véta 3. (Ramachandra) Necht K je realné abelovské téleso. Rozlozme konduk-

tor f télesa K na prvocinitele: f = [[i_, p{’, kde p1,...,ps jsou riiznd prvocisla,
e1,-..,es € N. Pro libovolné I C {1,...,s} polozme m; = [[;c; p;’. Oznacme
—1
o (V)
19:N@f/K( H (1_Cm1)), €o — 9
PAIC{1,....s}

pro kazdé o € Gal(K/Q). Pak plati ¢, € C' a oznac¢ime-li C’ grupu generovanou
v E vSemi jednotkami £,, kde o € Gal(K/Q) \ {idx }, spolu se vSemi odmocninami
z jedné lezicimi v K, pak ma C’ v E kone¢ny index

B/ =2X T [T (ef) +1 = x(wa),
i=1 xeX\{xo}
pi'ffx

kde X znaci grupu Dirichletovych charakteri odpovidajici K (tj. K = Kx), xo je
trividlni charakter, f, je konduktor charakteru y a ¢ je Eulerova funkce.

Dtkaz. To, ze ¢, € C, plyne z véty 2. Ozna¢me W grupu vSech odmocnin z
jedné, které lezi v K. Pak W C C' (viz poznamku 1 za definici kruhovych jednotek)
a plati, 7e E/W a C'/W jsou konetné generované komutativni grupy bez torze.
Ziejmé plati E/C" ~ (E/W)/(C"/W). Tento index spo¢teme pomoci disledku 1
véty 4 kapitoly 5. Ozna¢me r = [K : Q] — 1 a zvolme fundamentalni jednotky (tj.
generatory E /W, viz definici regulatoru v kapitole 16) ny, ..., n,.. Pak existuji celd
¢isla a; » a p, € W tak, ze pro kazdé o € Gal(K/Q) \ {idx } plati

r

_ aj,o

€0 = pa 77] 9
j=1

odkud plyne pro libovolné 7 € Gal(K/Q)

r

I |r(eo)| = ) ajo nlr(n)],

i=1

maticové

(111 |T(€0)|)U,T€Gal(K/@)\{idK} = (aj,a)aeGal(K/Q)\{idK} : (111 |T(77j)|) j=1,...,r .
j=1,...r reGal(K/Q)\{idg }

OvSem podle disledku 1 véty 4 kapitoly 5 plati |det(a; ), ;| = |E/C’| a podle
definice regulatoru R = |det(ln |7(n;)|);.-|, tedy

det(In[7(c)|) o, recai(k/o\{idx} = [E/C’] - R.
Na druhou stranu

det(In |7(c0)])o reqair/on fidx y = det(n 7o~ (0)| = [7(9) o, recai(x /o fidx )

= 11 Y. xX(D)fr(w)

XEX\{xo} TEGal(K/Q)
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podle lemmatu 1, v némz klademe f(7) = In|7(9)|, nebot X je mozné identifikovat
s grupou charakterti na Gal(K/Q) (viz konec kapitoly 12). OvSem

PORENCO RO TESD SRNPYCO NS SIS U I | (R (R

TEGal(K/Q) TEGal(K/Q) c€Gal(Qf /K) PAIC{1,...,s}
= > w@n| I a-¢)
amod* f P#IC{1,...,s}

= ) > x(a)In|1 - ¢,

P#IC{1,...,s} amod* f

PAIC{1,...,s} bmod* f,
fx|m1

podle lemmatu 3. Diisledek lemmatu 4 a lemma 5 pak daji

Y x(n)lr(®)

TEGal(K/Q)

P#£IC{1,...,s} plmr b=1,....mr
fx|m1 (b7fx)_1
==Ly Y IT o) (T - xe)
PAIC{1,....s} i€{l,...s\I iel
fx|m1
=—r(OLLY) ] (@) +1-x(p))
1€{1,...,s}
pi'ffx

Dosazenim dostaneme

Eclr=] T] (~r0re0 T (e +1-xm)].

XEX\{xo} i€{l,...,s}

Dle vzorce na konci kapitoly 18 plati

xeX\{xo}

odkud plyne véta.
Dusledek. Necht K je abelovské téleso. Grupa kruhovych jednotek C télesa K
ma konec¢ny index v grupé E vSech jednotek tohoto télesa.

Dukaz. Staci ukazat, ze obé grupy E a C' maji tyz rank. Jestlize K neni realné,
pak maji grupa jednotek K a grupa jednotek jeho maximéalniho redlného podtélesa
KT = KNR tyZ rank (viz Dirichletovu vétu o jednotkach), p¥itom grupa kruhovych
jednotek télesa KT je podgrupou grupy kruhovych jednotek télesa K. Stadi tedy
vétu dokazat pro redlnd K. To vsak plyne z predchozi véty.
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Véta 4. Necht p je liché prvocislo, n € N. Pro index grupy kruhovych jednotek
p"-tého kruhového télesa Q,» plati

|E/C| =hT,

kde h* znaéf potet tifd divizori télesa Qun MR = Q(Cpn + (')

Dtkaz. Oznacme E grupu jednotek télesa K = Q,», W grupu odmocnin z
jedné v tomto t&lese; je tedy W generovand —1 a ( = (,». Déle ET = ENR znadi
grupu jednotek télesa K+ = Q,» NR. Ozna¢me dale C, resp. C", grupy kruhovych
jednotek télesa K, resp. Kt. UZijme vétu 3 pro téleso KT. Pak ¢ = NK;2 (1-¢) =

(1—¢)(1—¢~1). Pro libovolny automorfismus o € G = Gal(K/Q), uréeny predpisem
o=1(¢) = ¢*, plati

L-¢)1-C o B
T-OU_¢n ¢ [a_g '

Es —

kde (1 ¢o)
—(A=s)/2 = 5 ) +
Ne =( €EET.
(1-2¢)
Dle véty 3 pro grupu C’ generovanou v E+ mnozinou {—1} U {e,; o0 € G} plati
|ET/C"| = olKT:Ul=1p+ Odtud plyne, 7e pro grupu C” generovanou v E+ mnoi-
nou {—1} U {n,; o € G} plati |[ET/C"| = |E/C"|/|C"/C"| = h™, nebot |C"/C'| =
2lK":Q-1 Vita bude dokdzéna, ukdzeme-li, ze |E/C| = |E+/C"|. Nejprve ukaZme,
ze C'=WC". Podle véty 2 je C' generovano —1 a jednotkami (1 — 5 )(1 — Cor) ™t
kde piirozené ¢islo r < n a celé ¢islo a neni délitelné p. Podle véty 1 plati

(1= ) (1= Gr) ™" = Ny, (1= )L = ) 7H),

a tedy (1—(%)(1—(pr)~! € WC”. Opacna inkluze je ziejmé. Pro dikaz véty nyni
postadi dokdzat £ = WET, Inkluze WE* C E je jasna. Pro diikaz opa¢né inkluze
bude zapotiebi dokazat nasledujici dvé lemmata, proto nyni diikkaz véty 4 prerusime
s tim, Ze bude dokoncen, jakmile dokazeme lemma 7.

Lemma 6. Necht p je liché prvocislo, n € N. Pak okruhem celych ¢isel télesa
K = Qpn je okruh Z[(] = {£(Q); f(x) € Z[a]}, kde ¢ = Gpn.

Dukaz. Protoze K = Q(¢) = Q(1 — () je téleso stupné s = ¢(p™) (viz disledek
véty 1 kapitoly 4), tvoif 1,1 — ¢, (1 —¢)?,...,(1 = ¢)*~! bazi K (jako7to vektoro-
vého prostoru nad Q). Necht « je celé ¢islo télesa K. Pak existuji racionalni ¢isla
aAgy, A1y.e..yls_1 tak, ze

@
|
—

*) o= a1 -0

i

I
=

Chceme ukazat a; € Z. Podle véty 1 kapitoly 14 se prvocislo p totalné vétvi v K,
nebot pro divizory plati (p) = (1 — ()*. Uvazme exponent v télesa K pirislusny
prvku 1 — (; v je tedy jediné prodlouzeni p-adického exponentu na K. Plati tedy
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v(1 — ¢) = 1. Protoze v(a) = 0 (mods) pro libovolné a € Q, je v(a;(1 — ¢)?)
i (mod s). Proto v souc¢tu (*) maji s¢itanci riiznou hodnotu exponentu v a tedy

0<v(a)= oréliigs(i + v(a;)).

Proto v(a;) > 0 pro kazdé i = 0,1,...,s — 1. Upravme (*) do tvaru

s—1
Q= Z bz<17
=0

kde b; € Q nemaji p ve jmenovateli. Pro libovolné o € G = Gal(K/Q) pak plati

ola) = z_: bio(¢)".

Protoze |G| = s, mizeme z téchto s linedrnich rovnic spoéitat b; pomoci o(a).
Matice soustavy je
i
(0(0)")oea,i=0.1,....5-1

jeji diskriminant je Vandermondiv, tedy roven sou¢inu rozdilia o(¢) — 7(():

det(0(€)")vec,i=0,1,....s~1 = H (¢7 =),
1<i<j<p™
ptij

oviem 1 — (7% je délitelem p v okruhu celych ¢isel télesa K (viz diikaz zminéné
véty 1 kapitoly 14) a tedy uvedeny Vandermondiiv determinant je soucin vhodné
jednotky télesa K s néjakou mocninou ¢isla 1 — (. Vynasobime-li matici inverzni k
matici soustavy vhodnou mocninou prvocisla p, dostaneme matici, jejiz prvky jsou
cela algebraicka cisla. Proto pro ¢isla b; vypoctend z uvedené soustavy linearnich
rovnic plati: b; je rovno celému algebraickému ¢islu vydélenému néjakou mocninou
prvocisla p. Protoze vime 7z predchoziho, Ze b; je raciondlni ¢islo, jehoz jmenovatel
neni délitelny p, plati b; € Z.

Lemma 7. Necht p je liché prvocislo, n € N, E grupa jednotek télesa K = Qpn,
W grupa odmocnin z jedné v tomto télese, E+ = ENR. Pak pro libovolnou jednotku
¢ € F existuji pe W ane€ ET tak, 7e ¢ = pn.

Dikaz. Oznatme a = £, kde jednotka £ je komplexné konjugovana s . Pak
« je celé algebraické Cislo takové, ze pro libovolné o € G = Gal(Q,» /Q) plati
|a?| =1 (zde jsme vyuzili toho, Ze restrikce komplexni konjugovanosti je prvek G,
a toho, 7e G je komutativni grupa). Pak minimélni mnohoéleny ¢,r € Z[z], kde
r € N, maji koeficienty omezené v absolutni hodnoté. OvSsem takovych mnohoclent
je jen konecné mnoho a proto se musi zacit opakovat. To znamena, ze a € W,
tedy o = £( pro néjaké celé c¢islo a. Predpokladejme nejprve, ze a = —(®. Podle
lemmatu 6 existuji b; € Z tak, ze
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Pak plati

€= bi=&=—( % =—¢ (modl - (),

odkud 1 — |(2¢), spor. Je tedy o = (*. Necht ¢ € Z spliuje 2¢ = a (modp™). Pak
pron = (s plati 7 =n a tedy n € ET.

Poznamka. Z disledku véty 3 plyne kone¢nost grupy E/C pro libovolné abelov-
ské téleso. Diky vété 4 vime, ze v nékterych specidlnich pripadech je znam i vzorec
pro pocet prvki této faktorgrupy. Speciadlni pripad véty 4 pro p-té kruhové téleso
Q,, kde p je prvocislo, znal jiz Kummer (misto o poc¢tu prvka faktorgrupy psal o
podilu regulatoru jednotek, kterym ted fikame kruhové, a regulatoru vSech jedno-
tek, coz je v8ak totéz — viz diikaz véty 3). Vzorec z véty 4 byl zobecnén Sinnottem
(1978) na piipad obecného kruhového télesa: je-li pfirozené ¢islo m # 2 (mod4),
pak pro m-té kruhové téleso Q,, plati |E/C| = 2°h™, kde h* je pocet t¥id divizori
télesa QF = Q,, NR a &islo a je urfeno poctem g prvocisel délicich m takto: je-li
g=1,paka=0,jelig>1, paka=29"2+1—g.V roce 1980 Sinnott zobec-
nil sviij vzorec na libovolné abelovské té&leso, op&t je index urcen jako soucin ht s
jistym vyrazem, ktery jiz pocet tiid divizori neobsahuje. Toto zobecnéni vsak neni
explicitni, zminény vyraz totiz obsahuje pocty prvki jistych konecnych faktorgrup,
které byva velmi nesnadné urcit (v podstaté jde o kohomologické grupy).

Je jasné, ze nékdy lze ziskat jistou informaci o poctu trid divizort studiem kru-
hovych jednotek; pokud bychom napiiklad pro p-té kruhové téleso nasli néjakou
jednotku e, ktera by nebyla kruhova, znamenalo by to, Ze pro néjaké prirozené ¢islo
r > 1 je jednotka ¢ kruhovd, a je-li r nejmensi s touto vlastnosti, pak r|ht. V
soucasné dobé& vSak nikdo nevi, jak takové nekruhové jednotky konstuovat (vyjim-
kou jsou snad realnd kvadraticka télesa, pro které je znam algoritmus na vypocet
fundamentalni jednotky pomoci fetézovych zlomki).

20. Nékteré nezbytnosti z algebraické geometrie

V celé kapitole predpokladame, ze K je téleso.
Definice. n-rozmérnym afinnim prostorem nad K rozumime kartézskou moc-
ninu K. Budeme jej znacit A™(K), tj.

AMK) ={(x1,...,xn); x1,..., 2 € K}.

Definice. n-rozmérnym projektivnim prostorem nad K rozumime rozklad na
mnozing K"+ — {(0,...,0)} p¥islusny ekvivalenci ~ definované takto: pro libo-
volné (n + 1)-tice (x1,...,@ns1), (Y1s--+»Yns1) € K" polozime (a1, ..., Tpp1) ~
(Y1, -« -y Yna1) pravé tehdy, kdyz existuje A € K*, které pro kazdé i € {1,...,n+1}
splnuje podminku z; = Ay;. Tento n-rozmérny projektivni prostor nad K budeme
znadit P™(K), t¥idu rozkladu (tj. bod projektivniho prostoru) obsahujici (n+1)-tici

(x1,...,%p41) budeme znadit [x1,...,Tp41].
Poznamka. Necht xq,...,2,41 € K, pricemz alespon jedno z nich je rtzné
od nuly. Jestlize x,41 # 0, pak plati [xq,...,2,11] = [-2—,..., ===, 1], &mZ

Tl " Tpga

) € A"(K). Jestlize naopak x,41 = 0, urcuje

Ty Ln
Tpt1’ T Tyt

je pevné dan bod (
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[1,...,2,41] jednoznacné bod [xy,...,x,] € P""1(K). Mtizeme tedy n-rozmérny
projektivni prostor  rozdélit* na n-rozmérny afinni prostor a na  ¢ast nevlastnich
bodi“, kterou je (n—1)-rozmérny projektivni prostor. Toto rozdéleni neni kanonické
— lze to provést mnoha zpisoby.

Poznamka. Je-li ddn homogenni polynom F(ty,...,tn11) € Klt1,... tni1]
o n + 1 proménnych nad K stupné k a bod [xy,...,2,41] € P"(K), ma smysl
se ptat, zda F(xq,...,x,01) = 0. Je-li totiz [x1,...,2n11] = [Y1,.-+, Yns1], pak

existuje A € K*, které pro kazdé i € {1,...,n + 1} spliuje podminku x; = Ay;.
Pak oviem F(21,...,2041) = FAYL, - s Mns1) = A - F(yr, ..., yns1) a tedy
F(*rla s ,xn+1) =0 pI‘éVé kdy2 F(yl, . 'ayn-i-l) =0.

Definice. Necht F'(t1,...,t,41) € K[t1,...,t,+1] je homogenni polynom stupné
k. Mnozina,

C=A{lr1,...,xn41] € P"(K); F(x1,...,2ny1) =0}
se nazyva nadplocha stupné k v P"™(K). Je-li n = 2, hovofime také o kiivce stupné
kv P?(K).

Poznamka. Parcidlni derivaci homogenniho mnohoclenu je opét homogenni
mnohoclen. Ma proto smysl nasledujici definice.

Definice. Necht F(tq,...,tny1) € K|t1,...,tn+1] je homogenni polynom stupné

ka
C = {[32'17 .. ,xn—+—1] E P’Il([{); F(xl, e 7'7;77,—{—1) — 0}
prislusna nadplocha. Bod [x1,...,2,41] € C se nazyva singularni, jestlize pro kazdé
ie{l,...,n+1} plati
oF
yoe s Ty = 0.
8:@ (xl v +1)

Nadplocha C se nazyva singularni, existuje-li alespon jeden jeji singuldrni bod.

P¥iklad. Uvazme redlnou projektivni rovinu P?(R). Abychom se vyhnuli in-
dextim, budeme psat x, y, z misto ty, t2, t3. Kubicky mnoho¢len F(x,y,z) =
23 + 222 — y?2 nadm definuje kubickou kiivku Cy (tj. k¥ivku stupné 3)

C1 = {[x,y,2] € P*(R); Fi(x,y,2) = 0}.
Jisté [0,0,1] € C;. Tento bod je singularni, nebot

0Fy 5 OF; oF 2 2
— =3 2 — =2 - = —y°.
Y T+ 2xz, oy Yz, - x Y

Je tedy C; singularni kiivka. UvaZme nyni mnoho¢len Fy(x,y, 2) = 23 + 222 — y?2

a prislusnou kubickou kfivku
Co = {[z,y. 2] € P*(R); Fa(x,y,2) = 0}.
Hledejme singuldrni body na Cs. Plati

OF5

oF, oF, oF, :
ox

= 327 4 2%, oy = —2yz, —Z:2x2—y.
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Z % =0 plyne z =0 a 2 =0, pak ale z % = 0 plyne i y = 0. Singularni bod na
C, tedy neexistuje a proto Co neni singularni kiivka.

Definice. Elipticka kiivka nad K je usporadand dvojice (£,0), kde £ je nesin-
guldrni kubickd kiivka v P?(K) a O € €.

Poznamka. Je mozné zavést pojem biracionalni ekvivalence dvou kiivek, spoci-
vajici v tom, ze existuji transformace prostoru prevadéjici jednu kiivku na druhou
a obracené, pficemz tyto transformace jsou pékné“ v tom smyslu, Ze transformacni
rovnice jsou dany homogennimi polynomy téhoz stupné nad K. Precizni zavedeni
tohoto pojmu je vSak ¢asové naroc¢né a proto od néj upoustim. Tento pojem je zde
zapotiebi pouze proto, abychom si ukézali, Ze vlastné neztracime nic na obecnosti,
omezime-li se na eliptické kiivky specidlniho tvaru. Nebudeme tedy ani dokazovat
nasledujici vétu.

Véta. Libovolna eliptickd kiivka nad K je biracionalné ekvivalentni s néjakou
eliptickou k¥ivkou (€, O) nasledujiciho tvaru (pficemz transformace pievadéji vy-
znaceny bod jedné kiivky na vyznafeny bod druhé kiivky)

€ = {[x,y,z] € P*(K); F(x,y,2) = 0},

kde

F(x,y,z) = yQZ + ajryz + a2y22 — 2% — azx’y — agwz® — a5z3,

ai, ..., as € K a0 =1[0,1,0].
Poznamka. Kazda elipticka kiivka ve vySe uvedeném tvaru ma jeden nevlastni
bod (totiz O) a v afinni ¢asti je ddna rovnici

y2 + a12y + axy = x° + a3x2 + a4 + as.

Tato rovnice se nazyva Weierstrassova rovnice. Pokud charakteristika télesa I
neni ani 2 ani 3, lze Weierstrassovu rovnici dale zjednodusit. Mtizeme pak to-
tiz predpokladat, ze a; = as = az = 0 a tedy Weierstrassova rovnice je tvaru

y2 :x3+a4x+a5.

21. Aritmetika eliptickych krivek

V celé kapitole predpokladame, 7ze K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3 a
ze je dana eliptickd kiivka (€,0), kde O = [0,1,0] a £ je ddna Weierstrassovou
rovnici

2 _ .3
y°=2x" 4+ axr+ b,
kde a, b € K. Jak plyne z nasledujici véty, disledkem nasSich predpokladi je, 7ze
4a® + 27b% # 0.

Véta. Rovnice y? = 23 +ax+b je Weierstrassovou rovnici néjaké eliptické kiivky,

pravé kdyz plati 4a® + 27b% # 0.

Dtikaz. Polozme F(x,y,z) = y?z — 2% — awz? — bz3. Plati
oF oOF oOF
e —32% —az?, 3—y = 2yz, 5. = y? — 2axz — 3bz°.
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Predpokladejme, 7Ze [z, y, z] je singularni bod. Pak z = 0 implikuje = y = 0, spor.
Je tedy z # 0. Proto y = 0 a pro v = £ plati 372 = —a, 2ay = —3b. Jestlize a = 0,
pak také b = 0. Naopak pro a = b =0 je bod [0, 0, 1] singularni. Zabyvejme se déle
piipadem a # 0. Plati y = -3 42 = —& = 9 3 443 4 27h2 = 0. Zbyva oviit,
ze [v,0, 1] vyhovuje rovnici, coZ je snadné:

(=

V4+ay+b=(-2L)(-¢) +a(-L)+b=,-32L1+p=0.

Poznamka. Nasim cilem je definovat na £ grupovou operaci +. Je treba tedy
najit néjaky predpis, jak dvéma bodim z &£ priradit tieti. Mame-li dany dva rtzné
body 7z £, mizeme jimi vést primku. Dosazenim rovnice této primky do Weierst-
rassovy rovnice ziskadme kubickou rovnici, jejiz dva korfeny zname. Existuje proto
treti koren, ktery lze snadno spocitat. Tento tfeti koren odpovida tfetimu priseciku
piimky s eliptickou k¥ivkou (ktery mtize popiipadé i splynout s nékterym z danych
bodi).

Podobné muizeme postupovat i v pripadé, kdy vezmeme dvakrat tyz bod z &:
sestrojime v tomto bodé tecnu k £. Protoze K nemusi byt téleso realnych cisel,
je mozna vhodné upresnit, co rozumime touto tecnou: je to takova primka, ze po
dosazeni jeji rovnice do rovnice eliptické kiivky dostaneme kubickou rovnici, ve
které bod dotyku odpovida kotenu alespon dvojnasobnému. Zbyly koten pak odpo-
vida dalsimu priseciku piimky s eliptickou kifivkou (ktery by opét mohl splynout
s danym bodem).

V obou piipadech nadm dvojice bodt z &£ urcila dalsi bod z £. Tato binarni
operace by nam vSak nevytvofila z £ grupu (je zfejmé, 7e tato operace obecné
nema neutralni prvek).

Operaci 4+ na & definujeme takto: pro libovolné body A, B € £ ozna¢me C' bod
z £ jimi urceny. Souc¢tem A + B pak nazveme bod z £ urceny body C' a O.

Priklad. Nevlastni pifimka z = 0 ma s £ trojnasobny bod dotyku O: dosazenim
2z = 0 do rovnice y?z = 22 + axz? + bz dostaneme rovnici ® = 0, kterd ma
trojnasobny koten x = 0. Protopro A=B=0jeiC=0atedyi A+ B =0. Je
tedy O +0 = O.

Uvazme piipad A = O, B # O. Pak B = [a, 3,1] pro vhodné «a, € K. Pfimka
urcend body O, B ma rovnici x = az (nevlastnim bodem této primky je O, vlastni
body jsou [a,y, 1] pro vSechna y € K). Je ziejmé, 7e C' = [a, —f3, 1] a 7e tieti bod
na primce urcené C' a O je B. Ovérili jsme tedy, ze plati O + B = B.

Je ziejmé, Ze operace + je komutativni. Vime tedy, Ze (£,+) je komutativni
grupoid s neutralnim prvkem O a ze pro kazdy bod A € & existuje bod B € &£
spliiujici A+ B = O (je-li A = O, vezmeme B = O; je-li A = o, 3,1], vezmeme
B = [a’ _ﬁa 1])

Poznamka. K dikazu tvrzeni, Ze (€, +) je komutativni grupa, je t¥eba dokazat,
ze + je asociativni operace. To ale neni snadné a omezime se pouze na konstatovani
tohoto faktu bez dikazu.

Véta. Na eliptické kiivee (€,0) nad K definujeme operaci + takto:

1. Pro libovolné A € £ klademe A4+ 0O =0 + A = A.
2. Pro libovolné A = [a, 3,1] € € je také B = [, —3,1] € € a klademe A+ B = O.

(Tento bod B pak oznatujeme —A.)
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3. Pro libovolné A = [a, 3,1] € €, B = [v,6, 1] € € takové, 7ze B # — A, polozme

J=0 el A# B,
E=1{ ")
?ﬂz% je-li A = B,
c=k—a—-7,

T=—-0F+kla—0),

pak plati [0, 7,1] € £ a klademe A+ B = [o,7,1] € £.
Pak (£,+) je komutativni grupa.

Poznamky. Diikaz toho, Ze + je asociativni operace, je mimo moznosti nasi
prednasky. Eliptické kiivky tvoii komutativni grupu i nad télesy charakteristiky 2
a 3. Je vsak tfeba uvazovat obecnéjsi tvar Weierstrassovy rovnice a proto i vzorce
popisujici s¢itani bodu jsou komplikovanéjsi.

22. Body konec¢ného radu na eliptickych krivkach

Ve Weierstrassové teorii eliptickych funkci je dokézano, ze méame-li dvé kom-
plexni &sla go, g3 takovd, Ze polynom 422 — gox — g3 nemé nasobny koien (tj.
g5 —27g2 # 0), pak mtizeme pomoci jistych urcitych integralti najit komplexni ¢isla
w1, ws, nazyvané periody. Tyto periody jsou R-linedrné nezavislé a v aditivni grupé
komplexnich ¢isel generuji podgrupu

L = Zwy + Zws = {njwy + nows; ny,ng € Z}.

Takovym podgrupam C fikdme miizka (anglicky lattice). Ackoli lze generatory L
zvolit riznymi zptsoby, ukazuje se, ze mrizka L jednoznacné urcuje c¢isla go, g3

pomoci vzorci
1 1
) ST i
wEL w€eL
w#0 w#0

Pomoci mrizky L mtzeme definovat Weierstrassovu ¢ funkci predpisem

1 1 1
(w)=—5+ (72——2)
v u? =~ (u—w) w

w#0

Plati, Ze fada definujici Weierstrassovu ¢ funkci konverguje absolutné a stejnomérné
na kazdé kompaktni podmnoziné C \ L a definuje meromorfni funkei na C, ktera
ma dvojnasobny poél s nulovym residuem v kazdém bodé L a jinde poly nema.

Definice. Necht L C C je miizka. Elipticka funkce (vzhledem k L) je meromorfni
funkce f(z), kterd je periodickd vzhledem k L, tj. pro kterou plati f(z +w) = f(2)
pro kazdé w € L, z € C.

Weierstrassova o funkce je tedy suda eliptickd funkce. Plati dokonce, Ze libo-
volnou sudou eliptickou funkci 1ze ziskat dosazenim funkce @ do vhodné racionalni
lomené funkce. Protoze ¢’ = % je licha elipticka funkce, z ptedchoziho plyne,
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7e (9')? lze vyjadiit racionalni lomenou funkei pomoci funkce p. Toto vyjadient
miizeme dokonce popsat explicitné pomoci go, g3: plati

(0')? = 49> — gap — g3.

Pro libovolné komplexni ¢islo u ¢ L tedy dostavame bod (s komplexnimi soufadni-
cemi)

na eliptické kiivce
£ y*=4a® — gar — g3,

pritom pro u € L dodefinujeme P(u) jako nevlastni bod na zminéné kiivce. Tim
jsme definovali zobrazeni P : C — £(C). Napoprve asi prekvapi, Ze toto zobrazeni
je homomorfismus aditivnich grup, tj. ze plati

P(Ul + UQ) = P(U1> + P(Ug),

kde na levé strané je s¢itani komplexnich ¢isel, kdezto + na pravé strané znamena
s¢itani bodi na eliptické kiivee (kde bod O je nevlastni). Proto mame izomorfismus
grup C/L ~ £(C). Uvedomme si, 7e grupa C/L je izomorfni s pfimym sou¢inem
dvou kopii grupy R/Z, neboli souc¢inem dvou jednotkovych kruznic v C (chapanych
jako multiplikativni grupy), tj. je to torus.

Tvrzeni. Necht £(C) je eliptickd kiivka (dand Weierstrassovou rovnici), oznac-
me &(C)[n] podgrupu grupy £(C) slozenou z téch bodd, jejichz fad (v této grupé)
déli n. Pak £(C)[n] je pfimy soucin dvou cyklickych grup Fadu n.

Pro libovolné téleso algebraickych ¢isel K plati K C C. Jsou-li koeficienty Weier-
strassovy rovnice prvky K, ma smysl hovofit o podgrupé £ (K) grupy £(C) (do které
patii kromé nevlastniho bodu O pravé ty body £(C), které maji souradnice v K).

Piedpokladejme nyni, ze K/Q je Galoisovo rozsifeni a ze koeficienty Weierst-
rassovy rovnice jsou raciondlni ¢isla. Pro libovolné o € Gal(K/Q) a libovolné
P € £(K) definujeme o(P) € E(K) takto: 0(O) = O a pro P # O, P = (x,y)
klademe o(P) = (o(x),0(y)). Snadno se ovéii, ze o : E(K) — E(K) je grupovy
homomorfismus.

Tvrzeni. Necht £ je elipticka kiivka dana Weierstrassovou rovnici
y?=a®+ar®+br+c

s a,b,c € Q. Pak plati

1. Je-li P = (x1,y1) € £(C) bod Fadu n, pak x; a y; jsou algebraicka ¢isla.

2. Necht {(z1,91), ..., (Tm,Ym),0} = E(C)[n]. (Z pfedchoziho vime, Ze m =
n? — 1.) Oznatme K = Q(&[n]) = Q(@1,Y1,- .+, Tm,Ym) téleso generované
soufadnicemi vSech bod, jejich ¥ad déli n. Pak plati, ze K/Q je Galoisovo
rozsiteni.

Cviceni 34. Necht ni,ns jsou nesoudélnd piirozena cisla. Dokazte, ze pak

Q(E[n1ns]) je kompositum téles Q(E[n1]), Q(E[nz2]).
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Pro libovolné o € Gal(K/Q) mame definovan automorfismus grupy £(K). Pro-
toze prvek radu n se automorfismem zobrazi na prvek téhoz radu, dostavame zu-
zenim automorfismus grupy &€ (C)[n]. To je vSak sou¢in dvou cyklickych grup radu
n. Oznaéme Py, P, generatory £(C)[n]. Protoze automorfismus je uréen obrazy
generatorid, pro uréeni o : £(C)[n] — £(C)[n] staci znat celd ¢isla a,, by, ¢y, dy
splnujici

O'(Pl) = aJPl + bJPQ O'(PQ) = CJP1 + dJPQ.
Naopak zbytkové tiidy modulo n obsahujici ¢isla a,, b, ¢, d, jsou automorfismem
o urceny jednoznac¢né. Snadno se ovéri, ze prirazeni

Ay Co
pn.m(ba dg)

je vnofeni (tj. injektivni homomorfismus) Gal(K/Q) — GL2(Z/nZ), kde GLo(R)
znaci multiplikativni grupu vSech 2 x 2 matic s prvky v okruhu R, jejichZz determi-
nant je jednotka okruhu R.

Poznamka. Vnoteni néjaké studované grupy do jiné jednodussi se nazyvaji re-
prezentace, proto p, se nazyva Galoisova reprezentace. O uzitecnosti reprezentaci
jsme se uz presvédcili, uvédomme si, ze reprezentaci je nami uzivany izomorfis-
mus Gal(Q,,/Q) — (Z/mZ)*. Jak vyplyne z nasledujicich p¥iklad, p, bijekei byt
nemusi.

Priklad 1. Uvazme eliptickou kiivku
E:y?=a(r—1)(x—2).
Pak £(C)[2] = {0, (0,0),(1,0),(2,0)} se sklada vyhradné z racionalnich boda. Je
tedy QE) = @ GallQERD/Q) = (o} @ paloo) = (5 1 ):
Priklad 2. Uvazme eliptickou kiivku
E:y? =2+,
Pak £(C)[2] = {0, (0,0), (i,0), (=i, 0)}. Je tedy Q(£]2]) = Q(i), Gal(Q(£]2])/Q) =

{00,01} obsahuje dva prvky, identitu op a komplexni konjugovanost oy. Zvolme
generatory napiiklad takto: Py = (0,0), P, = (4,0). Pak o1(P) = Py, o1(P,) =
(—i, 0) = P1 + PQ, tedy

p2(00)=<(1) (1)>7 02(01)=<(1) i)

Priklad 3. Uvazme eliptickou kiivku
E:yt=a-2.
Pak £(0)[2] = {0, (¥/2.0).(¢V/2.0).(¢¥/2,0)}, kde ¢ = =53, Odtud plyne
Q(E[2]) = Q(¢, v/2), Gal(Q(£]2]))/Q) = {id, 0,02, 7,07, 0%7}, kde o a T jsou uréeny

podminkami
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Zvolme generatory napiiklad takto: Py = (v/2,0), P, = ((V/2,0). Pak

o= (0 1) mn=(g 1)

Body konec¢ného tadu v aditivni grupé vhodné eliptické kiivky lze uzit ke kon-
strukci abelovskych rozsireni kvadratického imaginarniho télesa podobné jako body
kone¢ného fadu v multiplikativni grupé jednotkové kruznice (tj. odmocniny z jedné)
jsme vyuzili ke konstrukci abelovskych rozsiteni racionalnich ¢isel. Ukazme si tuto
konstrukei v jednom specidlnim piipadé, totiz pro téleso Q(7).

Uvazme eliptickou ki‘ivku C : y* = 2® + 2. Zobrazeni ¢ : C(C) — C(C) definované
predpisem ¢(0O) = O a ¢(P) = (—=x,iy) pro P = (x,y) je ziejmé grupovy homo-
morfismus (uvédomte si, 7Ze grupova operace je definovana tak, ze body P a —P
jsou bodu se stejnou x-ovu a opac¢nou y-ovou soutradnici a ze plati P, + P>+ P3 = O
pravé kdyz body Py, P>, P lezi na jedné pirimce; obé tyto podminky zobrazeni ¢
zachovd). Protoze ¢(¢(P)) = —P pro kazdé P € C(C), je ¢ automorfismus grupy
C(C).

Necht K/Q je Galoisovo rozsifeni takové, Ze i € K a necht o € Gal(K/Q). Vime,
ze o ur¢i automorfismus grupy C(K), zizeni 1) na C(K) je také automorfismem této
grupy. Zjistéme, kdy plati 0 0 ¢ = ¢poo. Necht P = (z,y) € C(K) je libovolny. Pak
plati

2

=

=
I

0'(—1’, Zy) = (_O-(x), J(Z)U(y))a
¢(0(P)) = ¢(o(x),0(y)) = (—o(x),io(y))

Podminka co¢ = ¢oo je tedy splnéna, jestlize o (i) = i, tj. jestlize o € Gal(K/Q(7)).
Proto budeme moci vyuzit ¢ pro studium Gal(K/Q(7)).

Véta 1. Necht C je eliptickd kiivka y? = 22 + 2. Pro kazdé pfirozené &islo
n oznatme K, = Q(i)(C[n]) téleso generované i a souradnicemi bodu kfivky C,
jejichz ¥ad déli n. Pak plati: K,,/Q je Galoisovo rozsiFeni a grupa Gal(K,,/Q(7)) je
komutativni.

Dukaz. Zvolime-li pevné generatory Pj, Py grupy C(C)[n], uréi ¢» podminkami
VY(Py) = aPy + 0Py V(Py) = cPy + dP;
matici
A= (‘b’ 2) € GLy(Z/nZ).
Podle piedchoziho vypoctu vime, Ze pro libovolné o € Gal(K,,/Q(i)) plati
4pa(©) = pa(0) A.

Protoze p, je vnoreni, plyne véta z nasledujicich lemmat.

Lemma 1. Necht A je jako ve vété, ¢ prvocislo délici n. Pak A neni skalarni
matice modulo ¢, tj. je splnéna aspon jedna z podminek

b# 0 (mod/), c# 0 (mod/), a # d (mod /().
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Dukaz. Predpokladejme naopak, Ze pro néjaké prvocislo (|n a né&jaké p¥irozené

¢islo m plati
a by _(m 0
(2 Y= (7 ) oan

Pak pro kazdé P € C[(] plati ¢(P) = mP. Ozna¢me 1 prvek Gal(K,,/Q) odpovida-
jici komplexni konjugovanosti (pii néjakém zafixovaném vlozeni K,, — C). Protoze
7(i) = —i, pro libovolné P = (x,y) € C[(] plati

T(¢(P)) = 7(—x,iy) = (7(=2),7(iy)) = (=7(2), —iT(y)) = —o(7(P)),

a tedy
m7(P) = 7(mP) = 7(¢(P)) = —¢(7(P)) = —m7(P),

odkud 2m7(P) = O pro kazdé P € C[{], a tedy 2mP = O pro kazdé P € C[(], nebot
7 jen permutuje prvky C[(]. Plati tedy (|2m. Kdyby ¢|m, platilo by ¢(P) = O pro
kazdé C[(], coz neni mozné, nebot ¢(¢(P) = —P. Je tedy ¢ = 2, coZ se snadno

PR NNV 1z . 1 1
vyvrati vypoc¢tem: v oznaceni prikladu 2 odpovida ¢ matice <O 1 >

Lemma 2. Necht A € GL3(Z/nZ) je matice, ktera A neni skalarni matici modulo
( pro zadné prvocislo ¢ délici n. Pak

{B € GLy(Z/nZ): AB = BA}

je abelovska podgrupa grupy GLa(Z/nZ).

Dukaz. Lze snadno (i kdyZ ponékud zdlouhavé) provést metodami linedrni al-
gebry (viz Silverman, Tate, Rational points on elliptic curves, str. 208-210).

Poznamka. Nami dokazanou vétu 1 Ize obratit, zna¢né hluboka je nasledujici
véta (srovnejte s vétou Kroneckera-Webera).

Véta 2. Necht C je eliptickd kiivka y? = 2% + . Pro kazdé piirozené ¢islo
n oznatme K, = Q(i)(C[n]) téleso generované i a souradnicemi bodu kiivky C,
jejichz ¥ad déli n. Pak plati: pro libovolné Galoisovo rozsiteni F'/Q(i) takové, Ze
Gal(F/Q(7)) je komutativni, existuje p¥irozené ¢islo n tak, ze F' C K.

Poznamka. Pokusme se stru¢né shrnout, jak vypada zobecnéni vét 1 a 2 pro
ostatni imagindrni kvadratickd télesa. Nejprve zminme vysledek tzv.  class field
theory “ (Cesky preklad ,teorie téles t¥id“ se nevzil). Necht K je téleso algebraickych
¢isel. Pak existuje téleso H, které je nejvétsi t&leso obsahujici K takové, ze H/K
je Galoisovo rozsifeni s komutativni Galoisovou grupou a soucasné v H/K neni
rozvétveny zadny prvodivizor télesa K. Téleso H se nazyva Hilbertovo téleso tiid
izomorfni s Galoisovou grupou Gal(H/K), pfi¢emz izomorfismus je dan Artinovym
zobrazenim (viz kapitolu 13).

Necht K je nyni libovolné imaginarni kvadratické téleso, R jeho okruh celych
¢isel. Pak R je mrizka v C, proto pomoci vzorci z uvodu kapitoly pro L = R
dostaneme komplexni ¢isla g2, g3 a tedy i eliptickou ktivku

£: y*=42" - gox — g3
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3
s diskriminantem A = g3 — 27¢3 a tzv. j-invariantem j = %. Tato kiivka
je analyticky izomorfni (tj. biracionalné ekvivalentni, pficemz neutralni bod jedné
kiivky je pfevadén na neutrdlni bod druhé) s eliptickou ki¥ivkou zadanou rovnici
s koeficienty v K (j), konkrétné s

£ ytay=a®- j—?16728x - j—11728’
je-li j # 0, j # 1728 (pro j = 0 je tieba vzit k¥ivku danou rovnici y% + y = a3, pro
j = 1728 zase ndm zndmou y? = 3 + x).

Pak plati, Ze j je celé algebraické ¢islo, 7e [K(j) : K] =[Q(j) : Q] aze H = K(j)
je Hilbertovo téleso ttid télesa K .

Pro libovolné pfirozené ¢islo n ozna¢me H,, = H(E'[n]). Pak plati, ze H, /K je
Galoisovo rozsiteni a Gal(H,,/H) je komutativni (pfitom Gal(H, /K) byt komuta-
tivni nemusi). Naopak, libovolné abelovské rozsiteni télesa K je podtélesem télesa
H,, pro vhodné n. VSimnéte si, 7e pro j = 1728 jde o obsah vét 1 a 2, pro obecnéjsi
pripad, kdy j € Q, jde o jejich piesnou analogii. Jestlize v8ak j ¢ Q, plati H # K.
Situaci vSak Ize pro j ¢ Q zachranit takto: misto télesa H,, uvazujeme téleso H)
vzniklé pridanim k H nikoli obou soufadnic téch bodu &’, jejichz fad déli n, ale
jen x-ovych souradnic téchto bodi. Pak abelovska rozsiteni télesa K jsou praveé
podtélesa téles H), .

23. Modularni krivky

Uvazme dvé eliptické kiivky &1, £ a jim odpovidajici miizky L, Lo. Plati véta
tvrdici, ze &1 je analyticky izomorfni s &, pravé kdyz miizky L a Ly jsou podobné
(tj. existuje nenulové a € C tak, ze L1 = als).

Pro danou mrizku L a dané prirozené ¢islo £ > 1 oznacme

Gon(L) =) ﬁ

wEL
w#0

(srovnejte s go, g3 ze zac¢atku kapitoly 22). Déle polozme
A(L) = (60G4(L))® — 27(140Gs(L))%,  j(L) = 1728(60G4(L))*(A(L))~!

(vSimnéte si, ze A(L) je diskriminant a j(L) je j-invariant eliptické kiivky odpovi-
dajici m¥izce L).
Snadno se ovéri, ze plati

Gor(aL) = a=?*Gyr(L),  A(aL)=a " "A(L),  jlaL)=j(L).

Defini¢ni obor téchto funkci je mnozina miizek. Je jasné, Ze funkci j lze uvazovat
na rozkladu mnoziny mfiZzek podle ekvivalence dané podobnosti. (Poznamenejme,
ze vSechny uvedené funkce jsou piiklady tzv. modularnich forem.)
Oznacme
H = {r € C; Im(71) > 0}, a L, =Z+7Zrt
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pro 7 € H. Dale polozme
GQk(T> = GQk(LT>7 A(T> = A(LT>7 ](T) = ](LT)

Je zfejmé, ze kazda mtizka je podobna s L, pro vhodné 7 € H. Promysleme si, kdy
jsou dvé miizky L,, L, pro 7,7 € H podobné. Je to pravé tehdy, kdyZ existuje
nenulové o € C tak, ze Za + Zat' = Z + Zr, tj. pravé kdyz existuji a,b,c,d € Z
tak, ze

o = ar + b, a=cr+d
a ad—bc = £1. Pfitom podminka 7,7/ € H implikuje ad —be > 0. Jsou tedy L,, L.

pro 7,7 € H (p;odobné, pravé kdyz 7’ = ‘gis, kde a, b, c,d € Z splhuji ad — be = 1.
Dostavame tedy, ze grupa

SLy(Z) = {(Z Z) v a,b,c,d € 7, ad—bczl}

uc¢inkuje na H transformaci

b
7:<a b):]HI—HHI v(T)zaT+

c d cr+d

0 1 -1
torizaci podle podgrupy majici tyto dva prvky dostaneme tzv. modularni grupu
PSL2(Z) = SLo(Z)/{£1}.
Tvrzeni. Pro zminénou akeci SLo(Z) na H plati:

(a) Pro libovolné T € H existuje jeho okoli U tak, Ze pro libovolné ,~" € SLa(Z),
~v # £+ plati, ze yU a ~'U jsou disjunktni.

(b) Oblast F = {r € H; |Re(r)| < 1, |7| > 1} je fundamentdlni oblasti pro
H/ SLy(Z), tj. kanonické zobrazeni F' — H/ SL(Z) je surjekce a jeho restrikce
na vnitiek F' je injekce.

(¢) Oznafme S = ((1) _01>,T = ((1) 1), pak S? = —1 a (ST)3 = —1. Plati, ze
PSLy(Z) je grupa generovana prvky S a ST volné vzhledem k relacim S% =1
a (ST)3 = 1.

(d) Zobrazeni

Pritom zfejmé trividlni ucinek maji pouze matice <1 0> a <_01 0 > Fak-

j: H/SLy(Z) — C
je komplexni analyticky izomorfismus (otevienych) Riemannovych ploch.

Méme tedy bijekci mezi Riemannovou plochou H/ SLo(Z) a rozkladem mnoZiny
vSech eliptickych kiivek nad C na t¥idy analyticky izomorfnich k#ivek. Pro libo-
volné 7 € H bodu 7 (modSL2(Z)) odpovida t¥ida eliptickych kiivek analyticky
izomorfnich s C/(Z + Zr). Pfitom plati, Ze v této tfidé existuje elipticka kiivka s
rovnici s koeficienty z télesa Q(j(7)).

Definice. Pro libovolné pfirozené ¢islo n definujme podgrupu T'o(N) grupy

SL,(Z) takto:
To(N) = {(‘C’ Z) € SLy(Z); N|c}.
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Uvazme nyni H/T'5 (N). Pak mame pfirozené zobrazeni H/T'y(N) — H/ SLo(Z) a
tedy opét libovolnému 7 € H bodu 7 (mod I'g(N')) mame pfifazenu t¥idu eliptickych
kiivek analyticky izomorfnich s C/(Z + Z). Toto zobrazeni samoziejmé pro N > 1
uz neni bijekce. Bod 7 (modT'o(NN)) v sob& obsahuje jesté dalsi informaci. Ukazme

si jakou. Zvolme pevné
a b
Y = (C d> € Fo(N)

a uvazme zobrazen{ f : C — C dané piedpisem f(z) = Z. Protoze Z + Z7 =
Z(at 4+ b) + Z(cm + d), plati f(Z + Z7) = Z + Z~(7) a tedy f indukuje zobrazeni

f:C/HZ+7Z1)— C/(Z+Z(T)).

Zrejmé {0, ~> N, e, N 11 je podgrupa fadu N grupy C/(Z + Zt). UkiZeme, Ze
plati f(% (modZ + Z7)) = % (mod Z + Z~(7)). Totiz N|bc = 1 — ad a plati
at t at  (at)T — t1l=ad

) N =Neotd ¥- aid  SIETIN=2+2y(7).

Dostali jsme, 7e akce libovolného v € T'g(N) nechava podgrupu {0, s N, - %}
na misté. Je vSak mozné dokazat vice, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta. Necht N € N. Existuje hladké afinni kifivka Y5 (V) definovana nad Q (t;j.
urc¢ena polynomialnimi rovnicemi s raciondlnimi koeficienty) a komplexni analyticky

izomorfismus

takovy, ze plati: necht 7 € H/T'o(N) a necht K = Q(jn (7)), pak 7 jednozna¢né
odpovida jisté t¥idé rozkladu mnoziny vSech dvojic (€, C), kde & je elipticka kiivka
nad C a C jeji cyklickd podgrupa fadu N, podle ekvivalence ~ dané podminkou
(&,C) ~ (£',C"), pravé kdyz existuje analyticky izomorfismus & — £’ zobrazujici
C' na C'. V této t¥idé existuje dvojice (€, C) takova, Ze rovnice £ mé koeficienty
v K a body z C maji souradnice v K.

Komplexni pfimka C = Yy (1) mé pfirozenou kompaktifikaci — projektivni primku
PY(C), vzniklou piiddnim jediného bodu k C. Proto je jasné, Ze piirozenou kom-
paktifikaci H/ SLo(Z) dostaneme pfidanim jediného bodu. Podobné ke kiivce Yo (V)
existuje jeji prirozend kompaktifikace Xo(N). K¥ivka Xo(V) je prikladem tzv. mo-
duldrnich kiivek. Nékteré modularni kiivky jsou samy eliptické (napiiklad Xo(11)
je elipticka kiivka), pro nékteré dalsi existuje surjektivni zobrazeni ¢ : Xo(N) — &
definované pomoci polynomu s raciondlnimi koeficienty do néjaké eliptické kiivky
€ nad Q (tj. £ je urfena rovnici s raciondlnimi koeficienty). Pokud pro eliptickou
kiivku £ nad Q pro néjaké N takové zobrazeni ¢ existuje, fekneme, ze £ je Weilova
kiivka. Je jasné, ze Weilova kfivka je bohatsi o strukturu modularni kiivky pre-
nesenou na ni zobrazenim ¢ a ze tuto strukturu bude asi mozné vyuzit pti studiu
aritmetiky této krivky.

Hypotéza (Taniyama — Weil). Kazda elipticka kiivka definovand nad Q je
Weilova kfiivka.

Nedavno byla tato hypotéza dokizana pro tzv. semistabilni eliptické kiivky A.
Wilesem.
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Definice. Pro danou eliptickou kiivku £ definovanou nad QQ vyberme mezi viemi
eliptickymi k¥ivkami, které jsou s ni izomorfni nad Q (tj. izomorfismus je zad4n po-
moci polynomi s raciondlnimi koreficienty) a jejichz rovnice ma celo¢iselné koefici-
enty, tu eliptickou kfivku, ktera ma nejmensi absolutni hodnotu diskriminantu. Pro
libovolné prvocislo p mizeme koeficienty této rovnice nahradit prisluSnou zbytko-
vou t¥idou modulo p a uvazovat tak tuto rovnici nad télesem Z/pZ. Pokud p nedéli
diskriminant vybrané eliptické kiivky, ziskand rovnice je rovnici eliptické kiivky
nad Z/pZ. Pokud naopak p déli zminény diskriminant, ur¢i ziskana rovnice kubic-
kou singularni k¥ivku nad Z/pZ. Takova kiivka ma pravé jeden singularni bod, v
ném7 ma bud dvé rizné teény nebo jednu dvojnasobnou teénu. Rekneme, 7e £ je
semistabilni, jestlize pro zadné prvocislo p nenastane pripad dvojnasobné tecny.

Z Wilesova diikazu hypotézy Taniyamy a Weila byla jako dusledek ziskana velka
Fermatova véta; uz diive se védélo, Ze z pripadného protiprikladu k velké Ferma-
tové vété Ize konstruovat priklad semistabilni eliptické kiivky, ktera nemuze byt
modularni (viz ptilozeny Rokyttv pieklad poradu odvysilaného BBC pro pro Sirsi
vefejnost, dalsi podrobnosti lze najit v ¢lanku J. Nekovare ,Modularni kiivky a
Fermatova véta“, Mathematica Bohemica 119 (1994), str. 79-96, kterym dopliiuje
zpravu K. A. Ribeta  Wiles dokazal Taniyamovu hypotézu; diisledkem je Fermatova
véta“, str. 75-78 tamtéz).
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