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1. ALGEBRAICKÁ ROZ©ÍØENÍ 1

1. Algebraická roz¹íøení

(dle Borevièe-©afarevièe, alg. doplnìk, x2)

Obsahuje-li tìleso K podtìleso k, hovoøíme o roz¹íøení K=k. Jsou-li do sebe

vlo¾ena tìlesa tøi: k � L � K, nazývá se L mezitìleso roz¹íøení K=k.

Ka¾dé roz¹íøení tìles K=k lze studovat také jako vektorový prostor K nad k.

De�nice. Roz¹íøení K=k se nazývá koneèné, je-li K koneènìrozmìrný vektorový

prostor nad k. Dimenze K nad k se nazývá stupìò roz¹íøení a znaèí se [K : k].

Libovolná baze K nad k se nazývá baze roz¹íøení K=k.

Vìta 1. Nech» L je mezitìleso roz¹íøení K=k. Roz¹íøení K=k je koneèné, právì

kdy¾ jsou obì roz¹íøení K=L i L=k koneèná. V tomto pøípadì platí

[K : k] = [K : L][L : k]:

Dùkaz. Nech» �

1

; : : : ; �

m

je baze K=L, �

1

; : : : ; �

n

baze L=k. Snadno se doká¾e,

¾e souèiny �

i

�

j

, i 2 f1; : : : ;mg, j 2 f1; : : : ; ng tvoøí bazi K=k.

Nech» K=k je roz¹íøení. Prvek � 2 K se nazývá algebraický nad k, existuje-

li nenulový polynom f(t) 2 k[t], jeho¾ koøenem je �. Mezi v¹emi normovanými

polynomy z k[t], jejich¾ koøenem je �, vyberme polynom '

�

(t) nejmen¹ího stupnì.

Proto¾e ka¾dý takový f(t) je dìlitelný polynomem '

�

(t) (v opaèném pøípadì by

nenulový zbytek po dìlení f(t) polynomem '

�

(t) mìl koøen � a stupeò men¹í ne¾

'

�

(t)), je touto podmínkou polynom '

�

(t) urèen jednoznaènì. Nazývá se minimální

polynom prvku � nad k. Minimální polynom je v¾dy ireducibilní, nebo» z rozkladu

'

�

(t) = g(t)h(t) plyne, ¾e � je koøenem buï g(t) nebo h(t). Libovolný prvek � 2 k

je algebraický nad k, jeho minimální polynom je t � �. Prvek � 2 K, který není

algebraický nad k, se nazývá transcendentní nad K.

Pøíklad. Naleznìte minimální polynom '

�

èísla � =

p

2 +

p

2 nad Q .

Øe¹ení. Platí (�

2

�2)

2

= 2. Je tedy � koøenem polynomu x

4

�4x

2

+2, který je

ireducibilní podle Eisensteinova kriteria, proto je to hledaný minimální polynom.

Cvièení 1. Naleznìte minimální polynom '

�

èísla � =

p

2 +

p

3.

Roz¹íøení K=k se nazývá algebraické, je-li ka¾dé � 2 K algebraické nad k.

Vìta 2. Libovolné koneèné roz¹íøení K=k je algebraické.

Dùkaz. Nech» n = [K : k]. Libovolných n + 1 prvkù tìlesa K pak musí být

k-lineárnì závislých, proto pro libovolné � 2 K existuje k-lineární závislost mezi

prvky 1; �; �

2

; : : : ; �

n

, tedy existuje v k[t] nenulový polynom stupnì nejvý¹e n,

jeho¾ je � koøenem.

Vìta 3. Nech» prvek � roz¹íøení K=k je algebraický nad k a nech» jeho minimální

polynom '

�

(t) má stupeò m. Pak prvky 1; �; �

2

; : : : ; �

m�1

jsou k-lineárnì nezávislé

a v¹echny jejich k-lineární kombinace a

0

+ a

1

�+ � � �+ a

m�1

�

m�1

s koe�cienty z k

tvoøí mezitìleso, oznaèované k(�). Roz¹íøení k(�)=k je koneèné a má stupeò m.

Dùkaz. Zøejmì je popsané k(�) okruh: je-li r(t) zbytek po dìlení souèinu poly-

nomù f(t); g(t) 2 k[t] polynomem '

�

(t), pak r(�) = f(�)g(�) a r(�) je uvedeného

tvaru. Je-li f(t) 2 k[t], f(�) 6= 0, pak f(t) a '

�

(t) jsou nesoudìlné polynomy,
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existují tedy z Bezoutovy rovnosti polynomy g(t); h(t) 2 k[t] tak, ¾e f(t)g(t) +

'

�

(t)h(t) = 1, odkud

1

f(�)

= g(�).

De�nice. Roz¹íøení k(�)=k se nazývá jednoduché roz¹íøení.

Poznámka. Nech» �

1

; : : : ; �

s

je koneèný systém prvkù tìlesa K, které jsou v¹e-

chny algebraické nad k; nech» m

1

; : : : ;m

s

jsou stupnì jejich minimálních polynomù

vzhledem ke k. Pak mno¾ina v¹ech k-lineárních kombinací prvkù

�

r

1

1

: : : �

r

s

s

(0 � r

1

< m

1

; : : : ; 0 � r

s

< m

s

)

tvoøí mezitìleso roz¹íøení K=k, které oznaèujeme k(�

1

; : : : �

s

). Jde vlastnì o tìleso

k(�

1

) : : : (�

s

). Jeho stupeò nad k není vìt¹í ne¾ m

1

: : :m

s

.

Libovolné mezitìleso L roz¹íøení K=k takové, ¾e L=k je koneèné, je mo¾né zapsat

ve tvaru k(�

1

; : : : �

s

) pro vhodné �

1

; : : : �

s

.

Vìta 4 (obecnìji ne¾ v B-©). Nech» � : k

1

! k

2

je izomor�smus tìles, K

1

=k

1

,

K

2

=k

2

roz¹íøení tìles. Pro i=1,2 nech» je zvolen prvek �

i

2 K

i

algebraický nad k

i

,

pøièem¾ '

�

2

= �('

�

1

). Pak existuje jediný izomor�smus � : k

1

(�

1

) ! k

2

(�

2

) s

vlastností � j

k

1

= � a �(�

1

) = �

2

.

Dùkaz. Je-li m = st'

�

1

, pak

k(�

1

) = fa

0

+ a

1

�

1

+ � � �+ a

m�1

�

m�1

1

ja

0

; : : : ; a

m�1

2 kg

pøièem¾ nutnì

�(a

0

+ a

1

�

1

+ � � �+ a

m�1

�

m�1

1

) = �(a

0

) + �(a

1

)�

2

+ � � �+ �(a

m�1

)�

m�1

2

:

Proto¾e '

�

2

= �('

�

1

), je � po¾adovaný izomor�smus.

Doteï byla zkoumána roz¹íøení, obsa¾ená v nìjakém velkém pøedem daném tì-

lese. Nyní pøejdìme k otázce konstrukce koneèného roz¹íøení nad �xovaným tìlesem

k.

Vìta 5. Nech» k je tìleso. Pro libovolný ireducibilní polynom '(t) nad k stupnì

n existuje koneèné roz¹íøení K=k stupnì n, ve kterém má polynom '(t) koøen.

A¾ na izomor�smus, nechávající prvky k na místì, je toto roz¹íøení K=k urèeno

jednoznaènì. Je-li � 2 K, '(�) = 0, pak K = k(�).

Dùkaz. Je-li '(t) ireducibilní polynom k[t], je hlavní ideál I = ('(t)) maximální

ideál v k[t], a tedy K = k[t]=I je tìleso. Po nále¾ité identi�kaci jde o roz¹íøení k,

pøièem¾ '(t+ I) = '(t) + I = 0 + I = 0. Jednoznaènost plyne z vìty 4.

Dùsledek. Pro libovolný polynom f(t) 2 k[t] existuje roz¹íøení K=k, ve kterém

se f(t) rozkládá na lineární faktory.

De�nice. Nech» f(t) 2 k[t]. Roz¹íøení K tìlesa k se nazývá rozkladové tìleso f

nad k, jestli¾e platí

1. f se v K rozkládá na lineární faktory,

2. je-li M mezitìleso K=k takové, ¾e f se v M rozkládá na lineární faktory, pak

M = K.

Poznámka: Rozkladové tìleso f nad k je nad k generováno v¹emi koøeny f .
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Tvrzení o izomor�smu rozkladových tìles: Nech» � : k

1

! k

2

je izo-

mor�smus tìles, f

1

(t) 2 k

1

[t], f

2

(t) 2 k

2

[t] takové, ¾e �(f

1

) = f

2

. Pro i = 1; 2

nech» K

i

je rozkladové tìleso f

i

nad k

i

. Pak existuje, ne nutnì jediný, izomor�smus

� : K

1

! K

2

s vlastností � j

k

1

= �.

Dùkaz plyne indukcí z vìty 4.

Tìleso, nad kterým neexistují koneèná roz¹íøení stupnì vìt¹ího ne¾ 1, se nazývá

algebraicky uzavøené.

De�nice. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení stupnì n. Pro libovolné � 2 K pøiøa-

zení � 7! �� de�nuje lineární transformaci K (jako¾to vektorového prostoru nad k).

Charakteristický polynom f

�

(t) této lineární transformace se nazývá té¾ charak-

teristický polynom prvku � vzhledem ke K=k. Je-li �

1

; : : : ; �

n

baze roz¹íøení K=k,

a platí-li

(*) ��

i

=

n

X

j=1

a

ij

�

j

; a

ij

2 k;

pak dle de�nice f

�

(t) = det(tE�(a

ij

)), kde E je jednotková matice øádu n. Snadno

se ovìøí, ¾e f

�

(t) nezávisí na volbì baze roz¹íøení K=k.

Vìta 6. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení, � 2 K. Charakteristický polynom f

�

(t)

prvku � vzhledem ke K=k je mocninou jeho minimálního polynomu '

�

(t) prvku �

nad k.

Dùkaz. Nech» '

�

(t) = t

m

+ c

1

t

m�1

+ � � �+ c

m

. Dle vìty 3 je 1; �; �

2

; : : : ; �

m�1

baze k(�)=k. Nech» �

1

; : : : ; �

s

je nìjaká baze K=k(�). Dle dùkazu vìty 1 je

�

1

; ��

1

; : : : ; �

m�1

�

1

; : : : ; �

s

; ��

s

; : : : ; �

m�1

�

s

bazí K=k. Maticí lineární transformace � 7! �� bude v této bazi blokovì diagonální

matice, mající na diagonále s stejných blokù

0

B

B

B

B

@

0 1 0 : : : 0 0

0 0 1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 0 1

�c

m

�c

m�1

�c

m�2

: : : �c

2

�c

1

1

C

C

C

C

A

:

Snadno se spoèítá, ¾e charakteristický mnohoèlen takového bloku je právì '

�

(t).

Odtud plyne vìta.

De�nice. Determinant det(a

ij

) matice (a

ij

) z vyjádøení (*) se nazývá norma,

a její stopa Sp(a

ij

) =

P

n

i=1

a

ii

se nazývá stopa prvku � 2 K vzhledem k roz¹íøení

K=k. Normu a stopu budeme oznaèovat N

K=k

(�) a Sp

K=k

(�).

Snadno se ovìøí, ¾e N

K=k

(�) ani Sp

K=k

(�) nezávisí na volbì baze �

1

; : : : ; �

n

roz¹íøení K=k. Pro a 2 k je matice lineární transformace � 7! a� rovna diagonální

matici aE. Proto pro a 2 k platí N

K=k

(a) = a

n

a Sp

K=k

(a) = na. Proto¾e pøi

slo¾ení, resp. seètení, lineárních transformací se jejich matice (ve zvolené pevné

bazi) násobí, resp. sèítají, pro libovolné �; � 2 K platí

N

K=k

(��) = N

K=k

(�)N

K=k

(�); Sp

K=k

(��) = Sp

K=k

(�) + Sp

K=k

(�):
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Matici lineární transformace � 7! a��, kde a 2 k, � 2 K, je mo¾né z matice lineární

transformace � 7! �� získat vynásobením celé matice prvkem a. Proto pro a 2 k,

� 2 K, platí

Sp

K=k

(a�) = a Sp

K=k

(�):

Pro � 6= 0 je zøejmì zobrazení � 7! �� bijektivní a protoN

K=k

(�) 6= 0. Ukázali jsme,

¾e zobrazení � 7! N

K=k

(�) je homomor�smem multiplikativní grupy K

�

tìlesa K

do multiplikativní grupy k

�

tìlesa k, kde¾to zobrazení � 7! Sp

K=k

(�) je lineární

zobrazení K do k (kdeK i k chápeme jako vektorové prostory nad k) neboli lineární

funkce na vektorovém prostoru K nad k s hodnotami v k.

Vìta 7. Nech»M=k je roz¹íøení, v nìm¾ se charakteristický polynom f

�

(t) prvku

� 2 K vzhledem ke koneènému roz¹íøení K=k zcela rozkládá na lineární faktory:

f

�

(t) = (t� �

1

) : : : (t� �

n

):

Pak platí

N

K=k

(�) =

n

Y

i=1

�

i

; Sp

K=k

(�) =

n

X

i=1

�

i

Dùkaz. Je-li f

�

(t) = det(tE�(a

ij

)) = t

n

+a

1

t

n�1

+� � �+a

n

, pak a

1

= � Sp(a

ij

),

a

n

= (�1)

n

det(a

ij

). Vìta plyne z Viétových vztahù.

Vìta 8. V oznaèení vìty 7 pro libovolný 
 = g(�) 2 K, kde g(t) 2 k[t], platí, ¾e

jeho charakteristický polynom f




(t) se v tìlese M rozkládá ve tvaru

f




(t) = (t� g(�

1

)) : : : (t� g(�

n

)):

Dùkaz. Nejprve si v¹imnìme, ¾e z hlavní vìty o symetrických polynomech plyne,

¾e ka¾dý koe�cient polynomu

(**) (t� g(�

1

)) : : : (t� g(�

n

))

jako¾to hodnota symetrického polynomu s koe�cienty v k v prvcích �

1

; : : : ; �

n

patøí

do k (hodnoty elementárních symetrických polynomù v prvcích �

1

; : : : ; �

n

jsou po-

dle Viétových vztahù a¾ na znaménka koe�cienty polynomu f

�

(t) 2 k[t]). Nech»

'




(t) je minimální polynom prvku 
 nad k. Jestli¾e na rovnost '




(g(�)) = 0 ap-

likujeme izomor�smus k(�) ! k(�

i

), pøi kterém � 7! �

i

a prvky k zùstávají na

místì, dostaneme '




(g(�

i

)) = 0. Proto ka¾dý z koøenù polynomu (**) je koøenem

ireducibilního polynomu '




(t), odkud plyne, ¾e polynom (**) je mocninou poly-

nomu '




(t). Nyní staèí u¾ít vìtu 6 a porovnat stupnì polynomù.

Nech»M je mezitìleso koneèného roz¹íøeníK=k. Zvolme bazi !

1

; : : : ; !

n

roz¹íøení

M=k a bazi �

1

; : : : ; �

m

roz¹íøení K=M . Pro libovolné 
 2 K vyjádøeme


�

j

=

m

X

s=1

�

js

�

s

�

js

2 K;

�

js

!

i

=

n

X

r=1

a

jsir

!

r

a

jsir

2 k:



1. ALGEBRAICKÁ ROZ©ÍØENÍ 5

Proto¾e


!

i

�

j

=

m

X

s=1

n

X

r=1

a

jsir

!

r

�

s

;

platí Sp

K=k

(
) =

P

m

i=1

P

n

j=1

a

jjii

. Na druhou stranu také platí

Sp

M=k

�

Sp

K=M

(
)

�

= Sp

M=k

�

n

X

j=1

�

jj

�

=

m

X

i=1

n

X

j=1

a

jjii

:

Pro libovolné 
 2 K tedy máme

Sp

K=k

(
) = Sp

M=k

�

Sp

K=M

(
)

�

:

Poznámka. Analogický vzorec platí také pro normy: je-liM mezitìleso roz¹íøení

K=k, pak pro libovolné 
 2 K platí N

K=k

(
) = N

M=k

(N

K=M

(
)). Dùkaz tohoto

tvrzení je slo¾itìj¹í ne¾ pøedchozí dùkaz pro stopy, je v¹ak elementární. (Návod: je

vhodné nejprve tvrzení dokázat v pøípadì, kdy je M jednoduché roz¹íøení k.)

De�nice. Roz¹íøení K=k se nazývá separabilní, jestli¾e lineární funkce � 7!

Sp

K=k

(�) na vektorovém prostoru K nad k není identicky nulová, tj. existuje-li

nìjaké � 2 K s vlastností Sp

K=k

(�) 6= 0.

Jeliko¾ jediný nenulový podprostor vektorového prostoru k nad k je celé k, z

poznámky pøed vìtou 7 snadno plyne, ¾e je-li K=k separabilní, pak lineární funkce

� 7! Sp

K=k

(�) je surjektivní. Proto pro libovolné mezitìleso M koneèného roz¹í-

øení K=k platí, ¾e K=k je separabilní právì kdy¾ jsou obì roz¹íøení K=M a M=k

separabilní.

Je-li K=k koneèné roz¹íøení a je-li charakteristika tìlesa k rovna nule, platí

Sp

K=k

(1) = [K : k] 6= 0. Libovolné koneèné roz¹íøení tìlesa k charakteristiky nula

je tedy separabilní. Toté¾ platí pro koneèná roz¹íøení tìlesa charakteristiky p 6= 0,

jejich¾ stupeò není dìlitelný p.

Zvolme v koneèném separabilním roz¹íøeníK=k bazi !

1

; : : : ; !

n

a sestavme matici

�

Sp

K=k

(!

i

!

j

)

�

i;j2f1;:::;ng

:

Doka¾me sporem, ¾e tato matice je regulární. Pøedpokládejme tedy, ¾e je singulární.

Pak existují c

1

; : : : ; c

n

2 k, ne v¹echny nulové, tak, ¾e

n

X

j=1

c

j

Sp

K=k

(!

i

!

j

) = 0

pro v¹echna i = 1; : : : ; n. Polo¾me 
 =

P

n

i=1

c

i

!

i

. Pøedchozí rovnost pak lze psát ve

tvaru Sp(
!

i

) = 0 pro v¹echna i = 1; : : : ; n. Proto¾e 
 6= 0 (pøipomeòme, ¾e pøípad

c

1

= � � � = c

n

= 0 byl vylouèen), pro libovolné � 2 K lze psát �


�1

=

P

n

i=1

a

i

!

i

pro vhodná a

i

2 k. Pak ov¹em

Sp

K=k

(�) = Sp

K=k

�

n

X

i=1

a

i

!

i




�

=

n

X

i=1

a

i

Sp

K=k

(!

i


) = 0;
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co¾ je spor.

De�nice. Determinant

det

�

Sp

K=k

(!

i

!

j

)

�

i;j2f1;:::;ng

se nazývá diskriminant baze !

1

; : : : ; !

n

koneèného separabilního roz¹íøení K=k a

znaèí se D(!

1

; : : : ; !

n

).

Cvièení 2: Jsou-li !

1

; : : : ; !

n

a !

0

1

; : : : ; !

0

n

dvì baze koneèného separabilního

roz¹íøení K=k, pak

D(!

0

1

;:::;!

0

n

)

D(!

1

;:::;!

n

)

je druhá mocnina nenulového prvku z k. Doka¾te.

Zvolme v koneèném separabilním roz¹íøení K=k pevnì bazi !

1

; : : : ; !

n

. Pro li-

bovolné prvky c

1

; : : : ; c

n

2 k existuje jediné � 2 K takové, ¾e Sp

K=k

(!

i

�) = c

i

pro ka¾dé i = 1; : : : ; n. Skuteènì, napí¹eme-li � ve tvaru � =

P

n

i=1

x

i

!

i

, pøedchozí

podmínky znamenají, ¾e x

i

jsou øe¹ením soustavy n lineárních rovnic o n nezná-

mých, pøièem¾ determinant matice soustavy je D(!

1

; : : : ; !

n

) 6= 0. Speciálnì, v K

lze najít jednoznaènì urèené prvky !

�

1

; : : : ; !

�

n

tak, ¾e pro libovolné i; j 2 f1; : : : ; ng

platí

Sp

K=k

(!

i

!

�

j

) =

�

1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

Snadno se doká¾e lineární nezávislost prvkù !

�

1

; : : : ; !

�

n

.

De�nice. Baze !

�

1

; : : : ; !

�

n

koneèného separabilního roz¹íøení K=k urèená pøede-

¹lou konstrukcí se nazývá duální bazí k bazi !

1

; : : : ; !

n

.

Cvièení 3: Nech» K=k je koneèné separabilní roz¹íøení a ' je lineární funkce na

vektorovém prostoru K nad k. Doka¾te, ¾e pak existuje, a to jediné, � 2 K tak, ¾e

pro libovolné � 2 K platí '(�) = Sp

K=k

(��).

Duální baze umo¾òuje zapsat explicitnì koe�cienty a

i

2 k z vyjádøení � =

P

n

i=1

a

i

!

i

. Snadno se ovìøí, ¾e a

i

= Sp(�!

�

i

) pro libovolné i = 1; : : : ; n.

Pøedpokládejme, ¾e K=k je separabilní roz¹íøení a ¾e minimální polynom nìja-

kého algebraického prvku � 2 K nad k se v nìjakém roz¹íøení M=k, jeho¾ mezitì-

lesem je K, rozkládá na lineární èinitele:

'

�

(t) = (t� �

1

) : : : (t� �

n

):

Pak je k(�)=k koneèné separabilní roz¹íøení a z vìt 7 a 8 plyne

Sp

k(�)=k

(�

r

) =

n

X

s=1

�

r

s

pro libovolné pøirozené èíslo r. Proto pro diskriminant baze 1; �; : : : ; �

m�1

platí

D(1; �; : : : ; �

m�1

) = det

�

Sp

k(�)=k

(

n

X

s=1

�

i+j

)

�

i;j2f1;:::;ng

= det(�

i

s

) � det(�

j

s

) =

Y

1�i<j�n

(�

i

� �

j

)

2

:
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Jeliko¾ D 6= 0, platí �

i

6= �

j

. Dokázali jsme následující výsledek.

Vìta 9. Minimální polynom libovolného algebraického prvku ze separabilního

roz¹íøení nemá násobné koøeny.

Poznámka. Právì vlastnost zmínìná ve vìtì 9 vysvìtluje, proè se u¾ívá termín

"

separabilní\: koøeny minimálního polynomu mù¾eme od sebe separovat.

Pøíklad. Uveïme si pøíklad nìjakého koneèného roz¹íøení, které není separabilní.

U¾ víme, ¾e musíme uvá¾it nìjaké tìleso charakteristiky p 6= 0 a ¾e stupeò roz¹íøení

musí být dìlitelný p. Zvolme prvoèíslo p libovolnì a oznaème F

p

= Z=pZ. Nech»

k je tìleso racionálních funkcí nad F

p

(tj. libovolný prvek tìlesa k je podílem

f(x)

g(x)

vhodných dvou polynomù f(x); g(x) 2 F

p

[x], g(x) 6= 0). Pak polynom '(t) =

t

p

� x je nemá v k koøen (pøedpokládejte koøen ve tvaru

f(x)

g(x)

, dosaïte, upravte a

porovnejte stupnì polynomù). Oznaème K jeho rozkladové tìleso nad k. Pak '(t)

má v K nìjaký koøen � a platí '(t) = (t��)

p

, nebo» pøíslu¹né binomické koe�cienty

jsou dìlitelné p a tedy jsou rovny nule v k. Je tedy minimální polynom prvku � nad

k alespoò druhou mocninou polynomu t � � a tedy má násobné koøeny. Roz¹íøení

K=k tedy není separabilní. (Snadno lze té¾ ukázat, ¾e '(t) je ireducibilní nad k.)

Cvièení 4: Doka¾te, ¾e je-li K=k koneèné roz¹íøení takové, ¾e pro ka¾dé � 2 K

minimální polynom '

�

má ve svém rozkladovém tìlese nad k pouze jednoduché

koøeny, pak je K=k separabilní.

Vìta 10. Ka¾dé koneèné separabilní roz¹íøení K=k je jednoduché, tj. existuje


 2 K tak, ¾e K = k(
).

Dùkaz. Je-li k koneèné, je i K koneèné a jeho multiplikativní grupa je cyklická.

Za 
 lze vzít generátor této cyklické grupy.

Nech» je k nekoneèné. Omezíme se na adjunkci dvou prvkù (dále indukcí). Nech»

tedy K = k(�; �) a nech» L je rozkladové tìleso polynomu '

�

'

�

nad K. Pak v L

existuje rozklad

'

�

(t) = (t� �

1

) : : : (t� �

s

);

'

�

(t) = (t� �

1

) : : : (t� �

r

);

kde �

1

= � a �

1

= �. Navíc �

i

6= �

j

a �

i

6= �

j

kdykoli i 6= j. Proto¾e je k

nekoneèné, existuje c 2 k tak, ¾e 
 = � + c� 6= �

i

+ c�

j

, jestli¾e (i; j) 6= (1; 1).

Nech» M = k(
) � K. Polo¾me  (t) = '

�

(
� ct) 2M [t]. Pak  (�) = 0 a tedy  a

'

�

jsou soudìlné. Je-li i 6= 1, je '(�

i

) 6= 0 a tedy nejvìt¹í spoleèný dìlitel polynomù

 a '

�

je polynom t � � 2 M [t]. Odtud � 2 M a také � = 
 � c� 2 M . Tedy

K = k(�; �) �M , tj. K = k(
).

Vìta 11. Pro libovolné koneèné separabilní roz¹íøeníK=k stupnì n existuje právì

n (a ne více!) vnoøení (tj. injektivních homomor�smù) do vhodného roz¹íøení M=k,

pøi kterých se ka¾dý prvek z k zobrazí na sebe. Jsou-li �

1

; : : : ; �

n

tato vnoøení,

pak pro libovolné � 2 K se jeho charakteristický polynom f

�

(t) v M rozkládá na

lineární èinitele takto:

f

�

(t) = (t� �

1

(�)) : : : (t� �

n

(�)):

Dùkaz. Podle vìty 10 existuje 
 2 K tak, ¾e K = k(
). Nech» M je rozkladové

tìleso minimálního polynomu '




(t) prvku 
. Libovolné vnoøeníK !M nechávající
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prvky tìlesa k na místì je urèeno obrazem prvku 
, který se mù¾e zobrazit pouze

na nìkterý (av¹ak dle vìty 4 na jakýkoli) z n rùzných (dle vìty 9) koøenù 


1

; : : : ; 


n

polynomu '




(t). Podle vìty 6 je charakteristický polynom

f

�

(t) = '




(t) = (t� 


1

) : : : (t� 


n

);

pøièem¾ pøi vhodném oznaèení vnoøení �

1

; : : : ; �

n

platí �

i

(
) = 


i

pro ka¾dé i =

1; : : : ; n. Nech» nyní � 2 K je libovolné. Pak existuje g(t) 2 k[t] tak, ¾e � = g(
).

Potom pro ka¾dé i = 1; : : : ; n platí g(


i

) = g(�

i

(
)) = �

i

(g(
)) = �

i

(�) a tvar

rozkladu charakteristického polynomu f

�

(t) plyne z vìty 8.

Dùsledek 1. V oznaèení vìty 11 platí

N

K=k

(�) =

n

Y

i=1

�

i

(�); Sp

K=k

(�) =

n

X

i=1

�

i

(�):

Dùsledek 2. Pro libovolné koneèné roz¹íøení tìlesa racionálních èísel existuje

právì n rùzných vnoøení do tìlesa komplexních èísel.

2. Normální roz¹íøení a Galoisova korespondence

De�nice: Roz¹íøení K=k se nazývá normální, jestli¾e ka¾dý ireducibilní polynom

f 2 k[t], který má v K koøen, se v K rozkládá na lineární faktory.

Vìta 1. Roz¹íøení K=k je koneèné a normální, právì kdy¾ je K rozkladové tìleso

nìjakého polynomu nad k.

Dùkaz. Je-li K=k koneèné, je K = k(�

1

; : : : ; �

s

), z normality plyne, ¾e K je

rozkladové tìleso polynomu '

�

1

: : : '

�

s

.

Naopak, nech» je K rozkladové tìleso nìjakého polynomu f nad k. Zvolme � 2

K, pak '

�

se rozkládá na lineární faktory ve svém rozkladovém tìlese L nad K:

'

�

(t) = (t � �

1

) : : : (t � �

n

), kde � = �

1

. Budeme hotovi, uká¾eme-li, ¾e �

i

2 K

pro libovolné i = 2; : : : ; n. Dle vìty 4 existuje izomor�smus � : k(�

1

) ! k(�

i

) s

vlastností �j

k

= id

k

a �(�

1

) = �

i

, mimo jiné tedy platí [k(�

1

) : k] = [k(�

i

) : k].

Pak K = K(�

1

) je rozkladové tìleso polynomu f nad k(�

1

) a K(�

i

) je rozkladové

tìleso polynomu f nad k(�

i

). Ov¹em �(f) = f a tedy podle tvrzení o izomor�smu

rozkladových tìles existuje izomor�smus � : K ! K(�

i

) s vlastností � j

k(�

1

)

= �.

Proto [K : k(�

1

)] = [K(�

i

) : k(�

i

)]. Odtud [K(�

i

) : K] =

[K(�

i

):k(�

i

)][k(�

i

):k]

[K:k]

=

[K:k(�

1

)][k(�

1

):k]

[K:k]

= 1, a tedy �

i

2 K.

Cvièení 5. Rozhodnìte, zda roz¹íøení Q (�)=Q , kde � =

p

2 +

p

2, je normální.

Vìta 2. Nech» M je mezitìleso koneèného normálního roz¹íøení K=k a nech»

� : M ! K je vnoøení s vlastností � j

k

= id

k

. Pak existuje izomor�smus � : K ! K

takový, ¾e �j

M

= � .

Dùkaz. Podle vìty 1 je K rozkladové tìleso nìjakého polynomu f nad k, a tedy

i rozkladové tìleso polynomu f nad M i nad �(M). Pøitom �(f) = f . Staèí u¾ít

tvrzení o izomor�smu rozkladových tìles.

Vìta 3. Nech» K=k je koneèné normální roz¹íøení a nech» �, � jsou koøeny

nìjakého ireducibilního polynomu nad k. Pak existuje automor�smus � tìlesa K s

vlastností � j

k

= id

k

a �(�) = �.



2. NORMÁLNÍ ROZ©ÍØENÍ A GALOISOVA KORESPONDENCE 9

Dùkaz. Podle vìty 4 z první kapitoly existuje izomor�smus � : k(�) ! k(�)

takový, ¾e �j

k

= id

k

a �(�) = �. Staèí u¾ít vìtu 2.

De�nice: Nech» K=k je algebraické roz¹íøení. Normální uzávìr roz¹íøení K=k je

roz¹íøení N tìlesa K takové, ¾e platí

1. N=k je normální,

2. je-li M mezitìleso N=K takové, ¾e M=k je normální, pak M = N .

Vìta 4. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení. Pak existuje normální uzávìr N roz-

¹íøení K=k, který je koneèným roz¹íøením tìlesa k. Je-li M jiný normální uzávìr

roz¹íøení K=k, pak existuje izomor�smus � : N !M s vlastností � j

K

= id

K

.

Dùkaz. Nech» K = k(�

1

; : : : ; �

n

). Snadno se ovìøí, ¾e rozkladové tìleso N po-

lynomu f = '

�

1

: : : '

�

n

nad k je normální uzávìr roz¹íøení K=k. Naopak, je-li M

normální uzávìr roz¹íøení K=k, musí obsahovat rozkladové tìleso polynomu f nad

k, které je normálním roz¹íøením k. Vìta plyne z tvrzení o izomor�smu rozkladových

tìles (která jsou také rozkladová tìlesa nad K).

Cvièení 6. Naleznìte normální uzávìr roz¹íøení Q (

10

p

2)=Q .

Lemma 1. Nech» k � K � N �M jsou tìlesa, pøièem¾K=k je koneèné roz¹íøení

a N je normální uzávìr roz¹íøení K=k. Nech» � : K ! M je vnoøení s vlastností

� j

k

= id

k

. Pak �(K) � N .

Dùkaz. Nech» � 2 K. Pak 0 = �('

�

(�)) = '

�

(�(�)), a tedy �(�) 2 N .

Vìta 5. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení. Následující podmínky jsou ekvivalentní:

1. K=k je normální,

2. existuje normální roz¹íøením N=k s mezitìlesem K takové, ¾e pro ka¾dé vnoøení

� : K ! N s vlastností � j

k

= id

k

platí �(K) = K,

3. pro ka¾dé roz¹íøením M=k s mezitìlesem K a ka¾dé vnoøení � : K ! M s

vlastností � j

k

= id

k

platí �(K) = K.

Dùkaz. (1) =) (3): Plyne z pøedchozího lemmatu, nebo» [�(K) : k] = [K : k].

(3) =) (2): Staèí zaM vzít normální uzávìr K=k, jeho¾ existenci zaruèuje vìta

3.

(2) =) (1): Pro libovolné � 2 K a libovolný koøen � polynomu '

�

platí � 2 N .

Podle vìty 3 existuje automor�smus � tìlesa N s vlastností � j

k

= id

k

a �(�) = �.

Aplikací podmínky (2) na � j

K

dostáváme � = �(�) 2 K.

De�nice. Roz¹íøení tìles K=k se nazývá Galoisovo, je-li koneèné, normální a

separabilní. Pro Galoisova roz¹íøení de�nujeme Galoisovu grupu Gal(K=k) jako

grupu v¹ech automor�smù � tìlesa K s vlastností � j

k

= id

k

.

Lemma 2. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení. Pak platí jGal(K=k)j = [K : k].

Dùkaz. Plyne z vìty 11 první kapitoly a vìty 5.

Cvièení 7. Nech» L je mezitìleso roz¹íøení K=k. Rozhodnìte, zda platí:

(a) je-li K=k Galoisovo, pak je L=k Galoisovo;

(b) je-li K=k Galoisovo, pak je K=L Galoisovo;

(c) jsou-li K=L i L=k obì Galoisova, pak je K=k Galoisovo.

Cvièení 8. Rozhodnìte, zda platí: je-li N normální uzávìr koneèného separabil-

ního roz¹íøení K=k, pak je N=k Galoisovo.

Lemma 3. (Dedekind) Nech» K a L jsou tìlesa. Pak libovolná mno¾ina rùz-

ných vnoøení K ! L je lineárnì nezávislá nad L.
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Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e �

1

; : : : ; �

n

jsou rùzná vnoøení K ! L, která jsou

nad L lineárnì závislá, ale jakýchkoli n� 1 z nich u¾ je lineárnì nezávislých nad L.

Existují tedy nenulová a

1

; : : : ; a

n

2 L tak, ¾e pro ka¾dé � 2 K platí

a

1

�

1

(�) + � � �+ a

n

�

n

(�) = 0:

Existuje � 2 K tak, ¾e �

1

(�) 6= �

n

(�). Proto � 6= 0. Navíc pro �� 2 K platí

a

1

�

1

(��) + � � �+ a

n

�

n

(��) = 0;

tedy

a

1

�

1

(�)�

1

(�) + � � �+ a

n

�

n

(�)�

n

(�) = 0;

odeètením od �

1

(�)-násobku první rovnice dostáváme spor.

Vìta 6. Nech» G je koneèná podgrupa grupy automor�smù tìlesa K a nech»

k = f� 2 K; 8� 2 G : �(�) = �g:

Pak platí [K : k] = jGj.

Dùkaz. Nech» G = f�

1

; : : : ; �

n

g.

1. Pøedpokládejme, ¾e [K : k] < n. Nech» x

1

; : : : ; x

m

je baze K nad k. Jistì

existují y

1

; : : : ; y

n

2 K ne v¹echny nulové tak, ¾e pro ka¾dé j = 1; : : : ;m platí

n

X

i=1

�

i

(x

j

)y

i

= 0:

Pro libovolné � 2 K existují a

1

; : : : ; a

m

2 k tak, ¾e � =

P

m

j=1

a

j

x

j

. Pak platí

n

X

i=1

�

i

(�)y

i

=

n

X

i=1

�

i

�

m

X

j=1

a

j

x

j

�

y

i

=

n

X

i=1

m

X

j=1

a

j

�

i

(x

j

)y

i

= 0;

co¾ je spor s lemmatem 3.

2. Pøedpokládejme, ¾e [K : k] > n. Polo¾me m = n+1 a zvolme libovolnì prvky

x

1

; : : : ; x

m

2 K lineárnì nezávislé nad k. Jistì existují y

1

; : : : ; y

m

2 K ne v¹echny

nulové tak, ¾e pro ka¾dé i = 1; : : : ; n platí

m

X

j=1

�

i

(x

j

)y

j

= 0:

Pøípadnou zmìnou y

1

; : : : ; y

m

2 K a zámìnou indexù prvkù x

1

; : : : ; x

m

lze dosáh-

nout toho, ¾e y

1

6= 0, : : : , y

r

6= 0, y

r+1

= � � � = y

m

= 0 a ¾e r je s touto vlastností

nejmen¹í mo¾né. Pro ka¾dé � 2 G tedy platí

(*)

r

X

j=1

�(x

j

)y

j

= 0:
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Zvolme � 2 G libovolnì a aplikujme jej na poslední rovnost. Dostaneme

r

X

j=1

(��)(x

j

)�(y

j

) = 0:

Ka¾dý automor�smus v G lze napsat ve tvaru �� pro nìjaké � 2 G, podle pøedchozí

rovnosti tedy

r

X

j=1

�(x

j

)�(y

j

) = 0

pro ka¾dé � 2 G. Odeètením y

r

-násobku této rovnosti od �(y

r

)-násobku rovnosti

(*), dostaneme

r�1

X

j=1

�(x

j

)(�(y

r

)y

j

� y

r

�(y

j

)) = 0;

co¾ podle de�nice èísla r je mo¾né jen, je-li

�(y

r

)y

j

� y

r

�(y

j

) = 0

pro ka¾dé j = 1; : : : ; r � 1, tj.

�(y

j

y

�1

r

) = y

j

y

�1

r

:

Pøitom bylo � 2 G libovolné a tedy z

j

= y

j

y

�1

r

2 k pro ka¾dé j = 1; : : : ; r.

Dosazením do (*) pro � = id j

K

dostaneme

r

X

j=1

x

j

z

j

= 0;

co¾ je spor s lineární nezávislostí x

1

; : : : ; x

r

nad k.

Cvièení 9. V oznaèení vìty 6: doka¾te, ¾e K=k je Galoisovo.

Poznámka. Pøedchozí cvièení (spolu s vìtou 6) umo¾òuje následující charak-

terizaci Galoisových roz¹íøení (která je nìkdy v literatuøe u¾ívána jako de�nice

Galoisova roz¹íøení): koneèné roz¹íøení stupnì n je Galoisovo, právì kdy¾ existuje

n rùzných automor�smù tìlesa K, jejich¾ restrikce na k je identita.

De�nice. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení. Oznaème G = Gal(K=k). Je-li H

podgrupa G, oznaème

H

?

= f� 2 K; 8� 2 H : �(�) = �g:

Jistì je H

?

podtìleso tìlesa K obsahující k; nazývá se tìleso �xované H. Je-li L

mezitìleso K=k, oznaème

L

?

= f� 2 G; 8� 2 L : �(�) = �g:

Jistì je L

?

podgrupa grupy G; nazývá se podgrupa �xující L.
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De�nice. Nech» L

1

, L

2

jsou mezitìlesa roz¹íøení K=k. Kompozitem tìles L

1

, L

2

nazveme nejmen¹í podtìleso tìlesa K obsahující L

1

[ L

2

. Znaèíme L

1

L

2

.

Poznámka. Kompozitum lze de�novat i pro dvì roz¹íøení L

1

=k, L

2

=k, z nich¾

aspoò jedno je koneèné a normální; pak je urèeno jednoznaènì a¾ na izomor�smus.

Hlavní vìta Galoisovy teorie. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení. Oznaème

F mno¾inu v¹ech mezitìles roz¹íøení K=k a G mno¾inu v¹ech podgrup grupy G =

Gal(K=k). Pak platí:

1. Vý¹e popsaná zobrazení H 7! H

?

a L 7! L

?

jsou navzájem inverzní bijekce

mezi F a G, pøièem¾ pro libovolné H

1

; H

2

2 G platí

H

1

� H

2

() H

?

1

� H

?

2

:

2. Jsou-li L

1

; L

2

2 F , pak

(L

1

L

2

)

?

= L

?

1

\ L

?

2

; (L

1

\ L

2

)

?

= hL

?

1

[ L

?

2

i;

kde hHi znaèí podgrupu generovanou mno¾inou H � G.

3. Je-li L 2 F , pak

[K : L] = jL

?

j; [L : k] =

jGj

jL

?

j

:

4. Je-li L 2 F , pak L=k je normální roz¹íøení, právì kdy¾ L

?

je normální podgrupa

grupy G (v obvyklém smyslu teorie grup).

5. Je-li L 2 F a L=k je normální roz¹íøení, pak Gal(L=k) je izomorfní s faktorgrupou

G=L

?

, pøièem¾ izomor�smus je indukován homomor�smem, který � 2 G zobrazí

na �j

L

2 Gal(L=k).

Dùkaz. 1. Nech» L 2 F , pak K=L je koneèné, separabilní (viz poznámku v první

kapitole) a normální (plyne napø. z vìty 1), tedy Galoisovo, pøitom Gal(K=L) = L

?

.

Jistì L � (L

?

)

?

. Dle vìty 6 platí [K : (L

?

)

?

] = jL

?

j = jGal(K=L)j = [K : L], kde

poslední rovnost plyne z lemmatu 2. Proto L = (L

?

)

?

.

Nech» H 2 G. Jistì H � (H

?

)

?

. Z vý¹e dokázaného H

?

= ((H

?

)

?

)

?

. Dle vìty

6 platí jHj = [K : H

?

] = [K : ((H

?

)

?

)

?

] = j(H

?

)

?

j. Proto H = (H

?

)

?

.

Zøejmì z H

1

� H

2

plyne H

?

1

� H

?

2

a odtud zase (H

?

1

)

?

� (H

?

2

)

?

. Staèí u¾ít

rovnost H = (H

?

)

?

.

2. Dokázali jsme, ¾e svazy (F ;�) a (G;�) jsou antiizomorfní. Staèí si uvìdomit,

¾e supremum ve svazu (F ;�) odpovídá kompozitu tìles a ve svazu (G;�) podgrupì

generované sjednocením.

3. První rovnost je lemma 2, pro druhou staèí u¾ít vìtu 1 z první kapitoly.

4. Pro libovolné � 2 G a libovolné M 2 F doka¾me (�(M))

?

= �M

?

�

�1

. Z tím

úèelem oznaème M

0

= �(M). Pro libovolné � 2 M

0

existuje � 2 M s vlastností

� = �(�). Pro ka¾dé � 2 M

?

pak platí ����1(�) = �, a tedy �M

?

�

�1

� (M

0

)

?

.

Podobnì �

�1

(M

0

)

?

� �M

?

. Dohromady rovnost.

Je-li tedy L=k normální roz¹íøení, pak podle vìty 5 je �(L) = L pro ka¾dé � 2 G,

a tedy L

?

je normální podgrupa grupy G.

Naopak, nech» L

?

je normální podgrupa grupy G. U¾ijeme vìtu 5. Zvolme libo-

volnì vnoøení � : L ! K splòující � j

k

= id

k

. Podle vìty 2 existuje � 2 G tak, ¾e

�j

L

= � . Podle vý¹e dokázaného (�(L))

?

= �L

?

�

�1

= L

?

, nebo» L

?

je normální
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podgrupa. Podle èásti 1 této vìty to znamená �(L) = L, odkud �(L) = L. Z vìty

5 výsledek.

5. Oznaème G

0

= Gal(L=k). Uva¾me zobrazení � : G ! G

0

dané restrikcí, tj.

�(�) = �j

L

pro � 2 G. Zøejmì je � homomor�smus, který je podle vìty 2 surjektivní.

Jádrem homomor�smu je zøejmì L

?

.

Cvièení 10. Popi¹te Galoisovu grupu normálního uzávìru N roz¹íøení:

(a) Q(

3

p

2)=Q ,

(b) Q(

4

p

2)=Q .

Cvièení 11. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení takové, ¾e Gal(K=k) je komuta-

tivní. Doka¾te, ¾e pak pro libovolná mezitìlesa L

1

, L

2

roz¹íøení K=k platí

[L

1

L

2

: k][L

1

\ L

2

: k] = [L

1

: k][L

2

: k]:

Je pøedpoklad o komutativitì nutný?

3. Nìco o oborech integrity

(dle Borevièe-©afarevièe, alg. doplnìk, x3, èást 3)

De�nice. Nech» R je podokruh tìlesa K. Prvek � 2 K se nazývá celý vzhledem

k R, je-li koøenem vhodného normovaného polynomu s koe�cienty z okruhu R.

Zøejmì libovolný prvek z R je celý vzhledem k R.

De�nice. Nech» R je podokruh tìlesa K, nech» �

1

; : : : ; �

n

2 K. Mno¾inu v¹ech

lineárních kombinací

a

1

�

1

+ � � �+ a

n

�

n

;

kde a

1

; : : : ; a

n

2 R, se nazývá R-modul v K s koneèným poètem generátorù, prvky

�

1

; : : : ; �

n

se nazývají generátory tohoto R-modulu.

Vìta 1. Je-li R-modul s koneèným poètem generátorù souèasnì okruhem, pak

je libovolný jeho prvek celý vzhledem k R.

Dùkaz. Nech» �

1

; : : : ; �

n

jsou generátory modulu M , který je okruhem, nech»

� 2 M je libovolné. Proto¾e ��

i

2 M pro libovolné i = 1; : : : ; n, existují a

ij

2 R

tak, ¾e

��

i

=

n

X

j=1

a

ij

�

j

ka¾dé i = 1; : : : ; n. Odtud plyne det(�E � (a

ij

)) = 0, kde E je jednotková matice

n-tého øádu. Je tedy � koøenem normovaného polynomu det(tE � (a

ij

)) 2 R[t].

De�nice. Nech» R je podokruh tìlesa K. Mno¾ina v¹ech prvkù � 2 K, které

jsou celé vzhledem k R, se nazývá celý uzávìr okruhu R v tìlese K. Okruh R se

nazývá celouzavøený v K, splývá-li se svým celým uzávìrem v K.

Vìta 2. Nech» R je podokruh tìlesa K, pak celý uzávìr M okruhu R v tìlese K

tvoøí okruh.

Dùkaz. Nech» �; � 2 M jsou libovolné. Pak existují a

1

; : : : ; a

m

; b

1

; : : : ; b

n

2 R

tak, ¾e platí

�

m

= a

1

+ a

2

�+ � � �+ a

m

�

m�1

; �

n

= b

1

+ b

2

� + � � �+ b

m

�

m�1

:
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Odtud plyne, ¾e R-modul generovaný prvky �

i

�

j

, kde 0 � i < m, 0 � j < n, tvoøí

okruh. Podle vìty 1 jsou v¹echny jeho prvky celé, speciálnì i �� � a ��.

De�nice. Obor integrity se nazývá celouzavøený, je-li celouzavøený ve svém po-

dílovém tìlese.

Vìta 3. Nech» R je podokruh tìlesa K, pak celý uzávìr M okruhu R v tìlese K

je celouzavøený v K.

Dùkaz. Nech» # 2 K je libovolný celý prvek vzhledem kM , uká¾eme, ¾e # 2M .

Existují tedy �

1

; : : : ; �

n

2M takové, ¾e

#

n

= �

1

+ �

2

#+ � � �+ �

n

#

n�1

:

Pro ka¾dé i = 1; : : : ; n existuje pøirozené èíslo m

i

a prvky a

i1

; : : : ; a

im

i

2 R tak, ¾e

platí

�

m

i

i

=

m

i

X

j=1

a

ij

�

j�1

i

:

Pak R-modul, generovaný souèiny

�

k

1

1

: : : �

k

n

n

#

k

;

kde 0 � k

1

< m

1

, : : : , 0 � k

n

< m

n

, 0 � k < n, tvoøí okruh. Staèí u¾ít vìtu 1.

Lemma. Nech» R je obor integrity, který je celouzavøený ve svém podílovém

tìlese k. Nech» f(t) 2 R[t] je normovaný. Jesti¾e normovaný g(t) 2 k[t] je dìlitelem

polynomu f(t), pak platí g(t) 2 R[t].

Dùkaz. Nech» K je rozkladové tìleso polynomu f(t) nad k. Pak v¹echny koøeny

polynomu f(t) patøí do celého uzávìru M okruhu R v K. Proto i koøeny polynomu

g(t) patøí do M a tedy g(t) 2M [t]. Ov¹em k \M = R, nebo» R je celouzavøený.

Vìta 4. Nech» je obor integrity R celouzavøený ve svém podílovém tìlese k.

Nech» K=k je algebraické roz¹íøení. Pak libovolný prvek � 2 K je celý vzhledem k

R, právì kdy¾ koe�cienty jeho minimálního mnohoèlenu '

�

(t) nad k le¾í v R.

Dùkaz. Vìta plyne z pøedchozího lemmatu.

Cvièení 12. Naleznìte celý uzávìr Z v tìlese

(a) Q(

p

2);

(b) Q(

p

5).

4. Nìkteré aplikace Galoisovy teorie

Mìjme v rovinì s kartézskou soustavou souøadnic dáno koneènì mnoho bodù a

uva¾me tìleso k, které je nad Q generováno jejich souøadnicemi. Proto¾e prùseèík

dvou pøímek v rovinì lze spoèítat pomocí soustavy lineárních rovnic, prùseèík dvou

pøímek prolo¾ených nìkterými z daných bodù bude mít opìt souøadnice v tìlese k.

Podobnì, proto¾e výpoèet prùseèíkù dvou kru¾nic èi kru¾nice a pøímky v rovinì vede

na výpoèet koøenù jedné kvadratické rovnice, snadno se usoudí, ¾e pokud ka¾dá z

kru¾nic mìla støed v nìkterém z daných bodù a nìjakým daným bodem procházela,

resp. pøímka byla prolo¾ena dvojicí z daných bodù, pak vzniklé prùseèíky mají

obì souøadnice v nìjakém roz¹íøení K tìlesa k, pøièem¾ buï K = k (v pøípadì,
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kdy diskriminant uva¾ované kvadratické rovnice je druhou mocninou v k) anebo

[K : k] = 2 (v opaèném pøípadì).

Pøedpokládejme, ¾e na poèátku máme koneènou mno¾inu bodù s racionálními

souøadnicemi a postupnì k ní pøidáváme prùseèíky vý¹e uvedenými konstrukcemi.

Po koneènì mnoha krocích uva¾me tìleso K, generované souøadnicemi vzniklých

bodù. Je jasné, ¾e [K : Q ] je mocnina 2. To dokazuje neøe¹itelnost úlohy zdvoj-

ení krychle (tj. konstrukce pomìru

3

p

2 : 1 kru¾ítkem a pravítkem). Víme-li, ¾e �

je transcendentní èíslo, vyplývá odtud neøe¹itelnost úlohy kvadratury kruhu (tj.

konstrukce pomìru � : 1 kru¾ítkem a pravítkem).

Pro pøedchozí úvahy Galoisova teorie nebyla nutná, vystaèili bychom prakticky

s vìtou 1 z kapitoly 1; nyní se v¹ak budeme zabývat konstrukcí pravidelných n-

úhelníkù, kde Galoisovu teorii u¾ vyu¾ijeme.

Pøíklad. Nech» p je prvoèíslo, � = e

2�i

p

. Tìleso Q(�) se nazývá p-té kruhové

tìleso. Uka¾me, ¾e Q (�)=Q je Galoisovo roz¹íøení a popi¹me jeho Galoisovu grupu

Gal(Q(�)=Q ). Polynom

f(t) = t

p�1

+ t

p�2

+ � � �+ t+ 1 =

t

p

� 1

t� 1

má koøen � a je ireducibilní nad Q , nebo» polynom

f(t+ 1) =

p

X

j=1

�

p

j

�

t

j�1

je ireducibilní podle Eisensteinova kriteria. Je tedy '

�

= f a platí [Q(�) : Q ] = p�1.

Proto¾e

f(t) =

p�1

Y

j=1

(t� �

j

);

je Q (�)=Q skuteènì Galoisovo. Libovolné � 2 G = Gal(Q(�)=Q ) je jednoznaènì ur-

èeno hodnotou �(�), která je koøenem f , tj. platí �(�) = �

j

pro jisté j 2 f1; : : : ; p�

1g. Snadno se vidí, ¾e � 7! j indukuje injektivní homomor�smus G ! (Z=pZ)

�

.

Proto¾e obì grupy mají p� 1 prvkù, jde o izomor�smus. Proto¾e (Z=pZ)

�

je mul-

tiplikativní grupa koneèného tìlesa F

p

= Z=pZ, je cyklická, a tedy i G je cyklická

grupa.

Poznámka. Situace z pøedchozího pøíkladu platí obecnìji. Je-li m pøirozené

èíslo, � = e

2�i

m

, pak m-té kruhové tìleso Q(�) je Galoisovo a pro jeho Galoisovu

grupu Gal(Q(�)=Q ) platí, ¾e je izomorfní s grupou invertibilních prvkù okruhu

zbytkových tøíd Z=mZ. Potí¾ spojená s pøechodem od prvoèísla p k obecnému m

je spojena s dùkazem toho, ¾e [Q(�) : Q ] = '(m), kde ' je Eulerova funkce.

De�nice. Nech» m je pøirozené èíslo, � = e

2�i

m

. Polynom

�

m

=

Y

j=1;:::;m

(j;m)=1

(t� �

j

)

se nazývá m-tý kruhový polynom.
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Vìta 1. m-tý kruhový polynom má celoèíselné koe�cienty a je ireducibilní nad

Q pro libovolné pøirozené èíslo m.

Dùkaz. To, ¾e m-tý kruhový polynom má celoèíselné koe�cienty, plyne indukcí

z toho, ¾e je normovaný a ze zøejmé identity x

m

� 1 =

Q

djm

�

d

, kde v souèinu d

probíhá mno¾inu v¹ech kladných dìlitelù èísla m. (Druhá mo¾nost: místo indukce

lze u¾ít vìtu ze tøetí kapitoly.)

Nech» p je libovolné prvoèíslo nedìlící m a uva¾me kanonický homomor�smus

Z! F

p

, který roz¹íøíme (po koe�cientech) na homomor�smus Z[t]! F

p

[t]. Obraz

polynomu f budeme znaèit

�

f . Pro libovolné f; g 2 Z[t] platí (

�

f + �g)

p

=

�

f

p

+ �g

p

.

Odtud a z Fermatovy vìty plyne (

�

f(t))

p

=

�

f(t

p

). Oznaème h(t) = t

m

� 1. Proto¾e

p - m, je

�

h nesoudìlný se svou derivací a proto nemá násobný koøen. Proto¾e �

m

jh,

platí toté¾ i pro

�

�

m

.

Nech» # je libovolný koøen polynomu �

m

. Minimální polynom '

#

je normovaný a

dìlí normovaný polynom �

m

2 Z[t], tj. �

m

= g'

#

pro nìjaký normovaný polynom

g 2 Q [t]. Proto¾e je okruh Z celouzavøený, podle vìty z kapitoly 3 mají '

#

i g

celoèíselné koe�cienty.

Jistì �(#

p

) = 0. Uká¾eme, ¾e #

p

je koøen '

#

. Pøedpokládejme naopak, ¾e platí

g(#

p

) = 0, a oznaème h(t) = g(t

p

). Pak h(#) = 0 a tedy h = q'

#

, kde opìt

podle zmínìné vìty q je normovaný polynom s celoèíselnými koe�cienty. Pak platí

�q(t) � �'

#

(t) =

�

h(t) = �g(t

p

) = (�g(t))

p

. Nech»  (t) 2 F

p

[t] je nìjaký ireducibilní dìlitel

polynomu �'

#

v F

p

[t]. Z uvedené rovnosti plyne  j�g a tedy  

2

j�g �'

#

=

�

�

m

, co¾ je

spor s vý¹e dokázaným faktem, ¾e

�

�

m

nemá násobné koøeny. Dokázali jsme, ¾e

'

#

p

= '

#

.

Nech» je nyní � = e

2�i

m

a j < m je libovolné pøirozené èíslo nesoudìlné s m. Pak

j je souèinem prvoèísel nesoudìlných s m a podle vý¹e dokázaného �

j

je koøenem

'

�

. Je tedy '

�

= �

m

.

Dùsledek. Nech» m je pøirozené èíslo a � = e

2�i

m

. Pak m-té kruhové tìleso Q(�)

je Galoisovo, [Q(�) : Q ] = '(m) a pro jeho Galoisovu grupu Gal(Q (�)=Q ) platí,

¾e je izomorfní s grupou invertibilních prvkù okruhu zbytkových tøíd Z=mZ, kde

izomor�smus je urèen tím, ¾e libovolný � 2 Gal(Q(�)=Q ) s vlastností �(�) = �

s

se

zobrazí na tøídu rozkladu obsahující s.

De�nice. Prvoèíslo p se nazývá Fermatovo, je-li tvaru p = 2

n

+ 1, kde n je

pøirozené èíslo.

Cvièení 13. Doka¾te, ¾e je-li n pøirozené èíslo a 2

n

+ 1 je prvoèíslo, pak je n

mocnina 2.

Poznámka. Dodnes se neví, je-li Fermatových prvoèísel koneènì nebo neko-

neènì mnoho. Jediná známá jsou 3, 5, 17, 257, 65537. Ví se ale, ¾e pøípadné dal¹í

Fermatovo prvoèíslo by muselo být vìt¹í ne¾ 10

40000

.

Vìta 2. Nech»m je pøirozené èíslo. Pak pravidelným-úhelník lze sestrojit pomocí

pravítka a kru¾ítka, právì kdy¾ je m tvaru

m = 2

e

p

1

: : : p

s

;

kde e je nezáporné celé èíslo a p

1

; : : : ; p

s

jsou po dvou rùzná Fermatova prvoèísla.

Dùkaz. Je-li pravidelný m-úhelník sestrojitelný pomocí pravítka a kru¾ítka, je

podle pøedchozího dùsledku '(m) mocnina 2 a tedy m je uvedeného tvaru.
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Z Bezoutovy identity plyne, ¾e jsou-li sestrojitelné pravidelný k-úhelník i pra-

videlný l-úhelník, kde k a l jsou nesoudìlná pøirozená èísla, pak je sestrojitelný i

pravidelný kl-úhelník. Proto se staèí omezit na pøípad pravidelného p-úhelníka, kde

p = 2

n

+1 je Fermatovo prvoèíslo. Oznaème � = e

2�i

p

. Galoisova grupa Gal(Q(�)=Q )

je cyklická øádu 2

n

, podle hlavní vìty Galoisovy teorie tedy existují (jednoznaènì

urèená) tìlesa K

0

= Q , K

1

, : : : , K

n

= Q (�) taková, ¾e K

0

� K

1

� � � � � K

n

a

[K

j

: K

j�1

] = 2 pro ka¾dé j = 1; : : : ; n. Platí navícK

n�1

= R\Q (�) = Q(�+�

�1

) =

Q(cos

2�

p

). Pøitom libovolné � 2 K

i

je sestrojitelné pomocí dvou hodnot z K

i�1

,

nebo» je koøenem kvadratické rovnice

x

2

� Sp

K

i

=K

i�1

(�)x+N

K

i

=K

i�1

(�):

Pøíklad. Aplikujme pøedchozí konstrukci na pøíklad p = 5 (u¾íváme oznaèení

zavedené v pøedchozím dùkaze). Pak n = 2, pro � = � + �

�1

= 2 cos

2�

5

platí

�

2

+ � = �

2

+ �

�2

+ 2 + � + �

�1

= 1 a tedy 2 cos

2�

5

je kladný koøen rovnice

x

2

+ x� 1, tj.

1+

p

5

2

.

Cvièení 14. Naleznìte postup, jak zkonstruovat pravidelný 17-úhelník.

Nyní se zabývejme øe¹itelností algebraických rovnic, tedy problémem, díky kte-

rému Galoisova teorie vznikla. Zajímá nás, zda pro daný polynom s komplexními

koe�cienty jsme schopni vyjádøit jeho koøeny pomocí nìjakých algebraických výrazù

s odmocninami, ve kterých vystupují koe�cienty na¹eho polynomu (a snad je¹tì

nìjaká racionální èísla, tedy vlastnì èísla z tìlesa generovaného nad Q koe�cienty

daného polynomu). To jsou ov¹em dost vágní pojmy, proto je tøeba nejprve upøesnit

de�nici toho, co nás zajímá. Pro jednoduchost se a¾ do konce kapitoly omezíme na

tìlesa charakteristiky nula (není-li explicitnì uvedeno jinak).

De�nice. Roz¹íøení K=k se nazývá radikálové, je-li tvaru K = k(�

1

; : : : ; �

m

),

kde pro ka¾dé i = 1; : : : ;m existuje pøirozené èíslo n

i

tak, ¾e platí

�

n

1

1

2 k a �

n

i

i

2 k(�

1

; : : : �

i�1

) pro ka¾dé i = 2; : : : ;m.

Cvièení 15. Je-li K=k radikálové roz¹íøení a N je normální uzávìr K=k, pak je

N=k radikálové roz¹íøení. Doka¾te.

De�nice. Nech» f(t) 2 k[t], kde k je tìleso charakteristiky nula. Nech» K je

rozkladové tìleso f nad k. Øekneme, ¾e polynom f je øe¹itelný v radikálech nad k,

existuje-li radikálové roz¹íøení L=k, které obsahuje K.

Poznámka. Dle cvièení 15 lze navíc po¾adovat, aby L=k v pøedchozí de�nici

bylo i normální.

De�nice. Nech» f(t) 2 k[t], kde k je tìleso charakteristiky nula. Nech» K je

rozkladové tìleso f nad k. Grupu Gal(K=k) nazýváme Galoisova grupa polynomu

f nad k.

Poznámka. Galoisova grupa polynomu f nad k je vlastnì jistá grupa permutací

koøenù f . Toto je právì zpùsob, jak Galois zavedl své grupy. A proè je zavedl?

Objevil toti¾, jak na Galoisovì grupì polynomu f nad k poznat, ¾e polynom f je

øe¹itelný v radikálech nad k.
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De�nice. Øekneme, ¾e grupa G je øe¹itelná, existuje-li koneèná posloupnost

jejích podgrup

f1g = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= G

tak, ¾e

1. pro ka¾dé i = 1; : : : ; n je grupa G

i�1

normální podgrupa grupy G

i

;

2. pro ka¾dé i = 1; : : : ; n je faktorgrupa G

i

=G

i�1

komutativní.

Cvièení 16. Uka¾te, ¾e podmínky pøedchozí de�nice nezaruèují, ¾e grupyG

i

jsou

normálními podgrupami grupy G. (Návod: uva¾te podgrupu normální podgrupy

generované permutacemi (1; 2)(3; 4) a (1; 3)(2; 4) v grupì v¹ech permutací mno¾iny

f1; 2; 3; 4g.)

Cvièení 17. Nech» G je grupa, H podgrupa G a N normální podgrupa G.

Doka¾te, ¾e platí:

1. je-li G øe¹itelná, je i H øe¹itelná;

2. je-li G øe¹itelná, je i G=N øe¹itelná;

3. jsou-li N i G=N øe¹itelné, je i G øe¹itelná.

Vìta 3. Nad tìlesem charakteristiky nula je polynom øe¹itelný v radikálech,

právì kdy¾ má nad tímto tìlesem øe¹itelnou Galoisovu grupu.

Dùkaz první implikace. Pøedpokládejme, ¾e f(t) 2 k[t], kde k je tìleso cha-

rakteristiky nula, je øe¹itelný v radikálech nad k a oznaème K rozkladové tìleso f

nad k. Pak existuje radikálové roz¹íøení L=k, které obsahuje K a je normální. L je

tedy tvaru L = k(�

1

; : : : ; �

m

), kde pro ka¾dé i = 1; : : : ;m existuje pøirozené èíslo

n

i

tak, ¾e platí

�

n

1

1

2 k a �

n

i

i

2 k(�

1

; : : : �

i�1

) pro ka¾dé i = 2; : : : ;m.

Snadno se vidí, ¾e mù¾eme navíc pøedpokládat, ¾e èísla n

i

jsou dokonce prvoèísla

(jinak zvìt¹ímem a doplníme nìkteré mocniny �

i

jako dal¹í generátory L). Polo¾me

L

0

= k a L

i

= k(�

1

; : : : ; �

i

) pro ka¾dé i = 1; : : : ;m, tedy L

m

= L. Oznaème n

nejmen¹í spoleèný násobek èísel n

1

, : : : , n

m

a polo¾me � = e

2�i

n

. Proto¾e k(�) je

rozkladové tìleso polynomu �

n

nad k, je k(�)=k normální a koneèné (viz vìtu 1

kapitoly 2). Kompozitum dvou koneèných normálních roz¹íøení je normální (opìt z

vìty 1 kapitoly 2), proto je normální i roz¹íøení L(�)=k. Restrikce Gal(k(�)=k) !

Gal(Q(�)=Q ) je injektivní homomor�smus a Gal(Q (�)=Q ) je komutativní grupa,

proto je

Gal(k(�)=k) ' Gal(L(�)=k)=Gal(L(�)=k(�))

komutativní. Uva¾me posloupnost podgrup

fid

L(�)

g = Gal(L(�)=L

m

(�)) � Gal(L(�)=L

m�1

(�)) � : : :

� � � � Gal(L(�)=L

0

(�)) � Gal(L(�)=k):

Abychom ukázali, ¾e Gal(L(�)=k) je øe¹itelná, staèí pro ka¾dé i = 1; : : : ;m dokázat,

¾e Gal(L(�)=L

i

(�)) je normální podgrupa v Gal(L(�)=L

i�1

(�)) a ¾e faktorgrupa

Gal(L(�)=L

i�1

(�))=Gal(L(�)=L

i

(�)) je komutativní, co¾ podle hlavní vìty Galoiso-

vy teorie znamená, ¾e L

i

(�)=L

i�1

(�) je normální roz¹íøení s komutativní Galoisovou

grupou. Pro struènost oznaèmeM = L

i�1

(�), pak L

i

(�) =M(�

i

). Jestli¾e �

i

2M ,
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je vìc zøejmá. Pøedpokládejme proto �

i

=2 M . Platí �

n

i

i

2 M . Oznaème � = �

n

n

i

.

Polynom

g(t) = t

n

i

� �

n

i

i

=

n

i

Y

j=1

(t� �

j

�

i

) 2M [t]

má koøen �

i

, je tedy dìlitelný minimálním mnohoèlenem '

�

i

prvku �

i

nad M .

Proto v¹echny koøeny '

�

i

le¾í v M(�

i

) a tedy M(�

i

)=M je normální. Oznaème

r stupeò '

�

i

, pak absolutní èlen '

�

i

je roven �

s

�

r

i

pro vhodné pøirozené èíslo s,

odkud �

r

i

2M . Jestli¾e r < n

i

, pak existují a; b 2 Z tak, ¾e ar+bn

i

= 1, nebo» n

i

je

prvoèíslo, odkud �

i

= (�

r

i

)

a

(�

n

i

i

)

b

2M , spor. Je tedy r = n

i

a [M(�

i

) :M ] = r je

prvoèíslo. Grupa prvoèíselného øádu je ov¹em cyklická a tedy komutativní. Dùkaz

první implikace je ukonèen.

Pro dùkaz druhé implikace vìty 3 doká¾eme nejprve dvì lemmata. Následující

lemma bývá tradiènì oznaèováno jako Hilbertova vìta 90, nebo» tak bylo oznaèeno

v jeho knize Zahlbericht (1893).

Lemma 1. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení s cyklickou Galoisovou grupou G =

Gal(K=k) generovanou prvkem � 2 G, pøièem¾ k mù¾e být libovolné charakteristiky.

Pak pro ka¾dé � 2 K platí: norma N

K=k

(�) = 1, právì kdy¾ existuje nenulové

� 2 K tak, ¾e � =

�

�(�)

.

Dùkaz. Oznaème n = jGj. Podle dùsledku 1 vìty 11 kapitoly 1 platí N

K=k

(�) =

Q

n

i=1

�

i

(�). Pøedpokládejme N

K=k

(�) = 1. Pro 
 2 K polo¾me �

0

= �
 a pro ka¾dé

i = 1; : : : ; n� 1 nech» �

i

= ��(�

i�1

). Pak platí �

n�1

= N

K=k

(�)�

n�1

(
) = �

n�1

(
).

Oznaème � =

P

n�1

i=0

�

i

. Chceme zvolit 
 2 L tak, aby � 6= 0. Pøedpokládejme, ¾e to

nejde, tj. ¾e � = 0 pro ka¾dé 
 2 L. Pak ale pro ka¾dé 
 2 L platí

P

n�1

i=0

�

i

�

i

(
) = 0,

kde �

i

=

Q

i

j=0

�

j

(�) 2 L, co¾ je spor s lemmatem 3 ze druhé kapitoly. Je-li 
 2 L

zvoleno tak, ¾e � 6= 0, platí

�(�) =

n�1

X

i=0

�(�

i

) = �

n

(
) +

1

�

n�2

X

i=0

�

i+1

=

1

�

n�1

X

i=0

�

i

=

�

�

;

odkud � =

�

�(�)

. Opaèná implikace je snadná.

Lemma 2. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení prvoèíselného stupnì p = [K : k].

Pøedpokládejme navíc, ¾e charakteristika k není p a ¾e polynom t

p

�1 se v k rozkládá

na lineární èinitele. Pak existuje a 2 k tak, ¾e K = k(�), kde � je koøen polynomu

t

p

� a, který je ireducibilní nad k.

Dùkaz. Galoisova grupa G = Gal(K=k) má prvoèíselný øád, je tedy cyklická.

Oznaème � generátor grupy G. Koøeny polynomu t

p

� 1 tvoøí p-prvkovou podg-

rupu multiplikativní grupy tìlesa k, tj. existuje " 2 k tak, ¾e " 6= 1, "

p

= 1. Pak

N

K=k

(") = "

p

= 1 a podle pøedchozího lemmatu existuje � 2 K tak, ¾e " =

�

�(�)

.

Pak platí �(�

p

) = �

p

, a tedy a = �

p

2 k. Dále k(�) 6= k, [k(�) : k]j[K : k] = p,

tedy [k(�) : k] = p a t

p

� a je minimální polynom prvku �.

Dùkaz druhé implikace vìty 3. Nech» f(t) 2 k[t], kde k je tìleso charak-

teristiky nula, oznaème K rozkladové tìleso f nad k, a pøedpokládejme, ¾e grupa

G = Gal(K=k) je øe¹itelná. Existuje tedy koneèná posloupnost jejích podgrup

f1g = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= G



20 4. NÌKTERÉ APLIKACE GALOISOVY TEORIE

tak, ¾e pro ka¾dé i = 1; : : : ; n je grupa G

i�1

normální podgrupa grupy G

i

a ¾e

pro ka¾dé i = 1; : : : ; n je faktorgrupa G

i

=G

i�1

komutativní. Mù¾eme dokonce navíc

pøedpokládat, ¾e faktorgrupy G

i

=G

i�1

mají prvoèíselný øád (v opaèném pøípadì

pøidáme dal¹í podgrupy). Oznaèíme-li L

i

= G

?

i

pro ka¾dé i = 1; : : : ; n, dostáváme

posloupnost tìles

k = L

n

� L

n�1

� � � � � L

1

� L

0

= K;

pøièem¾ pro ka¾dé i = 1; : : : ; n roz¹íøení L

i�1

=L

i

je normální prvoèíselného stupnì

p

i

. Oznaème n nejmen¹í spoleèný násobek prvoèísel p

1

; : : : ; p

n

a polo¾me � = e

2�i

n

.

Budeme hotovi, kdy¾ doká¾eme, ¾e K(�)=k je radikálové roz¹íøení. Proto¾e k(�)

je rozkladové tìleso polynomu 	

n

nad k, je normální, a proto¾e �

n

2 k, je radi-

kálové. Bude staèit, uká¾eme-li, ¾e roz¹íøení L

i

(�)=L

i+1

(�) je radikálové pro ka¾dé

i = 0; : : : ; n � 1. To je jistì splnìno, je-li L

i

(�) = L

i+1

(�), proto pøedpokládejme

L

i

(�) 6= L

i+1

(�). Proto¾e je L

i

(�) kompozitum normálních roz¹íøení L

i

a L

i+1

(�)

tìlesa L

i+1

, je L

i

(�)=L

i+1

normální (opìt z vìty 1 kapitoly 2). Proto je normální

i roz¹íøení L

i

(�)=L

i+1

(�). Restrikce Gal(L

i

(�)=L

i+1

(�)) ! Gal(L

i

=L

i+1

) je injek-

tivní homomor�smus a tedy [L

i

(�) : L

i+1

(�)] = p

i

. Oznaème � = �

n

p

i

. Polynom

t

p

i

� 1 =

p

i

Y

j=1

(t� �

j

)

se v L

i+1

(�) rozkládá na lineární èinitele a podle lemmatu 2 je L

i

(�)=L

i+1

(�) radi-

kálové. Vìta 3 je dokázána.

De�nice. Nech» p je prvoèíslo. Koneèná grupa se nazývá p-grupa, je-li její øád

(tj. poèet prvkù) mocnina p.

De�nice. Nech» G je grupa. Centrum grupy G je mno¾ina

C = fa 2 G; 8x 2 G : a � x = x � ag:

Lemma 3. Nech» p je prvoèíslo. Libovolná koneèná p-grupa je øe¹itelná.

Dùkaz. Tvrzení plyne z toho, ¾e centrum grupy je normální podgrupa (viz napø.

skriptum J. Rosický: Algebra, Brno 1982, vìta 10.5 na str. 49) a ¾e centrum koneèné

p-grupy je netriviální (tamté¾, vìta 10.14 na str. 54).

De�nice. Øekneme, ¾e komplexní èíslo � je sestrojitelné kru¾ítkem a pravítkem,

existuje-li radikálové roz¹íøení K=Q takové, ¾e � 2 K a [K : Q ] = 2

r

pro nìjaké

pøirozené èíslo r.

Cvièení 18. Nech» N je normální uzávìr radikálového roz¹íøeníK=k. Je-li [K : k]

mocnina 2, pak je i [N : k] mocnina 2. Doka¾te. Uka¾te rovnì¾, ¾e pro libovolné

liché prvoèíslo analogické tvrzení neplatí.

Poznámka. V pøedchozím cvièení je pøedpoklad radikálového roz¹íøení pod-

statný, nebo» napøíklad Galoisova grupa polynomu x

4

+3x

2

+3x+3 je symetrická

grupa S

4

. Tento fakt v¹ak není tak snadné ovìøit (viz konec této kapitoly).

Vìta 4. Nech» � je algebraické komplexní èíslo, '

�

jeho minimální polynom

nad Q . Pak � je sestrojitelné kru¾ítkem a pravítkem, právì kdy¾ Galoisova grupa

polynomu '

�

je 2-grupa.
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Dùkaz. Plyne z vìty 3 s pøihlédnutím k cvièení 18 a lemmatu 3.

Zabývejme se nyní problémem, jak pro daný ireducibilní polynom urèit jeho

Galoisovu grupu. U¾ v pøedchozí poznámce jsme se zmínili o tom, ¾e to mù¾e být

nelehký úkol. Jeden velmi speciální pøípad øe¹í následující tvrzení.

Vìta 5. Nech» p je prvoèíslo a f 2 Q [t] ireducibilní polynom stupnì p, který má

právì p� 2 reálných koøenù. Pak Galoisova grupa polynomu f je symetrická grupa

S

p

.

Dùkaz. Galoisova grupa polynomu f má øád dìlitelný p, proto obsahuje prvek

øádu p (viz napø. zmínìné skriptum J. Rosického, dùsledek 10.9 na str. 51), který

na koøenech polynomu p musí úèinkovat jako p-cyklus. Komplexní konjugovanost

na nich úèinkuje jako transpozice. Ov¹em transpozice a p-cyklus spolu vygenerují

celou S

p

.

Pøíklad. Polynom t

5

� 6t+ 3 není øe¹itelný v radikálech nad Q .

Cvièení 19. Nech» f(t) 2 k[t] je ireducibilní polynom nad tìlesem k charakte-

ristiky nula. Rozlo¾me

f(t) = (t� �

1

) : : : (t� �

n

)

v rozkladovém tìlese K polynomu f nad k. Oznaème

� =

Y

1�i<j�n

(�

i

� �

j

)

(pak �

2

je diskriminant D polynomu f , pøièem¾ D = D(1; �

1

; : : : ; �

n�1

1

) 2 k - viz

kapitola 1). Doka¾te, ¾e Galoisova grupa polynomu f nad k neobsahuje ¾ádnou

lichou permutaci, právì kdy¾ � 2 k (co¾ nastane právì tehdy, kdy¾ D je druhou

mocninou v k).

Poznámka. Proto¾e Galoisova grupa ireducibilního polynomu je tranzitivní (tj.

pro libovolnou dvojici jeho koøenù existuje automor�smus pøevádìjící jeden na

druhý), v pøípadì ireducibilního kubického polynomu je Galoisovou grupou buï

symetrická grupa S

3

nebo alternující grupa A

3

(tj. grupa sudých permutací). Tyto

dva pøípady rozli¹í pøedchozí cvièení.

Zmiòme se na závìr o pøípadu ireducibilního polynomu ètvrtého stupnì. Jediné

tranzitivní grupy permutací ètyø prvkù jsou symetrická grupa S

4

, alternující grupa

A

4

, Kleinova ètyøgrupa V (generovaná permutacemi (1; 2)(3; 4) a (1; 3)(2; 4)), grupa

symetrií ètverce D

8

(generovaná V a permutací (1; 2)) a cyklická grupa C

4

. Jde o

to, jak mezi tìmito pìti pøípady rozli¹it. Nech» f(t) = t

4

+ pt

2

+ qt + r 2 Q [t] je

ireducibilní nad Q . Oznaème jeho koøeny �

1

; : : : ; �

4

a polo¾me

�

1

= (�

1

+ �

2

)(�

3

+ �

4

) = �(�

1

+ �

2

)

2

�

2

= (�

1

+ �

3

)(�

2

+ �

4

) = �(�

1

+ �

3

)

2

�

3

= (�

1

+ �

4

)(�

1

+ �

4

) = �(�

1

+ �

4

)

2

:

Cvièením na symetrické polynomy je ovìøení, ¾e pak

g(t) = (t� �

1

)(t� �

2

)(t� �

3

) = t

3

� 2pt

2

+ (p

2

� 4r)t+ q

2
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(tzv. kubická rezolventa). Oznaème D diskriminant f , M rozkladové tìleso g. Je

mo¾né dokázat, ¾e Galoisova grupa polynomu f nad k je

S

4

právì kdy¾ D není druhou mocninou v Q a g je ireducibilní nad Q ;

A

4

právì kdy¾ D je druhou mocninou v Q a g je ireducibilní nad Q ;

D

8

právì kdy¾ D není druhou mocninou v Q , g není ireducibilní nad Q a f je

ireducibilní nad M ;

V právì kdy¾ D je druhou mocninou v Q a g není ireducibilní nad Q ;

C

4

právì kdy¾ D není druhou mocninou v Q , g není ireducibilní nad Q a f není

ireducibilní nad M .

Poznámka. V rámci systému PARI-GP existuje funkce galois(f), která pro

ireducibilní polynom f nad Q stupnì nejvý¹e 7 poèítá jeho Galoisovu grupu nad Q .

5. Rozlo¾itelné formy

(dùkazy viz Boreviè-©afareviè, kapitola 2, xx1{2)

Problémem, ze kterého teorie èísel historicky vznikla, je øe¹ení diofantických

rovnic. V následujícím textu se budeme zabývat diofantickou rovnicí speciálního

tvaru: v Z budeme øe¹it rovnici

F (x

1

; : : : ; x

n

) = a;

kde a je racionální èíslo a F (x

1

; : : : ; x

n

) je forma (tj. nenulový homogenní polynom)

s racionálními koe�cienty. Uspokojivého výsledku dosáhneme v pøípadì, kdy je

forma F (x

1

; : : : ; x

n

) ireducibilní nad Q (tj. je ireducibilní prvek v okruhu s jedno-

znaèným rozkladem Q [x

1

; : : : ; x

n

]), rozlo¾itelná (tj. rozkládá se na lineární faktory

v okruhu K[x

1

; : : : ; x

n

] pro nìjaké roz¹íøení K=Q) a úplná (pro pøesnou de�nici viz

ní¾e).

De�nice. Dvì formy tého¾ stupnì n s racionálními koe�cienty se nazývají celo-

èíselnì ekvivalentní, pokud libovolnou z nich je mo¾né získat lineární transformací

s celoèíselnými koe�cienty z té druhé.

Pøíklad. Formy x

2

+ 7y

2

+ z

2

� 6xy � 2xy + 6yz a 2u

2

� v

2

jsou celoèíselnì

ekvivalentní. Staèí uvá¾it transformace

x = 3v

y = u+ v

z = �u+ v

a

u = �x+ 2y + z

v = x� y � z

Lemma 1. Libovolná forma stupnì n s racionálními koe�cienty je celoèíselnì

ekvivalentní s formou mající u n-té mocniny nìkteré z promìnných nenulový koe-

�cient.

De�nice. Libovolné koneèné roz¹íøení K tìlesa Q se nazývá tìleso algebraických

èísel. Celý uzávìr Z v K (tj. okruh v¹ech èísel tìlesa K, které jsou celé vzhledem k

Z, viz kapitola 3) se nazývá okruh celých èísel tìlesa K.

Upozornìní. Tìleso v¹ech algebraických èísel není tìlesem algebraických èísel.

Vìta 1. Libovolná rozlo¾itelná forma s racionálními koe�cienty se rozkládá na

lineární faktory u¾ nad nìjakým tìlesem algebraických èísel.
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Konstrukce. Nech» K je tìleso algebraických èísel, [K : Q ] = n. Oznaème

�

1

; : : : ; �

n

rùzná vnoøení K ! C (viz vìtu 11 kapitoly 1). Zvolme �

1

; : : : ; �

m

2 K

a polo¾me

(*) F (x

1

; : : : ; x

m

) =

n

Y

j=1

(�

j

(�

1

)x

1

+ � � �+ �

j

(�

m

)x

m

):

Existuje � 2 K tak, ¾e K = Q (�) (viz vìtu 10 kapitoly 1). Pak �

1

= g

1

(�), : : : ,

�

m

= g

m

(�) pro vhodné g

1

; : : : ; g

m

2 Q [t]. Oznaème �

j

= �

j

(�). Proto¾e koe�cienty

F (x

1

; : : : ; x

m

) =

n

Y

j=1

(g

1

(�

j

)x

1

+ � � �+ g

m

(�

j

)x

m

)

jsou hodnotami symetrických polynomù v �

1

; : : : ; �

n

a minimální polynom '

�

=

Q

n

j=1

(t� �

j

) 2 Q [t], má forma F racionální koe�cienty. Navíc pro libovolná racio-

nální èísla a

1

; : : : ; a

m

platí

F (a

1

; : : : ; a

m

) = N

K=Q

(a

1

�

1

+ � � �+ a

m

�

m

)

podle dùsledku 1 vìty 11 kapitoly 1.

Vìta 2. Je-li �

1

= 1 a K = Q (�

2

; : : : ; �

m

), pak forma F urèená pøedpisem (*)

je ireducibilní nad Q . Naopak, ka¾dá forma s racionálními koe�cienty, která je ire-

ducibilní nad Q a rozlo¾itelná, je a¾ na konstantní násobek celoèíselnì ekvivalentní

s formou F tvaru (*), kde �

1

= 1 a K = Q(�

2

; : : : ; �

m

).

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Podgrupa aditivní grupy tìlesa

K s koneènì mnoha generátory se nazývá modul.

Poznámky. 1. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Je-li �

1

; : : : ; �

m

2 K, pak

modul generovaný �

1

; : : : ; �

m

je roven

fa

1

�

1

+ � � �+ a

m

�

m

; a

1

; : : : ; a

m

2 Zg:

Problém øe¹it v Z rovnici

F (x

1

; : : : ; x

n

) = a;

kde F (x

1

; : : : ; x

n

) je ireducibilní nad Q rozlo¾itelná forma s racionálními koe�cienty,

a 2 Q , jsme pøeformulovali na problém v daném modulu algebraických èísel najít

v¹echna èísla, jejich¾ norma je dané racionální èíslo.

2. Zvolíme-li v daném modulu dva systémy generátorù a pøedpisem (*) k nim

sestrojíme odpovídající formy, budou získané formy celoèíselnì ekvivalentní.

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Modul M v K se nazývá úplný,

generuje-li celéK jako¾to vektorový prostor nad Q (tj. existuje-li v nìm [K : Q ] èísel

lineárnì nezávislých nad Q). Forma odpovídající pøedpisem (*) úplnému modulu,

se nazývá úplná.

Poznámky. 1. Úplné formy stupnì n je mo¾né charakterizovat tím, ¾e nejsou

celoèíselnì ekvivalentní s ¾ádnou formou s ménì ne¾ n promìnnými.
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2. Ka¾dý modul je koneènì generovaná komutativní grupa bez torze (tj. jediný

prvek koneèného øádu je 0).

De�nice. Nech» (G;+) je koneènì generovaná komutativní grupa bez torze,

�

1

; : : : ; �

n

nìjaký systém jejích generátorù. Øekneme, ¾e systém �

1

; : : : ; �

n

je bazí

grupy G, je-li Z-lineárnì nezávislý, tj. jestli¾e pro libovolné a

1

; : : : ; a

n

2 Z platí

a

1

�

1

+ � � �+ a

n

�

n

= 0 =) a

1

= � � � = a

n

= 0:

Vìta 3. Ka¾dá koneènì generovaná komutativní grupa bez torze má bazi. V¹ech-

ny baze této grupy mají stejný poèet prvkù.

De�nice. Poèet prvkù baze koneènì generované komutativní grupy bez torze se

nazývá rank této grupy.

Vìta 4. Nech» G je koneènì generovaná komutativní grupa bez torze, H její

podgrupa. Pak H má bazi. Navíc platí: je-li !

1

; : : : ; !

m

libovolná baze grupy G,

pak po vhodném pøeindexování !

1

; : : : ; !

m

existuje baze �

1

; : : : ; �

k

podgrupy H

tvaru

�

1

= c

11

!

1

+ c

12

!

2

+ � � �+ c

1k

!

k

+ � � �+ c

1m

!

m

�

2

= c

23

!

2

+ � � �+ c

2k

!

k

+ � � �+ c

2m

!

m

.

.

.

�

k

= c

kk

!

k

+ � � �+ c

km

!

m

kde c

ij

jsou celá èísla, c

ii

> 0 a k � m.

Dùsledek 1. Nech» G je koneènì generovaná komutativní grupa bez torze s bazí

!

1

; : : : ; !

m

, H její podgrupa generovaná prvky �

1

; : : : ; �

m

2 G. Nech» c

ij

jsou celá

èísla splòující �

i

=

P

m

j=1

c

ij

!

j

pro ka¾dé i = 1; : : : ; n. Pak platí:

(a) jG=Hj =1, právì kdy¾ det(c

ij

) = 0;

(b) je-li det(c

ij

) 6= 0, pak jG=Hj = j det(c

ij

)j.

Dùsledek 2. Libovolná podgrupa modulu v tìlese algebraických èísel je opìt

modul.

De�nice. Nech» M je úplný modul v tìlese algebraických èísel K, � 2 K. Øek-

neme, ¾e � je násobitel modulu M , platí-li �M �M .

Poznámka. Je zøejmé, ¾e mno¾ina v¹ech násobitelù daného úplného moduluM

v tìlese algebraických èísel tvoøí okruh s jednièkou. Nazýváme jej okruh násobitelù

modulu M .

De�nice.Úplný modul v tìlese algebraických èíselK, který je okruh s jednièkou,

se nazývá poøádek tìlesa K.

Poznámka. Libovolný poøádek tìlesa algebraických èísel K je podokruhem

okruhu celých èísel tìlesa K (viz kapitola 3).

Vìta 5. Nech»K je tìleso algebraických èísel, R poøádek tìlesaK. Èíslo � 2 R je

jednotkou (tj. invertibilním prvkem) okruhu R, právì kdy¾ je normaN

K=Q

(�) = �1.

Vìta 6. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Pak okruh násobitelù libovolného

úplného modulu v tìlese K tvoøí poøádek tìlesa K. Naopak, ka¾dý poøádek tìlesa

K je okruh násobitelù nìjakého úplného modulu (napøíklad sebe sama).
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De�nice. Nech» M je úplný modul v tìlese algebraických èísel, �; � 2M . Øek-

neme, ¾e � a � jsou asociované v modulu M , je-li podíl

�

�

jednotkou okruhu náso-

bitelù modulu M .

Vìta 7. Nech» M je úplný modul v tìlese algebraických èísel, a 2 Q . Pak v M

existuje jen koneènì mnoho po dvou neasociovaných èísel, jejich¾ norma je a.

Poznámka. Problém v daném modulu algebraických èísel najít v¹echna èísla,

jejich¾ norma je dané racionální èíslo, jsme rozlo¾ili na dva podproblémy:

1. najít v daném modulu onìch koneènì mnoho po dvou neasociovaných èísel s

danou normou;

2. najít v okruhu násobitelù daného modulu v¹echny jednotky s normou 1.

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Vnoøení � : K ! C se nazývá

reálné, je-li �(K) � R, a komplexní v opaèném pøípadì. Je-li � : K ! C komplexní

vnoøení, pak té¾ vnoøení �� : K ! C urèené pøedpisem ��(x) = �(x) je komplexní

vnoøení. Øekneme, ¾e pak � a �� tvoøí pár sdru¾ených komplexních vnoøení.

Poznámky. 1.Existuje-li pro tìleso algebraických èísel K právì s reálných vno-

øení K ! C a právì t párù sdru¾ených komplexních vnoøení K ! C , pak s+ 2t =

[K : Q ].

2. V tìlese algebraických èísel K existuje jen koneènì mnoho odmocnin z jedné

(tj. èísel �, pro které existuje pøirozené èíslo m s vlastností �

m

= 1). Jestli¾e toti¾

cos

2�

m

+ i sin

2�

m

2 K, pak '(m)j[K : Q ]. Navíc platí: existuje-li aspoò jedno reálné

vnoøení K ! C , pak jediné odmocniny z jedné v K jsou 1 a �1.

Dirichletova vìta o jednotkách. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Nech»

existuje právì s reálných vnoøení K ! C a právì t párù sdru¾ených komplexních

vnoøení K ! C . Nech» R je libovolný poøádek tìlesa K. Pak existují takové jed-

notky "

1

; : : : ; "

r

okruhu R, kde r = s + t � 1, ¾e libovolnou jednotku " okruhu R

lze jednoznaènì vyjádøit ve tvaru

" = �"

a

1

1

: : : "

a

r

r

;

kde a

1

; : : : ; a

r

2 Z a � 2 R je nìjaká odmocnina z jedné.

Dùkaz viz Boreviè-©afareviè, kapitola 2, xx3{4

6. Teorie divizorù v oborech integrity

(dùkazy viz Boreviè-©afareviè, kapitola 3, x3)

De�nice. Nech» D je komutativní pologrupa s jednotkovým prvkem e. Pro a; b 2

D øekneme, ¾e a je dìlitelem b (oznaèíme ajb), jestli¾e existuje c 2 D tak, ¾e ac = b.

Øekneme, ¾e p 2 D je ireducibilní, jestli¾e p - e a pro ka¾dé a; b 2 D z p = ab plyne

aje nebo bje.

De�nice. Øekneme, ¾e D je pologrupa s jednoznaèným rozkladem, jestli¾e D

je komutativní pologrupa, ve které ka¾dý prvek a mù¾e být zapsán ve tvaru a =

p

1

: : : p

r

, kde r � 0 a p

1

; : : : ; p

r

2 D jsou ireducibilní (pro r = 0 je souèin roven e)

a navíc je tento rozklad urèen jednoznaènì a¾ na poøadí èinitelù.

Poznámka. V pologrupì s jednoznaèným rozkladem je e jediný invertibilní pr-

vek. Ka¾dá pologrupa s jednoznaèným rozkladem je jednoznaènì urèena mno¾inou
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svých ireducibilních prvkù. V pologrupì s jednoznaèným rozkladem existuje nejvìt¹í

spoleèný dìlitel a nejmen¹í spoleèný násobek libovolné koneèné mno¾iny prvkù.

De�nice. Teorie divizorù oboru integrity R je homomor�smus � : R

�

! D

multiplikativní pologrupy R

�

do pologrupy D s jednoznaèným rozkladem, který

splòuje následující podmínky:

1. pro libovolné �; � 2 R

�

platí �j� v R, právì kdy¾ �(�)j�(�) v D;

2. pro libovolné �; � 2 R a libovolné c 2 D platí: jestli¾e cj�(�) a cj�(�), pak

cj�(�� �);

3. pro libovolné a; b 2 D platí: jestli¾e f� 2 R

�

; aj�(�)g = f� 2 R

�

; bj�(�)g,

pak a = b.

Poznámky. Prvky pologrupy D nazýváme divizory, ireducibilní prvky polog-

rupy D nazýváme prvodivizory. Obvykle oznaèení homomor�smu � vynecháváme

a místo �(�) pí¹eme pouze (�) a hovoøíme o hlavním divizoru. Pro � 2 R a a 2 D

klademe aj� právì kdy¾ � = 0 nebo aj(�) v D.

Cvièení 20. (L. Skula) Nech» R je obor integrity, D pologrupa s jednoznaèným

rozkladem, � : R

�

! D homomor�smus. Doka¾te, ¾e

(1) podmínka 3. v de�nici teorie divizorù je ekvivalentní s podmínkou: pro ka¾dé

a 2 D existují �

1

; : : : ; �

n

2 R

�

tak, ¾e a je nejvìt¹í spoleèný dìlitel prvkù

�(�

1

); : : : ; �(�

n

);

(2) platí-li pro homomor�smus � podmínka 3. v de�nici teorie divizorù, pak pro

ka¾dé a 2 D existují �

1

; : : : ; �

n

; � 2 R

�

tak, ¾e a�(�) je nejmen¹í spoleèný

násobek prvkù �(�

1

); : : : ; �(�

n

);

(3) podmínka 2. v de�nici teorie divizorù je dùsledkem podmínek 1. a 3.

Poznámka. Výsledek obsa¾ený v pøedchozím cvièení je pøes svou jednoduchost

významný: umo¾nil zobecnit pojem teorie divizorù z oborù integrity na komutativní

pologrupy.

Cvièení 21. Mìjme teorii divizorù oboru integrity R. Doka¾te, ¾e ka¾dý divizor

je nejvìt¹í spoleèný dìlitel nìjakých dvou hlavních divizorù.

Vìta 1. Existuje-li pro obor integrity R teorie divizorù, je jediná. Pøesnìji: jsou-

li �

1

: R

�

! D

1

a �

2

: R

�

! D

2

teorie divizorù, pak existuje izomor�smus

f : D

1

! D

2

takový, ¾e f � �

1

= �

2

.

Poznámka. Obory integrity, které mají teorii divizorù, se nazývají Krullovy

okruhy.

Vìta 2. Nech» R je obor integrity. Pak R je okruh s jednoznaèným rozkladem,

právì kdy¾ pro R existuje teorie divizorù, v ní¾ je ka¾dý divizor hlavní.

Vìta 3. Nech» R je obor integrity, pro který existuje teorie divizorù, pak je R

celouzavøený (ve svém podílovém tìlese).

De�nice. Nech» K je tìleso. Zobrazení � : K ! Z [ f1g se nazývá exponent

tìlesa K, jestli¾e platí

(1) �(0) =1, �(K

�

) = Z;

(2) pro libovolné �; � 2 K je �(��) = �(�) + �(�);

(3) pro libovolné �; � 2 K je �(�+ �) � minf�(�); �(�)g.

Poznámky. 1. Je-li R je obor integrity, pro který existuje teorie divizorù, a p

je prvodivizor, pak mù¾eme pro � 2 R

�

de�novat �(�) jako exponent, se kterým
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vystupuje prvodivizor p v rozkladu divizoru (�). Pak � splòuje pøedchozí podmínky

(2) a (3) a platí �(R

�

) = N [ f0g. De�nici � pak lze roz¹íøít na celé podílové tìleso

K oboru integrity R takto: �(0) =1 a libovolné 
 2 K

�

zapí¹eme ve tvaru 
 =

�

�

a polo¾íme �(
) = �(�)� �(�). Snadno se ovìøí korektnost této de�nice i to, ¾e �

je exponent tìlesa K.

2. Máme-li teorii divizorù oboru integrity R, pak máme pro ka¾dý prvodivizor

odpovídající exponent tìlesa K, pøièem¾ exponenty odpovídající rùzným prvodivi-

zorùm jsou rùzné. Na druhou stranu daná teorie divizorù je mno¾inou v¹ech expo-

nentù odpovídajích prvodivizorùm jednoznaènì urèena.

Vìta 4. Nech» R je obor integrity s podílovým tìlesem K, M nìjaká mno¾ina

exponentù tìlesa K. K tomu, aby M byla mno¾inou v¹ech exponentù odpovídajích

prvodivizorùm nìjaké teorie divizorù okruhu R, je nutné a staèí, aby platilo

(1) pro ka¾dé � 2 R

�

existuje jen koneènì mnoho � 2M s vlastností �(�) 6= 0;

(2) pro ka¾dé � 2 K platí � 2 R právì tehdy, kdy¾ �(�) � 0 pro v¹echny � 2M ;

(3) pro libovolné rùzné exponenty �

1

; : : : ; �

m

2 M a libovolná nezáporná celá

èísla k

1

; : : : ; k

m

existuje � 2 R tak, ¾e �

1

(�) = k

1

, : : : , �

m

(�) = k

m

.

Cvièení 22. Absolutní hodnota urèuje teorii divizorù Z

�

! N . Uka¾te, ¾e libo-

volný exponent tìlesa Q odpovídá nìjakému prvodivizoru (tj. prvoèíslu).

Cvièení 23. Je-li R obor integrity, pro který existuje teorie divizorù s koneènì

mnoha prvodivizory, pak je R okruh s jednoznaèným rozkladem. Doka¾te.

7. Exponenty

(podrobnìj¹í dùkazy viz Boreviè-©afareviè, kapitola 3, x4)

De�nice. Nech» � je exponent tìlesa K. Okruh

O

�

= f� 2 K; �(�) � 0g

se nazývá okruh exponentu �.

Z vìt 3 a 4 pøedchozí kapitoly plyne platnost následujících dvou vìt:

Vìta 1. Okruh O

�

exponentu � tìlesa K je celouzavøený v K.

Vìta 2. A¾ na asociovanost existuje jediný ireducibilní prvek � okruhu O

�

(cha-

rakterizovaný podmínkou �(�) = 1). Libovolné nenulové � 2 O

�

lze (pøi za�xova-

ném �) jednoznaènì vyjádøit ve tvaru � = "�

m

, kde " je jednotka okruhu O

�

a m

nezáporné celé èíslo.

Je zøejmé, ¾e I

�

= f� 2 K; �(�) > 0g je ideál okruhu O

�

, ¾e O

�

n I

�

je grupa

jednotek okruhu O

�

a ¾e faktorokruh O

�

=I

�

je tìleso.

De�nice. Nech» � je exponent tìlesa K. Faktorokruh O

�

=I

�

se nazývá tìleso

zbytkù exponentu �.

Vìta 3. Pro libovolné rùzné exponenty �

1

; : : : ; �

m

tìlesa K a libovolná celá èísla

k

1

; : : : ; k

m

existuje � 2 K tak, ¾e �

1

(�) = k

1

, : : : , �

m

(�) = k

m

.

Dùsledek. Nech» �

1

; : : : ; �

m

jsou libovolné po dvou rùzné exponenty tìlesa K,

O

�

1

; : : : ; O

�

m

jejich okruhy. Pak prùnik O = \

m

i=1

O

�

i

je okruh s jednoznaèným
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rozkladem na ireducibilní prvky. Pøesnìji: zvolíme-li libovolnì �

1

; : : : ; �

m

2 K tak,

aby platilo

�

i

(�

j

) =

�

1; je-li i = j,

0; je-li i 6= j,

pak libovolné � 2 O, � 6= 0, lze jednoznaènì vyjádøit ve tvaru � = "�

k

1

1

: : : �

k

m

m

,

kde " je jednotka okruhu O a k

1

; : : : ; k

m

nezáporná celá èísla.

Náznak dùkazu vìty 3. Indukcí vzhledem km. Nejprve doka¾me, ¾e �

1

; : : : ; �

m

jsou Q -lineárnì nezávislé na K

�

. Kdyby ne, existovala by (pøípadnì po zámìnì

indexù) èísla a

2

; : : : ; a

m

2 Q , alespoò jedno záporné, tak, ¾e �

1

(�) =

P

m

i=2

a

i

�

i

(�)

pro ka¾dé � 2 K

�

. Zvolme (indukèní pøedpoklad) �

1

; �

2

2 K

�

tak, aby pro ka¾dé

i = 2; : : : ;m platilo

�

i

(�

1

) =

�

0; je-li a

i

� 0,

1; je-li a

i

< 0,

�

i

(�

2

) =

�

1; je-li a

i

� 0,

0; je-li a

i

< 0.

Pak �

i

(�

1

+ �

2

) = 0 pro ka¾dé i = 2; : : : ;m a �

1

(�

1

+ �

2

) < 0, spor.

Uva¾me okruh O = \

m�1

i=1

O

�

i

a jeho grupu jednotek E. Kdyby �

m

(E) = f0g,

dostali bychom, ¾e �

m

je Q -lineární kombinace �

1

; : : : ; �

m�1

, co¾ není mo¾né.

Nech» �

1

; : : : ; �

m�1

vyhovují podmínkám dùsledku pro �

1

; : : : ; �

m�1

(jejich e-

xistence plyne z indukèního pøedpokladu), oznaème a

1

= �

m

(�

1

), : : : , a

m�1

=

�

m

(�

m�1

). Zvolme 
 2 E tak, aby l = �

m

(
) bylo kladné a co nejmen¹í. Jestli¾e

lja

1

, : : : , lja

m�1

, pak l = 1 z de�nice exponentu. V opaèném pøípadì dojdeme ke

sporu: pøedpokládejme napøíklad, ¾e l - a

1

a uva¾me � = �

1

(�

2

� : : : ��

m�1

)

l




s

, kde

s je zvoleno tak, aby l

0

= a

1

+ (a

2

+ � � � + a

m�1

)l + sl splòovalo 0 < l

0

< l. Pak

�

m

(�) = l

0

a �

i

(�) > 0 pro i = 1; : : : ;m� 1. Potom " = 
 + � 2 E a platí �

m

= l

0

,

spor.

Je tedy l = 1 a lze pøedpokládat, ¾e �

m

(�

i

) = 0 pro i = 1; : : : ;m � 1. Pak je

� = �

k

1

1

: : : �

k

m�1

m�1




k

m

hledaný prvek a vìta 3 je dokázána.

Vìta 4 (o aproximaci). Pro libovolné rùzné exponenty �

1

; : : : ; �

m

tìlesa K,

libovolné �

1

; : : : ; �

m

2 K a libovolné pøirozené èíslo N existuje � 2 K tak, ¾e

�

1

(�� �

1

) � N , : : : , �

m

(�� �

m

) � N .

Dùkaz. Zvolme v K prvky splòující

�

i

(�

j

) =

�

�1; je-li i = j,

1; je-li i 6= j,

a polo¾me

� =

m

X

i=1

�

k

i

1 + �

k

i

�

i

;

kde k � N �minf�

i

(�

j

); 1 � i � m; 1 � j � mg. Pak � splòuje podmínky vìty.

Poznámka. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení tìles a � exponent tìlesaK. Proto¾e

K je celý uzávìr k v K, nemù¾e být �(k) = f0g (z k � O

�

by dle vìty 1 plynulo

K � O

�

, spor).
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Zvolme p 2 k tak, aby e = �(p) bylo kladné a co nejmen¹í. Pak ej�(a) pro ka¾dé

a 2 k. Snadno se ovìøí, ¾e �

0

: k ! Z [ f1g, urèené pøedpisem �

0

(0) = 1 a

�

0

(a) =

�(a)

e

pro a 2 k

�

, je exponent tìlesa k.

De�nice. Jsou-li � a �

0

ve vztahu z pøedchozí poznámky, øekneme, ¾e exponent

�

0

je indukován exponentem � a ¾e exponent � je prodlou¾ením exponentu �

0

. Èíslo

e se nazývá index vìtvení exponentu � vzhledem k �

0

.

Lemma 1. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení tìles stupnì n a �

0

exponent tìlesa

k. Pak existuje nejvý¹e n prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K.

Dùkaz. Nech» �

1

; : : : ; �

m

jsou rùzná prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K.

Zvolme v K prvky splòující

�

i

(�

j

) =

�

0; je-li i = j,

1; je-li i 6= j.

Pak �

1

; : : : �

m

jsou k-lineárnì nezávislé.

Lemma 2. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení tìles a �

0

exponent tìlesa k. Uva¾me

okruh O

�

0

� k exponentu �

0

tìlesa k a oznaème O celý uzávìr okruhu O

�

0

v K.

Je-li O okruh s jednoznaèným rozkladem s právì m po dvou neasociovanými ire-

ducibilními prvky, pak existuje právì m rùzných prodlou¾ení �

1

; : : : ; �

m

exponentu

�

0

na tìleso K. Navíc platí O = \

m

i=1

O

�

i

.

Dùkaz. Oznaème �

1

; : : : ; �

m

ony ireducibilní prvky okruhu O. Podle vìty 2

kapitoly 6 má O teorii divizorù s právì m prvodivizory (�

1

); : : : ; (�

m

). Jsou-li

�

1

; : : : ; �

m

jim odpovídající exponenty, z vìty 4 kapitoly 6 (podmínka 2) plyne

O = \

m

i=1

O

�

i

. Zvolme ireducibilní prvek � okruhu O

�

0

(viz vìtu 2). Pak v O lze

rozlo¾it � = "

Q

m

i=1

�

e

i

i

, kde " je jednotka okruhu O a e

1

; : : : ; e

m

jsou nezáporná

celá èísla. Pro libovolné � 2 O

�

0

pak existuje rozklad � = "�

s

, kde " je jednotka

okruhu O

�

0

(a tedy i O) a s nezáporné celé èíslo. Pro libovolné i = 1; : : : ;m pak

�

i

(�) = e

i

�

0

(�), odkud e

i

6= 0 (viz pøedchozí poznámku) a tedy �

i

je prodlou¾ení

exponentu �

0

. Je-li � libovolné prodlou¾ení exponentu �

0

na K, pak O

�

0

� O

�

, z

vìty 1 tedy O � O

�

, odkud �(") = 0 pro ka¾dou jednotku " okruhu O a dle vìty 3

nemohou být exponenty �; �

1

; : : : ; �

m

po dvou rùzné.

Lemma 3. Nech» �

0

je exponent tìlesa k. Uva¾me okruh O

�

0

, ideál I

�

0

a tìleso

zbytkù �

0

= O

�

0

=I

�

0

exponentu �

0

. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení tìles a O celý

uzávìr okruhu O

�

0

v K. Je-li j�

0

j � [K : k] (napøíklad je-li �

0

nekoneèné tìleso),

pak je okruh O euklidovský (a tedy s jednoznaèným rozkladem) a platí, ¾e v okruhu

O existuje jen koneènì mnoho po dvou neasociovaných ireducibilních prvkù.

Dùkaz. Pro � 2 K

�

polo¾me

jj�jj = 2

�

0

(N

K=k

(�))

:

Zøejmì platí jj��jj = jj�jj � jj�jj pro libovolné �; � 2 K

�

. Nech» �; � 2 K, � 6= 0.

Doká¾eme existenci 
; � 2 K splòujících � = �
+�, pøièem¾ � = 0 nebo jj�jj < jj�jj.

Pøedpokládejme tedy � - � a oznaème 
 =

�

�

=2 O. Charakteristický polynom

f(t) = t

n

+ c

1

t

n�1

+ � � �+ c

n

2 k[t]
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prvku 
 vzhledem ke K=k není z O

�

0

[t]. Proto r = �minf�

0

(c

i

); 1 � i � ng > 0.

Zvolme ireducibilní prvek � okruhu O

�

0

(viz vìtu 2). Pak '(t) = �

r

f(t) 2 O

�

0

[t]

má za alespoò jeden z koe�cientù jednotku okruhu O

�

0

. Oznaème �'(t) 2 �

0

[t] jeho

obraz v kanonickém homomor�smu. Pak stupeò st �'(t) < n = [K : k], existuje tedy

a 2 O

�

0

tak, ¾e pro �a 2 �

0

platí �'(�a) 6= 0. Charakteristický polynom prvku 
 � a

vzhledem ke K=k je f(t+ a), tedy

N

K=k

(
 � a) = (�1)

n

f(a) = (�1)

n

�

�r

'(a);

odkud jj
 � ajj = 2

�r

< 1, a tedy jj�� a�jj < jj�jj.

Pro libovolné � 2 O

�

platí �jN

K=k

(�). Je-li � libovolný ireducibilní prvek O,

pak N

K=k

(�) = " � p

f

, kde " je jednotka okruhu O

�

0

, p 2 k, �

0

(p) = 1 (tj. p je

ireducibilní prvek O

�

0

), f � 1. Proto¾e je � ireducibilní, platí �jp, takových je v¹ak

jen koneènì mnoho.

Vìta 5. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení tìles a �

0

exponent tìlesa k. Uva¾me

okruh O

�

0

� k exponentu �

0

tìlesa k a oznaème O celý uzávìr okruhu O

�

0

v K.

Pak platí

1. existuje alespoò jedno prodlou¾ení � exponentu �

0

na tìleso K;

2. jsou-li �

1

; : : : ; �

m

v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K, pak

O =

m

\

i=1

O

�

i

:

U¾itím dùsledku vìty 3 (s pøípadným pøihlédnutím k dùkazu Lemmatu 2) z vìty

5 plyne

Dùsledek. V oznaèení vìty 5 platí: O je okruh s teorií divizorù urèenou v¹emi

prodlou¾eními �

1

; : : : ; �

m

exponentu �

0

na tìleso K. Jestli¾e � je ireducibilní prvek

okruhu O

�

0

a �

1

; : : : ; �

m

ireducibilní prvky O (oznaèené tak, ¾e �

i

(�

i

) = 1) a roz-

lo¾íme-li v O

� = "

m

Y

i=1

�

e

i

i

;

kde " je jednotka okruhu O a e

1

; : : : ; e

m

jsou nezáporná celá èísla, pak pro ka¾dé

i = 1; : : : ;m je e

i

> 0 index vìtvení exponentu �

i

vzhledem k �

0

.

Dùkaz vìty 5. Indukcí vzhledem k n = [K : k]. Pøedpokládejme, ¾e n > 1 a ¾e

vìta 5 je dokázána pro v¹echna roz¹íøení libovolného tìlesa k stupnì men¹ího ne¾ n.

Má-li tìleso zbytkù �

0

exponentu �

0

alespoò n prvkù, plyne vìta z lemmat 3 a 2.

Pøedpokládejme tedy, ¾e q = j�

0

j < n. Nad koneènými tìlesy existují ireducibilní

polynomy libovolného stupnì, mù¾eme proto zvolit nìjaký normovaný ireducibilní

polynom �'(t) 2 �

0

[t] stupnì n � 1 a k nìmu nìjaký normovaný polynom '(t) 2

O

�

0

[t] stupnì n� 1 tak, aby �'(t) byl jeho obrazem v kanonickém homomor�msmu.

Pak '(t) je ireducibilní nad O

�

0

. Uva¾me nìjaké roz¹íøení K

0

= K(�) tìlesa K, kde

� je koøen '(t). Pak [K

0

: K] � n� 1 a pro k

0

= k(�) platí [k

0

: k] = n� 1. Zvolme

nìjaké prodlou¾ení �

0

0

exponentu �

0

na tìleso k

0

(u¾íváme indukèní pøedpoklad)

a oznaème �

0

0

tìleso zbytkù exponentu �

0

0

. Díky kanonickému vnoøení �

0

! �

0

0

lze pova¾ovat �

0

za podtìleso tìlesa �

0

0

. Pak �

0

(

�

�) � �

0

0

a j�

0

(

�

�)j = q

n�1

� n.
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Na druhou stranu [K

0

: k

0

] � n. Pro roz¹íøení K

0

=k

0

a exponent �

0

0

tedy vìta

platí. Existuje tedy prodlou¾ení �

0

exponentu �

0

0

na K

0

. Uvá¾íme-li exponent �

indukovaný exponentem �

0

na K, dokázali jsme èást 1.

Pro dùkaz èásti 2 uka¾me nejprve, ¾e �

0

0

je jediné prodlou¾ení exponentu �

0

na

k

0

. Pøedpokládejme, ¾e �

00

0

je jiné jeho prodlou¾ení. Podle vìty 3 existuje 
 2 k

0

tak, ¾e �

0

0

(
) = 0 a �

00

0

(
) > 0. Pak lze jednoznaènì psát 
 = �

r

P

n�2

i=0

c

i

�

i

, kde � je

ireducibilní prvek O

�

0

, r 2 Z, c

i

2 O

�

0

pro v¹echna i = f0; : : : ; n�2g a pro alespoò

jedno j = f0; : : : ; n� 2g platí �(c

j

) = 0. Oznaème � =

P

n�2

i=0

c

i

�

i

. Pak �c

j

a proto i

�� =

P

n�2

i=0

�c

i

�

�

i

jsou nenulové prvky �

0

0

. Proto �

0

0

(�) = 0. Analogicky �

00

0

(�) = 0. Z

�

0

0

(
) = 0 plyne r = 0, odkud �

00

0

(
) = 0, spor.

Z indukèního pøedpokladu pro k

0

=k je O

�

0

0

celý uzávìr okruhu O

�

0

v k

0

. Oznaème

O

0

celý uzávìr okruhu O

�

0

v K

0

. Proto¾e celý uzávìr je celouzavøený (dokázali jsme

v kapitole 3), je O

0

také celým uzávìrem okruhu O

�

0

0

v K

0

. Nech» �

0

1

; : : : ; �

0

r

jsou

v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

0

na K

0

. Proto¾e pro roz¹íøení K

0

=k

0

a exponent

�

0

0

vìta platí, je

O

0

=

r

\

i=1

O

�

0

i

:

Ov¹em �

0

1

; : : : ; �

0

r

jsou také v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na K

0

. Oznaèíme-li

�

1

; : : : ; �

m

v¹echny po dvou rùzné exponenty naK indukované exponenty �

0

1

; : : : ; �

0

r

,

pak

O = O

0

\K =

r

\

i=1

(O

�

0

i

\K) =

m

\

i=1

O

�

i

:

Kdyby existovalo nìjaké prodlou¾ení � exponentu �

0

na tìleso K odli¹né od ex-

ponentù �

1

; : : : ; �

m

, podle vìty 3 by existovalo 
 2 K tak, ¾e �

1

(
) � 0, : : : ,

�

m

(
) � 0, �(
) < 0, spor s inkluzí O � O

�

, která plyne z celouzavøenosti O

�

. Vìta

5 je dokázána.

Cvièení 24. Nech» K=k je Galoisovo roz¹íøení, G = Gal(K=k). Nech» �

0

je

exponent tìlesa k a � prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K. Pro libovolné � 2 G

a libovolné � 2 K

�

polo¾me �

�

(�) = �(�(�)), �

�

(0) =1. Doka¾te, ¾e

(a) pro ka¾dé � 2 G je �

�

prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K;

(b) libovolné prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K je tvaru �

�

pro nìjaké � 2 G;

(c) v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K mají tý¾ index vìtvení;

(d) D

�

= f� 2 G; �

�

= �g je podgrupa grupy G (nazývá se dekompozièní grupa

pøíslu¹ná exponentu �);

(e) D

�

odpovídá v Galoisovì korespondenci nejmen¹ímu mezitìlesu L roz¹íøení

K=k takovému, ¾e exponent tìlesa L indukovaný exponentem � lze jediným

zpùsobem prodlou¾it na tìleso K;

(f) [L : k] je rovno poètu v¹ech prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso K;

(g) D

�

je normální podgrupa grupy G právì tehdy, kdy¾ existuje [L : k] rùzných

prodlou¾ení exponentu �

0

na tìleso L.
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8. Teorie divizorù koneèného roz¹íøení tìles

(podrobnìj¹í dùkazy viz Boreviè-©afareviè, kapitola 3, x5)

Vìta 1. Nech» R

0

je obor integrity s podílovým tìlesem k takový, ¾e existuje

teorie divizorù R

�

0

! D

0

; oznaème M

0

mno¾inu v¹ech exponentù odpovídajících

prvodivizorùm této teorie divizorù. Nech»K=k je koneèné roz¹íøení. Pak mno¾inaM

v¹ech prodlou¾ení v¹ech exponentù z M

0

de�nuje teorii divizorù na celém uzávìru

R okruhu R

0

v K.

Dùkaz. Ovìøíme tøi podmínky vìty 4 kapitoly 6.

(2) Pro libovolné � 2 M platí R

0

� O

�

a podle vìty 1 kapitoly 7 je R � O

�

.

Nech» � 2 K splòuje �(�) � 0 pro ka¾dé � 2 M . Nech» t

n

+ a

1

t

n�1

+ � � � + a

n

je minimální polynom � vzhledem ke k. Zvolme �

0

2 M

0

libovolnì a oznaème

�

1

; : : : ; �

m

v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na K. Proto¾e � 2 \

m

i=1

O

�

i

, podle

vìty 5(2) kapitoly 7 je � z celého uzávìru okruhu O

�

0

, tedy a

1

; : : : ; a

n

2 O

�

0

. Odtud

a

1

; : : : ; a

n

2 \

�

0

2M

0

O

�

0

= R

0

. Proto � 2 R.

(1) Existuje jen koneènì mnoho exponentù � 2M s vlastností �(a

n

) 6= 0. Jestli¾e

�(a

n

) = 0, pak �(�

�1

) = �(a

�1

n

(�

r�1

+ � � �+ a

r�1

)) � 0, tedy �(�) = 0.

(3) Nech» �

1

; : : : ; �

m

2 M a nech» k

1

; : : : ; k

m

jsou nezáporná celá èísla. Bez

újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e pro ka¾dé �

0

2 M

0

jsou mezi vybranými

exponenty buï ¾ádné nebo v¹echna prodlou¾ení �

0

na K. Podle vìty 3 kapitoly 7

existuje � 2 K tak, ¾e �

1

(�) = k

1

, : : : , �

m

(�) = k

m

. Je-li � 2 R, jsme hotovi. Pokud

ne, platí �(�) < 0 pro koneènì mnoho � 2M . Oznaème r = �minf�(�); � 2Mg >

0. Podle vìty 4 kapitoly 6 existuje a 2 R

0

tak, ¾e �

0

(a) = 0 pro ka¾dý exponent

�

0

indukovaný nìkterým z exponentù �

1

; : : : ; �

m

a souèasnì �

0

(a) = r pro ka¾dý

exponent �

0

indukovaný nìkterým exponentem � 2 M s vlastností �(�) < 0. Pak

a� 2 R má po¾adované vlastnosti.

Vìta 2. Nech» K je tìleso algebraických èísel, R okruh celých èísel tìlesa K.

Pak R má teorii divizorù, která je urèena mno¾inou v¹ech exponentù tìlesa K.

Dùkaz. Plyne z cvièení 22 a pøedchozí vìty.

Poznámka. Ve zbytku kapitoly budeme pøedpokládat, ¾e R

0

je obor integrity

s podílovým tìlesem k takový, ¾e existuje teorie divizorù R

�

0

! D

0

, ¾e K=k je

koneèné roz¹íøení tìles, ¾e R je celý uzávìr okruhu R

0

v K a ¾e R

�

! D je teorie

divizorù. Proto¾e R

0

� R, odpovídají prvkùm � 2 R

�

0

divizory v D

0

i v D. Budeme

je rozli¹ovat indexy: (�)

k

2 D

0

, (�)

K

2 D.

Vìta 3. Existuje vnoøení D

0

! D takové, ¾e platí (�)

k

7! (�)

K

pro ka¾dé

� 2 R

�

0

.

Dùkaz. Zvolme libovolnì prvodivizor p 2 D

0

a uva¾me pøíslu¹ný exponent �

0

na k. Nech» �

1

; : : : ; �

m

jsou v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na K a e

1

; : : : ; e

m

pøíslu¹né indexy vìtvení. Oznaème P

1

; : : : ; P

m

prvodivizory v D odpovídající expo-

nentùm �

1

; : : : ; �

m

. Pøiøaïme p 7! P

e

1

1

: : : P

e

m

m

. Toto pøiøazení urèí vnoøeníD

0

! D,

o kterém se snadno uká¾e, ¾e platí (�)

k

7! (�)

K

pro ka¾dé � 2 R

�

0

.

Vìta 4. Existuje homomor�smus N : D ! D

0

takový, ¾e platí N((�)

K

) =

(N

K=k

(�))

k

pro ka¾dé � 2 R

�

.

Dùkaz. Zvolme libovolnì prvodivizor p 2 D

0

a uva¾me pøíslu¹ný exponent �

0

na k. Nech» �

1

; : : : ; �

m

jsou v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na K. Stejnì jako

v dùsledku vìty 5 kapitoly 7 oznaème �

1

; : : : ; �

m

ireducibilní prvky okruhu O =
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\

m

i=1

O

�

i

(indexované tak, ¾e �

i

(�

i

) = 1) a P

1

; : : : ; P

m

prvodivizory vD odpovídající

exponentùm �

1

; : : : ; �

m

. Pro libovolné i = 1; : : : ;m je N

K=k

(�

i

) 2 O

�

0

a tedy d

i

=

�

0

(N

K=k

(�

i

)) � 0. Snadno se uká¾e, ¾e d

i

nezávisí na konkrétní volbì �

i

. Pøiøaïme

P

i

7! p

d

i

. Toto pøiøazení urèí homomor�smus D ! D

0

, pro který se snadno ovìøí,

¾e platí N((�)

K

) = (N

K=k

(�))

k

pro ka¾dé � 2 R

�

.

Poznámka. V oznaèení pøedchozího dùkazu: Proto¾e ka¾dý prvek dìlí svoji

normu, platí dokonce d

i

> 0. Jestli¾e v O rozlo¾íme ireducibilní prvek � okruhu

O

�

0

, dostaneme podle dùsledku vìty 5 kapitoly 7

� = "

m

Y

i=1

�

e

i

i

;

kde " je jednotka okruhu O a pro ka¾dé i = 1; : : : ;m je e

i

> 0 index vìtvení

exponentu �

i

vzhledem k �

0

. Nech» n = [K : k]. Pøechodem k normì dostaneme

�

n

= N

K=k

(�) = N

K=k

(")

m

Y

i=1

N

K=k

(�

i

)

e

i

;

odkud aplikací exponentu �

0

dostaneme identitu

[K : k] =

m

X

i=1

d

i

e

i

:

De�nice. Pro libovolné a 2 D nazýváme N(a) normou divizoru a vzhledem k

roz¹íøení K=k. Chceme-li v pøípadì potøeby vyznaèit, o jaké roz¹íøení jde, pí¹eme

N

K=k

(a).

Cvièení 25. Doka¾te, ¾e zobrazení konstruovaná v dùkazech vìt 3 a 4 jsou jediné

homomor�smy splòující podmínky vìt.

Poznámka. Do konce kapitoly zvolme libovolnì, ale pevnì prvodivizor p 2 D

0

a

uva¾me pøíslu¹ný exponent �

0

na k. Nech» �

1

; : : : ; �

m

jsou v¹echna prodlou¾ení ex-

ponentu �

0

na K. Stejnì jako v dùsledku vìty 5 kapitoly 7 oznaème � ireducibilní

prvek okruhu O

�

0

a �

1

; : : : ; �

m

ireducibilní prvky okruhu O = \

m

i=1

O

�

i

(indexo-

vané tak, ¾e �

i

(�

i

) = 1) a P

1

; : : : ; P

m

prvodivizory v D odpovídající exponentùm

�

1

; : : : ; �

m

.

Nech» i 2 f1; : : : ;mg je libovolné. Proto¾e pro libovolné � 2 O

�

0

platí �

0

(�) > 0

právì tehdy, kdy¾ �

i

(�) > 0, existuje vnoøení tìlesa zbytkù �

0

exponentu �

0

do

tìlesa zbytkù �

i

exponentu �

i

. Pro libovolné � 2 O

�

i

budeme jeho obraz v �

i

znaèit ��. Je jasné, ¾e pro ka¾dé �

1

; : : : ; �

r

2 O

�

i

platí: jestli¾e �

1

; : : : ; �

r

jsou

k-lineárnì závislé, pak ��

1

; : : : ; ��

r

2 �

i

jsou �

0

-lineárnì závislé. Proto �

i

=�

0

je

koneèné roz¹íøení tìles a platí [�

i

: �

0

] � [K : k]. V dal¹ím textu budeme znaèit

f

i

= [�

i

: �

0

].

De�nice. Stupeò f

i

roz¹íøení �

i

=�

0

se nazývá stupeò inercie exponentu �

i

vzhle-

dem k �

0

.

Poznámka. O stupni inercie (resp. indexu vìtvení) exponentu �

i

vzhledem k

�

0

nìkdy té¾ hovoøíme jako o stupni inercie (resp. indexu vìtvení) prvodivizoru P

i

vzhledem k p.
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De�nice. Baze !

1

; : : : ; !

n

roz¹íøení K=k se nazývá fundamentální baze okruhu

O vzhledem k O

�

0

, jestli¾e !

1

; : : : ; !

n

2 O a pro ka¾dé � 2 O existuje vyjádøení

� =

P

n

i=1

a

i

�

i

s koe�cienty a

i

2 O

�

0

.

Poznámka pro znalé teorie R-modulù: fundamentální baze okruhu O vzhledem

k O

�

0

existuje, právì kdy¾ je O volný O

�

0

-modul.

Vìta 5. Existuje-li fundamentální baze okruhu O vzhledem k O

�

0

, pak pro ka¾dé

i = 1; : : : ; n platí f

i

= d

i

, tj. �

0

(N

K=k

(�

i

)) = [�

i

: �

0

].

Dùkaz. Nech» i 2 f1; : : : ; ng je libovolné. Z vìty 4 kapitoly 7 plyne, ¾e pro ka¾dé

� 2 O

�

i

existuje � 2 K s vlastností �

i

(���) � 1 a �

j

(�) � 0 pro j 6= i. Pak je � 2 O

a platí �� =

�

�. Odtud plyne, ¾e je-li !

1

; : : : ; !

n

2 O fundamentální baze okruhu O

vzhledem k O

�

0

, pak je �!

1

; : : : ; �!

n

2 �

i

systém generátorù vektorového prostoru

�

i

nad �

0

. Proto¾e f

i

= [�

i

: �

0

], lze pøípadným pøeindexováním dosáhnout toho,

¾e �!

1

; : : : ; �!

f

i

je baze vektorového prostoru �

i

nad �

0

(tj. baze roz¹íøení �

i

=�

0

).

Pro j > f

i

platí

�!

j

=

f

i

X

s=1

�

�

js

�!

s

pro vhodné �

js

2 O

�

0

. Polo¾me

#

j

=

(

!

j

je-li 1 � j � f

i

,

!

j

�

P

f

i

s=1

�

js

!

s

je-li f

i

< j � n.

Je zøejmé, ¾e #

1

; : : : ; #

n

2 O je fundamentální baze okruhu O vzhledem k O

�

0

.

Ideál �

i

O v¹ech prvkù okruhu O dìlitelných prvkem �

i

se tedy skládá ze v¹ech

O

�

0

-lineárních kombinací prvkù �

i

#

1

; : : : ; �

i

#

n

. Na druhou stranu pro libovolné

a

1

; : : : ; a

n

2 O

�

0

platí

P

n

j=1

a

j

#

j

2 �

i

O, právì kdy¾ �

i

(a

1

) > 0, : : : , �

i

(a

f

i

) > 0,

tj. právì kdy¾ �

0

(a

1

) > 0, : : : , �

0

(a

f

i

) > 0, co¾ znamená, ¾e a

1

; : : : ; a

n

jsou v¹e-

chny dìlitelné �. Ideál �

i

O se tedy skládá ze v¹ech O

�

0

-lineárních kombinací prvkù

�#

1

; : : : ; �#

f

i

; #

f

i

+1

; : : : ; #

n

. Determinant matice pøechodu mezi vý¹e uvedenými

O

�

0

-bazemi ideálu �

i

O je proto jednotka okruhu O

�

0

. Podle de�nice normy je

N

K=k

(�

i

) = det(a

st

), kde a

st

2 k splòují

�

i

#

s

=

n

X

t=1

a

st

#

t

:

Zmínìná matice pøechodu je matice (b

st

), kde b

st

= a

st

�

�1

, je-li t � f

i

, a b

st

= a

st

,

je-li t > f

i

. Proto N

K=k

(�

i

) = det(a

st

) = �

f

i

det(b

st

), odkud �

0

(N

K=k

(�

i

)) = f

i

,

co¾ jsme mìli dokázat.

Vìta 6. Je-li K=k separabilní, pak existuje fundamentální baze okruhu O vzhle-

dem k O

�

0

.

Dùkaz. Zvolme v K bazi �

1

; : : : ; �

n

2 O. Díky separabilitì existuje duální baze

�

�

1

; : : : ; �

�

n

2 K, tj. taková baze, ¾e platí pro ka¾dé i; j 2 f1; : : : ; ng

Sp

K=k

(�

i

�

�

j

) =

�

1 je-li i = j,

0 je-li i 6= j.
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Je-li � 2 O a platí-li � =

P

n

i=1

c

i

�

�

i

, kde c

1

; : : : ; c

n

2 k, platí c

i

= Sp

K=k

(��

i

) 2

O

�

0

, nebo» ��

i

2 O. Pro ka¾dé s = 1; : : : ; n oznaème !

s

nìkterý prvek, který má

mezi v¹emi prvky tvaru

P

n

i=s

c

i

�

�

i

2 O, kde c

i

2 O

�

0

, minimální hodnotu �

0

(c

s

).

Snadno se uká¾e, ¾e !

1

; : : : ; !

n

je fundamentální baze okruhu O vzhledem k O

�

0

.

Vìta 7. Nech» K=k je separabilní, pak platí

[K : k] =

m

X

i=1

f

i

e

i

:

Dùkaz. Plyne z vìt 5 a 6 a poznámky za vìtou 4.

Lemma. Nech» K=k je separabilní. Existuje-li # 2 O tak, ¾e K = k(#) a ¾e

diskriminant D('

#

) minimálního polynomu '

#

nad k je jednotkou okruhu O

�

0

,

pak 1; #; : : : ; #

n�1

je fundamentální baze okruhu O vzhledem k O

�

0

.

Dùkaz.Vìta 6 zaruèuje existenci fundamentální baze !

1

; : : : ; !

n

okruhu O vzhle-

dem k O

�

0

. Oznaème C matici pøechodu od baze !

1

; : : : ; !

n

k bazi 1; #; : : : ; #

n�1

,

tj. C = (c

ij

), kde c

ij

2 O

�

0

splòují #

i�1

=

P

n

j=1

c

ij

!

j

. Podle výpoètù z první

kapitoly pro diskriminanty jednotlivých bazí platí

D('

#

) = D(1; #; : : : ; #

n�1

) = (detC)

2

D(!

1

; : : : ; !

n

):

Proto¾e èinitelé vpravo jsou z O

�

0

a na levé stranì je jednotka tohoto okruhu, je i

detC jednotkou tohoto okruhu a proto je 1; #; : : : ; #

n�1

fundamentální baze okruhu

O vzhledem k O

�

0

.

Vìta 8. Nech» K=k je separabilní a nech» pro # 2 O platí, ¾e K = k(#) a ¾e

diskriminant D('

#

) minimálního polynomu '

#

nad k je jednotkou okruhu O

�

0

.

Rozlo¾íme-li polynom �'

#

2 �

0

[t] na souèin ireducibilních polynomù z �

0

[t], pak

tito ireducibilní èinitelé jsou po dvou rùzní a odpovídají jednotlivým prodlou¾ením

�

1

; : : : ; �

m

exponentu �

0

na K. Podrobnìji: pøi vhodném indexování je zmínìný

rozklad tvaru:

�'

#

(t) = �g

1

(t) � : : : � �g

m

(t)

kde g

1

(t); : : : ; g

m

(t) 2 O

�

0

[t] jsou vhodné normované polynomy, pøièem¾ jejich ob-

razy v kanonickém homomor�smu �g

1

(t); : : : ; �g

m

(t) 2 �

0

[t] jsou rùzné ireducibilní

polynomy. Navíc pro ka¾dé i = 1; : : : ;m platí:

1. stupeò inercie exponentu �

i

vzhledem k �

0

je roven stupni polynomu g

i

(t);

2. index vìtvení exponentu �

i

vzhledem k �

0

je roven 1;

3. ireducibilní prvek �

i

okruhu O odpovídající prodlou¾ení �

i

je nejvìt¹í spoleèný

dìlitel (v O) prvkù � a g

i

(#).

Dùkaz. Platí D( �'

#

) = D('

#

) 6= 0 a tedy ireducibilní faktory dìlící �'

#

jsou po

dvou rùzné.

Pro libovolný polynom h(t) 2 O

�

0

[t] doka¾me, ¾e jsou-li

�

h(t) a �g

i

(t) nesoudìlné

v �

0

[t], pak jsou také h(#) a g

i

(#) nesoudìlné v O. Skuteènì, z nesoudìlnosti

�

h(t)

a �g

i

(t) v �

0

[t] plyne existence u(t); v(t); w(t) 2 O

�

0

[t] splòujících

h(t)u(t) + g

i

(t)v(t) = 1 + �w(t):
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Libovolný ireducibilní prvek v O je dìlitelem � (viz dùsledek vìty 5 v kapitole 7),

pokud by tedy dìlil souèasnì h(#) a g

i

(#), musel by dìlit i 1, spor.

Dokázali jsme, ¾e g

1

(#); : : : ; g

m

(#) jsou po dvou nesoudìlné prvky O.

Pøipus»me, ¾e g

i

(#) je jednotka okruhu O, tj. ¾e existuje � 2 O tak, ¾e g

i

(#)� =

1. Z lemmatu plyne existence polynomu h(t) 2 O

�

0

[t] takového, ¾e � = h(#). Z

g

i

(#)h(#) = 1 pak plyne existence polynomu q(t) 2 O

�

0

splòujícího g

i

(t)h(t) =

1 + '

#

(t)q(t). To v¹ak po aplikaci kanonickém homomor�smu dává �g

i

(t)

�

h(t) =

1 + �g

1

(t) � : : : � �g

m

(t)�q(t), spor.

Pro ka¾dé i 2 f1; : : : ;mg vybereme v O ireducibilní prvek �

i

dìlící g

i

(#) (zde

na chvíli poru¹íme na¹i úmluvu, ¾e po dvou neasociovaných ireducibilních prvkù

okruhu O je právì m a ¾e �

1

; : : : �

m

jsou u¾ zvolené; pøi konstrukci �

1

; : : : �

m

v

tomto dùkaze je¹tì zatím nevíme, ¾e ireducibilních prvkù v O není více). Z ne-

soudìlnosti g

1

(#); : : : ; g

m

(#) plyne, ¾e �

1

; : : : ; �

m

jsou po dvou neasociované. Pro

ka¾dé i 2 f1; : : : ;mg oznaème �

i

prodlou¾ení exponentu �

0

na K odpovídající �

i

, f

i

stupeò inercie a e

i

index vìtvení exponentu �

i

vzhledem k �

0

. Dále s

i

znaèí stupeò

polynomu g

i

(t).

V tìlese �

i

exponentu �

i

jsou prvky

�

1;

�

#; : : : ;

�

#

s

i

�1

�

0

-lineárnì nezávislé, a tedy

s

i

� f

i

. Skuteènì, pokud by pro polynom h(t) 2 O

�

0

stupnì men¹ího ne¾ s

i

platilo

�

h(

�

#) = 0, pak by bylo h(#) 2 O dìlitelné �

i

, proto h(#) a g

i

(#) by nebyly nesou-

dìlné. Pak ale �g

i

(t) je dìlitelem polynomu

�

h(t) v �

0

[t] (viz zaèátek dùkazu). Pak

má ale

�

h(t) nulové koe�cienty.

Proto¾e �'

#

(t) je normovaný polynom stupnì [K : k] a rozkládá se na souèin

normovaných polynomù stupnù s

1

; : : : ; s

m

, platí

[K : k] =

m

X

i=1

s

i

�

m

X

i=1

f

i

�

m

X

i=1

e

i

f

i

:

Z vìty 7 plyne, ¾e �

1

; : : : ; �

m

jsou v¹echny ireducibilní prvky okruhu O a ¾e v¹echny

vý¹e uvedené nerovnosti jsou rovnostmi. Dùkaz vìty je ukonèen.

De�nice. Øekneme, ¾e exponent �

0

tìlesa k je nerozvìtvený v roz¹íøení K=k,

mají-li v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na K index vìtvení roven jedné. V opaè-

ném pøípadì øekneme, ¾e exponent �

0

je v roz¹íøení K=k rozvìtvený. Øekneme, ¾e

exponent �

0

tìlesa k je totálnì rozvìtvený v roz¹íøení K=k, existuje-li prodlou¾ení

exponentu �

0

na K s indexem vìtvení [K : k] (podle vìty 7 je v pøípadì separabil-

ního roz¹íøení pak takové prodlou¾ení jediné a má stupeò inercie roven jedné, toté¾

v¹ak lze dokázat i pro neseparabilní roz¹íøení).

Øekneme, ¾e prvodivizor p okruhu R

0

je nerozvìtvený (resp. rozvìtvený, totálnì

rozvìtvený) v roz¹íøení K=k, jestli¾e jemu odpovídající exponent je v roz¹íøení K=k

nerozvìtvený (resp. rozvìtvený, totálnì rozvìtvený).

Dùsledek. Je-li K=k separabilní roz¹íøení, pak existuje jen koneènì mnoho roz-

vìtvených prvodivizorù okruhu R

0

.

Dùkaz. Podle vìty 10 kapitoly 1 existuje � 2 K tak, ¾e K = k(�). Pøípad-

ným vynásobením prvkem z R

0

lze dosáhnout toho, ¾e � 2 R. Pak diskriminant

minimálního polynomu '

�

je prvek z R

0

, a proto je dìlitelný jen koneènì mnoha

prvodivizory. V¹echny ostatní prvodivizory jsou podle vìty 8 nerozvìtvené.
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Cvièení 26. U¾íváme oznaèení z cvièení 24. Oznaème dále �

0

tìleso zbytkù

exponentu �

0

a � tìleso zbytkù exponentu �. Pøedpokládejme navíc, ¾e roz¹íøení

�=�

0

je separabilní. Doka¾te, ¾e

(a) roz¹íøení �=�

0

je Galoisovo;

(b) pøedpisem ��(��) = �(�) (kde � 2 K, �(�) � 0, � 2 D

�

) je korektnì de�nováno

zobrazení �� : �! �;

(c) pro libovolné � 2 D

�

je �� 2 Gal(�=�

0

);

(d) pøedpis � 7! �� je surjektivní homomor�smus grup D

�

! Gal(�=�

0

);

(e) jádro tohoto homomor�smu I

�

(nazývá se inerèní grupa pøíslu¹ná exponentu

�) odpovídá v Galoisovì korespondenci nejmen¹ímu mezitìlesu L roz¹íøení

K=k takovému, ¾e exponent tìlesa L indukovaný exponentem � je totálnì

rozvìtvený v roz¹íøení K=L;

(f) [K : L] je rovno indexu vìtvení exponentu � vzhledem k �

0

;

(g) v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

na K mají tý¾ stupeò inercie.

9. Dedekindovy okruhy

(podrobnìj¹í dùkazy viz Boreviè-©afareviè, kapitola 3, x6)

De�nice. Nech» R je obor integrity s teorií divizorù R

�

! D, a 2 D divizor.

Okruhem zbytkù R=a rozumíme faktorokruh R=�a, kde �a je ideál prvkù z R dìlitel-

ných a. Rovnosti v okruhu zbytkù budeme èasto zapisovat pomocí kongruencí: pro

�; � 2 R znamená � � � (mod a) toté¾, co �+ �a = � + �a, toti¾ aj�� �.

Vìta 1. Nech» R je okruh celých èísel nìjakého tìlesa algebraických èísel K. Pro

libovolný divizor a okruhu R je okruh zbytkù R=a koneèný.

Dùkaz. Existuje � 2 R

�

dìlitelné a. Toto � dìlí nìjaké pøirozené èíslo n (na-

pøíklad jN

K=Q

(�)j). Pak nR � �a a jR=nRj = n

[K:Q]

.

Vìta 2. Nech» R je okruh celých èísel nìjakého tìlesa algebraických èísel K.

Libovolný prvodivizor p okruhu R je dìlitelem jediného prvoèísla q. Okruh zbytkù

R=p je pak koneèné tìleso charakteristiky q.

Dùkaz. Prvodivizoru p odpovídá exponent tìlesaK, který je indukován nìjakým

exponentem tìlesa Q . Ten podle cvièení 22 odpovídá nìjakému prvoèíslu q. Okruh

zbytkù R=p je netriviální a nemá dìlitele nuly, proto z vìty 1 plyne, ¾e jde o tìleso.

Pøitom q 2 �p.

De�nice. Obor integrity R se nazývá Dedekindùv, jestli¾e pro nìj existuje teorie

divizorù R

�

! D taková, ¾e pro ka¾dý prvodivizor p je okruh zbytkù R=p tìleso.

Pøíklady. Dle vìty 2 jsou okuhy celých èísel v tìlesech algebraických èísel De-

dekindovy. Dedekindùv okruh je i okruh O

�

pro libovolný exponent � na libovolném

tìlese K. Na zaèátku dùkazu vìty 5 minulé kapitoly jsme ukázali, ¾e Dedekindùv

okruh je i celý uzávìr okruhu O

�

v libovolném koneèném roz¹íøení tìlesa K. Stejnì

se doká¾e, ¾e libovolný okruh s teorií divizorù, ve které je jen koneènì mnoho pr-

vodivizorù, je Dedekindùv. Z Bezoutovy identity plyne, ¾e okruh polynomù jedné

promìnné nad libovolným tìlesem je Dedekindùv.

Dedekindovy okruhy naopak nejsou napøíklad okruh Z[x] nebo okruh K[x; y] pro

libovolné tìleso K, pøesto¾e to jsou okruhy s jednoznaèným rozkladem.
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Cvièení 27. Nech» R je Dedekindùv okruh a K jeho podílové tìleso. Doka¾te, ¾e

celý uzávìr okruhu R v libovolném koneèném roz¹íøení tìlesa K je opìt Dedekindùv

okruh.

Poznámky. Dedekindùv okruh bývá v literatuøe vìt¹inou de�nován jiným ekvi-

valentním zpùsobem. Obvyklá de�nice je následující: obor integrity R se nazývá

Dedekindùv okruh, jestli¾e

1. ka¾dý vlastní prvoideál okruhu R je maximální;

2. okruh R je celouzavøený (ve svém podílovém tìlese);

3. okruh R je Noetherovský, tj. libovolná rostoucí posloupnost ideálù okruhu R

je koneèná (jinými slovy, jsou-li I

1

� I

2

� : : : ideály okruhu R, pak existuje

pøirozené èíslo n tak, ¾e

S

1

t=1

I

t

= I

n

).

V knize Kapitoly z obecné algebry od A. G. Kuro¹e (vy¹lo v nakladatelství

Academia v Praze roku 1977) je Dedekindùv okruh de�nován jako obor integrity,

v nìm¾ ka¾dý vlastní ideál lze vytvoøit jako souèin koneèného poètu prvoideálù

(souèin ideálù A a B je ideál generovaný mno¾inou souèinù f��; � 2 A; � 2 Bg).

Lemma 1. Nech» R je Dedekindùv okruh, p jeho prvodivizor, � 2 R nedìlitelné

p a m pøirozené èíslo. Pak je kongruence �x � 1 (modp

m

) øe¹itelná v R.

Dùkaz provedeme indukcí, pro m = 1 plyne pøímo z de�nice. Nech» lemma

platí pro m, zvolme � 2 R tak, ¾e �� � 1 (modp

m

). Dále zvolme ! 2 R tak, ¾e

�

p

(!) = m (zde i dále �

p

znaèí exponent pøíslu¹ný prvodivizoru p). Pak divizor

(!) = p

m

a, kde divizor a není dìlitelný p. Zvolme 
 2 R tak, ¾e �

p

(
) = 0 a aj


(existence je zaruèena vìtou 4 kapitoly 6). Pak !j
(�� � 1), tj. existuje � 2 R

tak, ¾e !� = 
(�� � 1). Je vidìt, ¾e øe¹ením konguence �x � 1 (mod p

m+1

) bude

x = � + !�, jestli¾e � 2 R zvolíme tak, aby splòovalo �
� � �� (modp), co¾ lze,

nebo» R=p je tìleso.

Vìta 3. Nech» R je Dedekindùv okruh, p

1

; : : : p

m

jeho rùzné prvodivizory, �

1

; : : : ;

�

m

2 R a t

1

; : : : ; t

m

pøirozená èísla. Pak je systém kongruencí

x � �

i

(mod p

t

i

i

) i 2 f1; : : : ;mg

øe¹itelný v R.

Dùkaz. Pro libovolné i 2 f1; : : : ;mg zvolme �

i

2 R tak, aby �

p

j

(�

i

) = t

j

pro j 2 f1; : : : ;mg n fig a �

p

i

(�

i

) = 0. Podle lemmatu 1 existuje �

i

2 R tak, ¾e

�

i

�

i

� �

i

(mod p

t

i

i

). Øe¹ením daného systému je pak

P

m

i=1

�

i

�

i

.

Vìta 4. Nech» R je Dedekindùv okruh, a jeho divizor, �; � 2 R, � 6= 0. Pak je

kongruence �x � � (moda) øe¹itelná, právì kdy¾ je � dìlitelné nejvìt¹ím spoleèným

dìlitelem divizorù (�) a a.

Dùkaz. Vìtu doká¾eme nejprve za pøedpokladu, ¾e divizory (�) a a jsou nesou-

dìlné. Nech» a =

Q

m

i=1

p

t

i

i

= p

t

j

j

a

j

, kde p

1

; : : : p

m

jsou rùzné prvodivizory. Podle

lemmatu 1 existují �

0

i

2 R tak, ¾e ��

0

i

� � (mod p

t

i

i

). Podle vìty 3 existují �

i

2 R tak,

¾e �

i

� �

0

i

(modp

t

i

i

) a �

i

� 0 (mod a

i

). Souèet � =

P

m

i=1

�

i

pak splòuje kongruenci

�� � � (moda).

Pøejdìme nyní k obecnému pøípadu. Oznaème d =

Q

m

i=1

p

l

i

i

nejvìt¹í spoleèný

dìlitel divizorù (�) a a. Má-li daná kongruence øe¹ení, pak jistì dj�. Naopak, pøed-

pokládejme, ¾e dj�. Podle vìty 3 kapitoly 7 a vìty 4 kapitoly 6 existuje v podílovém
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tìlese K okruhu R prvek � takový, ¾e �

p

i

(�) = �l

i

pro ka¾dé i 2 f1; : : : ;mg a sou-

èasnì �

q

(�) � 0 pro v¹echny ostatní prvodivizory q. Proto¾e dj�, platí �� 2 R.

Podobnì �� 2 R je nesoudìlné s divizorem b urèeným identitou bd = a. Podle

první èásti dùkazu existuje � 2 R splòující ��� � �� (mod b). Pak �

p

i

(�� � �) =

�

p

i

(��� � ��) + l

i

� k

i

a proto � splòuje kongruenci �� � � (moda).

Lemma 2. Nech» R je Dedekindùv okruh, �

1

; : : : ; �

m

2 R

�

libovolné a d nejvìt¹í

spoleèný dìlitel divizorù (�

1

); : : : ; (�

m

). Pak libovolné � 2 R dìlitelné d mù¾e být

vyjádøeno ve tvaru

� =

m

X

i=1

�

i

�

i

; �

1

; : : : ; �

m

2 R:

Dùkaz provedeme indukcí, pro m = 1 je lemma zøejmé. Pøedpokládejme, ¾e

m > 1 a ¾e lemma platí pro m � 1. Oznaème d

1

nejvìt¹í spoleèný dìlitel divizorù

(�

1

); : : : ; (�

m�1

). Pak je d nejvìt¹í spoleèný dìlitel divizorù d

1

a (�

m

). Podle vìty 4

existuje � 2 R tak, ¾e �

m

� � � (modd

1

). Lemma plyne z indukèního pøedpokladu

pro �� ��

m

.

Vìta 5. Pro Dedekindùv okruh R je zobrazení a 7! �a izomor�smem pologrupy

divizorù D na pologrupu v¹ech nenulových ideálù okruhu R.

Dùkaz. Z de�nice teorie divizorù plyne, ¾e zobrazení a 7! �a je injekce. Uka¾me,

¾e je to v pøípadì Dedekindova okruhu té¾ surjekce. Nech» A je libovolný nenulový

ideál okruhu R. Pro libovolný prvodivizor p oznaème a

p

= minf�

p

(�); � 2 Ag.

Je zøejmé, ¾e a =

Q

p

p

a

p

je divizor. Pøitom jistì A � �a. Nech» � 2 �a je libo-

volný. Zvolme �

1

; : : : ; �

m

2 A tak, aby a byl nejvìt¹í spoleèný dìlitel divizorù

(�

1

); : : : ; (�

m

). Podle lemmatu 2 existují �

1

; : : : ; �

m

2 R tak, ¾e � =

P

m

i=1

�

i

�

i

,

odkud � 2 A. Platí tedy A = �a.

Nech» a, b jsou libovolné divizory a oznaème A = �a, B =

�

b, C = AB, c = ab.

Uká¾eme �c = C. Platí

minf�

p

(
); � 2 Cg = minf�

p

(��); � 2 A; � 2 Bg

= minf�

p

(�); � 2 Ag+minf�

p

(�); � 2 Bg;

odkud plyne dokazované.

10. Divizory v tìlesech algebraických èísel

(podrobnìj¹í dùkazy viz Boreviè-©afareviè, kapitola 3, x7)

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel, R jeho okruh celých èísel. Pro

libovolný divizor a okruhu R se norma N

K=Q

(a) nazývá absolutní norma divizoru

a (nehrozí-li nebezpeèí nedorozumìní, pí¹eme jen N(a)). Je to divizor okruhu Z, tj.

pøirozené èíslo. Podobnì pro libovolný prvodivizor p okruhu R jeho stupeò inercie

(resp. index vìtvení) vzhledem k roz¹íøení K=Q se nazývá absolutní stupeò inercie

(resp. absolutní index vìtvení).

Poznámka. Podle vìty 4 kapitoly 8 pro libovolné � 2 R platí N((�)) =

jN

K=Q

(�)j.

Vìta 1. Nech» K je tìleso algebraických èísel, R jeho okruh celých èísel. Pro

libovolný divizor a okruhu R platí N(a) = jR=aj, tj. absolutní norma je rovna

poètu prvkù okruhu zbytkù.
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Dùkaz. Vìtu doká¾eme nejprve pro prvodivizory. Nech» p je prvodivizor okruhu

R a q jím dìlitelné prvoèíslo. Podle vìt 5 a 6 (s pøihlédnutím k dùkazu vìty 4)

kapitoly 8 pak N(p) = q

f

, kde f je absolutní stupeò inercie prvodivizoru p, tj.

stupeò roz¹íøení �=�

0

, kde � je tìleso zbytkù exponentu �

p

a �

0

je tìleso zbytkù

exponentu �

q

. Snadno se vidí, ¾e �

0

je tìleso o q prvcích a tedy � je tìleso o

q

f

prvcích. Vìta bude pro prvodivizory dokázána, uká¾eme-li, ¾e R=p je izomorfní

s �. Zvolme libovolnì � 2 K tak, ¾e �

p

(�) � 0. Oznaème r

1

; : : : ; r

m

v¹echny ty

prvodivizory, pro které k

i

= �

r

i

(�) < 0. Podle vìty 3 kapitoly 9 existuje 
 2 R tak,

¾e 
 � 1 (modp) a 
 � 0 (mod r

�k

i

i

) pro ka¾dé i = 1; : : : ;m. Pak � = �
 2 R a

�

p

(�� �) > 0. Vìta je pro prvodivizory dokázána.

Pøedpokládejme nyní, ¾e vìta platí pro nìjaké divizory a, b, a doka¾me, ¾e pak

platí i pro jejich souèin ab. Tím bude vìta dokázána. Podle vìty 4 kapitoly 6 existuje


 2 R tak, ¾e aj
 a divizor (
)a

�1

je nesoudìlný s b. Nech» �

1

; : : : ; �

r

(resp.

�

1

; : : : ; �

s

), kde r = N(�) (resp. s = N(�)), je úplný systém zbykù okruhu R

modulo a (resp. b). Uká¾eme, ¾e systém rs èísel

�

i

+ �

j


; i 2 f1; : : : ; rg; j 2 f1; : : : ; sg

je úplný systém zbykù okruhu R modulo ab. Snadno se ovìøí, ¾e tyto prvky jsou

po dvou nekongruentní modulo ab. Nech» nyní � 2 R je libovolné. Pak existuje

i 2 f1; : : : ; rg tak, ¾e � � �

i

(mod a). Proto¾e nejvìt¹í spoleèný dìlitel divizorù (
)

a ab je a, podle vìty 4 kapitoly 9 existuje � 2 R tak, ¾e 
� � �� �

i

(modab). Pak

existuje j 2 f1; : : : ; sg tak, ¾e � � �

j

(mod b), odkud � � �

i

+ �

j


 (modab).

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel, R jeho okruh celých èísel. Divi-

zory a, b okruhu R se nazývají ekvivalentní, pí¹eme a � b, existují-li �; � 2 R tak,

¾e (�)a = (�)b.

Poznámka. Snadno se vidí, ¾e relace � je skuteènì relací ekvivalence na polo-

grupì divizorù D. Navíc lze na tøídách ekvivalence zavést násobení pomocí repre-

zentantù, pøièem¾ se snadno ovìøí, ¾e vzniklá faktorpologrupa D=� je komutativní

grupa.

De�nice. Grupa D=� se nazývá grupa tøíd divizorù okruhu R (popøípadì tìlesa

K). Poèet prvkù této grupy se nazývá poèet tøíd divizorù okruhu R (popøípadì

tìlesa K) a vìt¹inou se znaèí h.

Poznámka. Z vìty 2 kapitoly 6 plyne, ¾e R je okruh s jednoznaèným rozkladem,

právì kdy¾ h = 1.

Cvièení 28. Nech» R je okruh celých èísel tìlesa algebraických èísel K. Doka¾te,

¾e h = 2, právì kdy¾ R není okruh s jednoznaèným rozkladem, av¹ak libovolné

dva rozklady tého¾ prvku z R na souèin prvkù ireducibilních v R mají tý¾ poèet

èinitelù (pro jednu implikaci u¾ijte tvrzení (které jsme dosud nedokázali) ¾e ka¾dá

tøída divizorù obsahuje nekoneènì mnoho prvodivizorù).

Poznámka. Pøipomeòme de�nici diskriminantu tìlesa algebraických èísel K.

Proto¾e okruh celých èísel R je modul (ve smyslu kapitoly 5), má bazi. Diskriminant

této baze se nazývá diskriminant tìlesa K a zøejmì je na konkrétním výbìru baze

okruhu R nezávislý.

Lemma.Nech»K je tìleso algebraických èísel, d jeho diskriminant, R jeho okruh

celých èísel, D pologrupa divizorù okruhu R, n = [K : Q ]. Nech» existuje právì s
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reálných vnoøení tìlesa K a právì t párù komplexních vnoøení (pak tedy s+2t = n).

Pak v libovolné tøídì rozkladu D=� existuje divizor a, jeho¾ absolutní norma

N(a) �

�

4

�

�

t

n!

n

n

p

jdj:

Dùkaz je v podstatì zalo¾en na Minkowského vìtì o konvexním tìlese a je veden

podobným zpùsobem jako dùkaz Dirichletovy vìty o jednotkách. Tuto techniku

jsme z èasových dùvodù vynechali a proto mohu ètenáøe pouze odkázat na knihu

Boreviè-©afareviè, kapitola 2, xx3{6.

Vìta 2. Grupa tøíd divizorù libovolného tìlesa algebraických èísel je koneèná.

Dùkaz plyne z pøedchozího lemmatu vzhledem k tomu, ¾e existuje v¾dy jen

koneènì mnoho divizorù s danou absolutní normou.

Vìta 3. Nech» h je poèet tøíd divizorù tìlesa algebraických èísel. Pak pro divizory

okruhu celých èísel tohoto tìlesa platí

(a) h-tá mocnina libovolného divizoru je hlavní divizor;

(b) je-li l pøirozené èíslo nesoudìlné s h a je-li a takový divizor, ¾e a

l

je hlavní,

pak také a je hlavní divizor.

Dùkaz je zøejmý.

11. Charaktery koneèných abelovských grup

De�nice. Nech» G je abelovská grupa. Libovolný homomor�smus G ! C

�

nazýváme charakter grupy G.

Poznámka. Mno¾ina v¹ech charakterù abelovské grupy G vzhledem k operaci

násobení dané pøedpisem (�

1

�

2

)(g) = �

1

(g)�

2

(g) tvoøí opìt abelovskou grupu,

kterou znaèíme

b

G.

Lemma 1. Je-li G koneèná abelovská grupa, pak G '

b

G (nekanonicky).

Dùkaz. Proto¾e G je pøímý souèin aditivních grup tvaru Z=mZ, je

b

G pøímý sou-

èin grup

\

Z=mZ. Ale je-li � 2

\

Z=mZ, pak je � urèeno hodnotou �(1) (pøipomeòme,

¾e Z=mZ je aditivní). Proto¾e �(1) mù¾e být libovolná m-tá odmocnina z jedné,

lemma platí pro Z=mZ a tedy i pro G.

Dùsledek. Je-li G koneèná abelovská grupa, pak G '

b

b

G (kanonicky).

Dùkaz. Libovolné g 2 G urèuje charakter g

0

grupy

b

G pøedpisem g

0

(�) = �(g).

Pøedpokládejme, ¾e pro nìjaké g 2 G platí �(g) = 1 pro v¹echna � 2

b

G. Oznaème

H podgrupu generovanou g. Pak

b

G lze chápat jako mno¾inu rùzných charakterù

faktorgrupy G=H, kterých je podle lemmatu nejvý¹e jG=Hj, je tedy H = f1g.

Pøedpis g 7! g

0

proto urèuje injekci G!

b

b

G. Proto¾e jGj = j

b

Gj = j

b

b

Gj, jsme hotovi.

De�nice. Pro libovolnou podgrupu H abelovské grupy G oznaème

H

?

= f� 2

b

G; 8h 2 H : �(h) = 1g:

Poznámka. Zøejmì máme pøirozený izomor�smus H

?

'

[

G=H. Navíc pro libo-

volné podgrupy H

1

, H

2

platí

H

1

� H

2

() H

?

1

� H

?

2

:
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Lemma 2. Pro libovolnou podgrupu H koneèné abelovské grupy G platí

b

H '

b

G=H

?

.

Dùkaz. Restrikce dává homomor�smus

b

G !

b

H s jádrem H

?

. Zbývá ukázat

surjektivitu, ov¹em jH

?

j = j

[

G=Hj = jG=Hj = jGj=jHj a proto j

b

Hj = jHj =

jGj=jH

?

j = j

b

Gj=jH

?

j.

Lemma 3. Pro libovolnou podgrupu H koneèné abelovské grupy G je (H

?

)

?

=

H, kde jsme stoto¾niliG =

b

b

G a kde pro vnìj¹í kolmièku chápeme H

?

jako podgrupu

grupy

b

G.

Dùkaz. Jako v pøede¹lém dùkaze se snadno spoèítá, ¾e obì grupy mají tý¾ øád.

Je-li h 2 H, pak h jako¾to prvek

b

b

G zobrazující libovolné � 2

b

G na �(h) zobrazí

v¹echny prvky H

?

na 1. Proto H � (H

?

)

?

.

Dùsledek.

?

je tedy antiizomor�smus mezi svazem v¹ech podgrup koneèné abe-

lovské grupy G a svazem v¹ech podgrup její grupy charakterù

b

G.

12. Dirichletovy charaktery

De�nice.Dirichletùv charakter je charakter grupy (Z=nZ)

?

pro nìjaké n 2 N , tj.

homomor�smus � : (Z=nZ)

?

! C

�

. Je-li njm, pak � indukuje slo¾ením s kanonic-

kým homomor�smem (Z=mZ)

?

! (Z=nZ)

?

homomor�smus � : (Z=mZ)

?

! C

�

.

Pøitom jde vpodstatì o toté¾ zobrazení, mù¾eme tedy � uva¾ovat podle libosti de-

�novaný jak modulo m tak i modulo n. Pro jednoznaènost zavedeme konvenci, ¾e

pro dané � budeme v¾dy uva¾ovat ten nejmen¹í mo¾ný modul a budeme jej nazývat

konduktor Dirichletova charakteru � a oznaèovat f

�

.

Pøíklady. Existuje jediný Dirichletùv charakter s konduktorem 1, kterému se

øíká jednotkový nebo té¾ triviální charakter. ®ádný Dirichletùv charakter nemá

konduktor 2. Pro konduktory 3, 4 a 12 existuje v¾dy po jednom Dirichletovì cha-

rakteru, pro konduktor 5 existují právì 3.

Identi�kace. Nech» � je Dirichletùv charakter s konduktorem f

�

. Pak � iden-

ti�kujeme se zobrazením Z ! C , které je urèeno pøedpisem a 7! �(a + f

�

Z) pro

a 2 Z nesoudìlné s f

�

a a 7! 0 pro a 2 Z soudìlné s f

�

.

De�nice. Nech» � a  jsou Dirichletovy charaktery. Oznaème n nejmen¹í spo-

leèný násobek jejich konduktorù a uva¾me je oba na okam¾ik jako charaktery grupy

(Z=nZ)

?

. Souèinem � budeme rozumìt Dirichletùv charakter (s co nejmen¹ím mo-

dulem) urèený souèinem obou charakterù v grupì

\

(Z=nZ)

?

.

Pøíklad. Zvolme napøíklad Dirichletovy charaktery �,  , které jsou jednoznaènì

urèeny podmínkou f

�

= 12, f

 

= 3. Pak f

� 

= 4. V¹imnìte si, ¾e pro a 2 Z obecnì

neplatí �(a) (a) = (� )(a), napø. �(9) = 0,  (9) = 0, av¹ak (� )(9) = 1.

Cvièení 29. Doka¾te, ¾e pro libovolné Dirichletovy charaktery �,  a libovolné

a 2 Z platí, ¾e je-li �(a) (a) 6= 0, pak �(a) (a) = (� )(a).

Cvièení 30. Doka¾te, ¾e mno¾ina v¹ech Dirichletových charakterù tvoøí grupu.

Cvièení 31. Doka¾te, ¾e pro libovolné Dirichletovy charaktery �,  , jejich¾

konduktory jsou nesoudìlné, platí f

� 

= f

�

f

 

.

Opakování (viz dùsledek vìty 1 kapitoly 4). Nech» m je pøirozené èíslo a �

m

=

e

2�i

m

. Pak m-té kruhové tìleso Q (�

m

) je Galoisovo, [Q(�

m

) : Q ] = '(m) a pro
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jeho Galoisovu grupu Gal(Q (�

m

)=Q) platí, ¾e je izomorfní s grupou invertibilních

prvkù okruhu zbytkových tøíd Z=mZ, kde izomor�smus je urèen tím, ¾e libovolný

automor�smus � 2 Gal(Q(�

m

)=Q ) s vlastností �(�

m

) = �

s

m

se zobrazí na tøídu

rozkladu obsahující s.

Oznaèení. V dal¹ím budeme m-té kruhové tìleso znaèit Q

m

.

Vìta 1. Pro libovolná pøirozená èísla m, n platí

1. kompozitum Q

m

Q

n

= Q

[m;n]

, kde [m;n] znaèí nejmen¹í spoleèný násobek èísel

m, n;

2. prùnik Q

m

\ Q

n

= Q

(m;n)

, kde (m;n) znaèí nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel m, n.

Dùkaz. Je zøejmé, ¾e Q

(m;n)

� Q

m

� Q

[m;n]

a Q

(m;n)

� Q

n

� Q

[m;n]

. Z

Bezoutovy identity plyne existence celých èísel a, b takových, ¾e (m;n) = am+ bn.

Pak platí

�

[m;n]

= �

(m;n)

mn

= �

am+bn

mn

= �

a

n

�

b

m

2 Q

m

Q

n

;

odkud plyne 1. Oznaème K = Q

m

\ Q

n

. Víme, ¾e Q

(m;n)

� K. Doká¾eme, ¾e platí

rovnost. Podle cvièení 11 (kapitola 2) platí

[Q

[m;n]

: Q ][K : Q ] = [Q

m

: Q ][Q

n

: Q ];

odkud

[K : Q ] =

'(m)'(n)

'([m;n])

= '((m;n));

a tedy platí 2.

Vìta 2 (Kronecker - Weber). Je-li K=Q koneèné abelovské roz¹íøení, pak

K � Q

n

pro vhodné pøirozené èíslo n.

Dùkaz svým rozsahem i hloubkou znaènì pøesahuje rámec tohoto kurzu (dùkaz

je mo¾né najít napøíklad ve Washingtonovì knize, kde je mu vìnováno asi deset

stran ve 14. kapitole).

De�nice. Nech» K=Q je koneèné abelovské roz¹íøení, pak nejmen¹í pøirozené

èíslo n splòující K � Q

n

(jeho existence je zaruèena vìtami 2 a 1) se nazývá

konduktor tìlesa K.

Pøíklad. Konduktorem tìlesa Q(

p

2) je 8.

Konstrukce. Nech» X je koneèná grupa Dirichletových charakterù (tj. libovolná

koneèná podgrupa grupy v¹ech Dirichletových charakterù). Nech» n je nejmen¹í

spoleèný násobek konduktorù f

�

pro v¹echny � 2 X. Pro libovolné pøirozené èíslo

m, které je násobkem èísla n, pak lze X chápat jako podgrupu grupy charakterù

grupy (Z=mZ)

?

, která je (pøirozenì) izomorfní s grupou Gal(Q

m

=Q). Pak ov¹em

X jednoznaènì urèí podgrupu X

?

grupy Gal(Q

m

=Q) a tedy pomocí Galoisovy

korespondence podtìleso K

X

tìlesa Q

m

vztahem Gal(Q

m

=K

X

) = X

?

. Pøitom

podle lemmat 1 a 2 kapitoly 11 platí, ¾e

jXj = j

b

Xj =

[Q

m

: Q ]

jX

?

j

= [K

X

: Q ];

kde poslední rovnost plyne z hlavní vìty Galoisovy teorie (kapitola 2, pozor na to,

¾e tam mìlo

?

jiný význam, ne¾ má zde).
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Doka¾me nyní, ¾e tìleso K

X

je nezávislé na volbì m. Uvá¾íme vý¹e uvedenou

konstrukci prom = n a pro libovolný násobekm èísla n. Aby se nám konstrukce ne-

pletly, budeme je odli¹ovat indexem: X

?

n

a X

?

m

, K

(n)

X

a K

(m)

X

. Proto¾e konduktor

libovolného � 2 X je dìlitelem n, platí Gal(Q

m

=Q

n

) � X

?

m

, odkud K

(m)

X

� Q

n

.

Zvolme libovolnì � 2 Gal(Q

n

=K

(m)

X

). Pak existuje � 2 Gal(Q

m

=K

(m)

X

) s vlastností

�j

Q

n

= � (viz vìtu 2 kapitoly 2). Proto¾e � 2 X

?

m

, je �(�) = 1 pro ka¾dé � 2 X.

Pak ale také �(�) = 1 pro ka¾dé � 2 X, odkud � 2 Gal(Q

n

=K

(n)

X

). Dostáváme

inkluzi mezi tìlesy K

(n)

X

� K

(m)

X

, které mají tý¾ stupeò, jsou tedy stejné.

Z vìty Kroneckera - Webera, z hlavní vìty Galoisovy teorie a z dùsledku za

lemmatem 3 kapitoly 11 plyne

Vìta 3. Pro libovolné abelovské tìleso K koneèného stupnì nad Q existuje

jednoznaènì urèená koneèná grupa Dirichletových charakterù X taková, ¾e K =

K

X

. Pro libovolné koneèné grupy Dirichletových charakterù X

1

, X

2

platí

X

1

� X

2

() K

X

1

� K

X

2

:

Dùsledek. Ve vý¹e uvedené jednojednoznaèné korespondenci mezi koneènými

grupami Dirichletových charakterù a abelovskými tìlesy prùniku grup odpovídá

prùnik tìles, grupì generované sjednocením grup odpovídá kompositum tìles.

Poznámka. Proto¾e platí (v oznaèení konstrukce)

Gal(K

X

=Q) ' Gal(Q

m

=Q)=Gal(Q

m

=K

X

);

podle poznámky pøed lemmatem 2 kapitoly 11 platí

\

Gal(K

X

=Q) ' Gal(Q

m

=K

X

)

?

= (X

?

)

?

= X

a tedy grupa charakterù Galoisovy grupy tìlesa K

X

je pøirozenì izomorfní s grupou

Dirichletových charakterù. Díky tomuto izomor�smu lze obé stoto¾nit: pøi tom pro

� 2 X a � 2 Gal(K

X

=Q) je de�nováno �(�) jako �(�), kde � 2 Gal(Q

M

=Q) je

libovolný automor�smus takový, ¾e restrikce � j

K

X

= �.

13. Frobeniùv automor�smus

Oznaèení. Koneèné tìleso o q prvcích znaèíme F

q

.

Vìta 1. Nech» F

q

n

=F

q

je koneèné roz¹íøení koneèných tìles. Pak F

q

n

=F

q

je Ga-

loisovo roz¹íøení s cyklickou Galoisovou grupou generovanou tzv. Frobeniovým au-

tomor�smem tohoto roz¹íøení, který je urèen pøedpisem Frob

F

q

n

=F

q

(x) = x

q

pro

libovolné x 2 F

q

.

Dùkaz. Je zøejmé, ¾e Frob

F

q

n

=F

q

je skuteènì automor�smus tìlesa F

q

n

a ¾e

vygeneruje cyklickou grupu automor�smù hFrob

F

q

n

=F

q

i øádu n. Navíc pro libo-

volné x 2 F

q

platí Frob

F

q

n

=F

q

(x) = x, právì kdy¾ x 2 F

q

. Podle výsledku Cvi-

èení 9 je F

q

n

=F

q

Galoisovo roz¹íøení. Proto¾e stupeò roz¹íøení [F

q

n

: F

q

] = n, je

hFrob

F

q

n

=F

q

i = Gal(F

q

n

=F

q

).

Poznámka. Nyní budeme aplikovat znalosti získané v cvièeních 24 a 26 na tìlesa

algebraických èísel.
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Nech»K=k je Galoisovo roz¹íøení tìles algebraických èísel (ne nutnì abelovských),

G = Gal(K=k). Nech» �

0

je exponent tìlesa k a � nìjaké prodlou¾ení exponentu

�

0

na tìleso K. Oznaème dále �

0

tìleso zbytkù exponentu �

0

a �

�

tìleso zbytkù

exponentu �. Proto¾e K i k jsou koneèná roz¹íøení Q , je � prodlou¾ením p-adického

exponentu na Q pro nìjaké vhodné prvoèíslo p. Proto jsou �

�

i �

0

koneèná roz¹íøení

tìlesa Z=pZ, jsou to tedy koneèná tìlesa (charakteristiky p). Podle vìty 1 je tudí¾

roz¹íøení �

�

=�

0

Galoisovo.

Oznaème I

�

inerèní grupu pøíslu¹nou exponentu � a D

�

dekompozièní grupu

pøíslu¹nou exponentu � (v¾dy vzhledem k �

0

neboli vzhledem k roz¹íøení K=k).

Ve Cvièení 24(f) jsme ukázali, ¾e existuje právì g = jG=D

�

j rùzných prodlou¾ení

exponentu �

0

na K, a ve Cvièení 26(g,f), ¾e v¹echna mají tý¾ index vìtvení e =

jI

�

j a tý¾ stupeò inercie f = jD

�

=I

�

j. Navíc platí (viz Cvièení 24(a)): libovolné

prodlou¾ení exponentu �

0

na K je tvaru �

�

pro nìjaké � 2 G (kde �

�

je de�nováno

pøedpisem �

�

(�) = �(�(�))).

Oznaème O

�

= f� 2 K; �(�) � 0g, P

�

= f� 2 K; �(�) > 0g (pak tedy

�

�

= O

�

=P

�

). Zøejmì platí: �

�1

indukuje izomor�smus �

�1

: O

�

! �

�1

O

�

= O

�

�

.

Podle de�nice pro � 2 G platí � 2 D

�

, právì kdy¾ �O

�

= O

�

. Je tedy

� 2 D

�

�

() �O

�

�

= O

�

�

() ��

�1

O

�

= �

�1

O

�

()

() ���

�1

O

�

= O

�

() ���

�1

2 D

�

:

Je tedy D

�

�

= �

�1

D

�

�. Izomor�smus �

�1

zobrazí P

�

na �

�1

P

�

= P

�

�

, tedy po

faktorizaci dostaneme izomor�smus �

�1

: �

�

! �

�

�

. Pro � 2 D

�

platí �

�

= �

�

�

a

tedy pøiøazení � 7! �� dává homomor�smus D

�

! Gal(�

�

=�

0

). Dle de�nice jádrem

tohoto homomor�smu je I

�

. Je-li tedy � 2 I

�

, je �� = id

�

�

. Pak ale �

�1

�� 2 D

�

�

a platí �

�1

�� = id

�

�

�

. Je tedy �

�1

I

�

� � I

�

�

, analogicky opaèná inkluze, a tedy

rovnost. Uvìdomme si je¹tì následující zøejmou ale u¾iteènou ekvivalenci:

� 2 I

�

�

() � 2 D

�

�

^ 8� 2 O

�

: �(�� �(�)) > 0:

Proto¾e Frob

�

�

=�

0

(x) = x

j�

0

j

a Frob

�

�

�

=�

0

(x) = x

j�

0

j

, dostáváme komutativní

diagram

�

�

�

�1

����! �

�

�

Frob

�

�

=�

0

?

?

y

?

?

y

Frob

�

�

�

=�

0

�

�

����!

�

�1

�

�

�

a tedy platí Frob

�

�

�

=�

0

= �

�1

Frob

�

�

=�

0

�.

Pøedpokládejme nyní, ¾e exponent �

0

je v K=k nerozvìtvený, tj. e = 1. Pak

jádro I

�

pøirozeného surjektivního homomor�smu grup D

�

! Gal(�

�

=�

0

) je tri-

viální, jde tedy o izomor�smus. Vzor Frobeniova automor�smu roz¹íøení �

�

=�

0

v

tomto izomor�smu (tedy odpovídající prvek D

�

� Gal(K=k)) se nazývá Frobeniùv

automor�smus exponentu � vzhledem k roz¹íøeníK=k a znaèí se Frob(�;K=k), èasto

té¾ Frob(Q;K=k), kde Q je prvodivizor tìlesa K odpovídající exponentu �. Z vý¹e

dokázaného plyne Frob(�

�

; K=k) = �

�1

Frob(�;K=k)�.
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Je-li dokonce roz¹íøení K=k abelovské (tj. tìleso K samo nemusí být abelovské,

jen grupa Gal(K=k) musí být komutativní), pak v¹echna prodlou¾ení exponentu �

0

mají nejen stejné dekompozièní a inerèní grupy, ale také tý¾ Frobeniùv automor�s-

mus, který tedy závisí pouze na exponentu �

0

a roz¹íøení K=k. V tomto pøípadì

se nazývá Artinùv automor�smus a znaèí se (q;K=k), kde q je prvodivizor tìlesa

k odpovídající exponentu �

0

. Tuto de�nici je pak mo¾né roz¹íøit na tzv. Artinovo

zobrazení, co¾ je homomor�smus D

0

! Gal(K=k), kde D

0

je podpologrupa polog-

rupy divizorù D tìlesa k generovaná v¹emi prvodivizory nerozvìtvenými v K=k.

Toto zobrazení hraje klíèovou roli v tzv.

"

class �eld theory\.

Pøíklad. Nech» n je pøirozené èíslo nedìlitelné prvoèíslem p. Uva¾me p-adický

exponent �

0

na Q , roz¹íøení Q

n

=Q a oznaème � nìjaké prodlou¾ení �

0

na Q

n

.

Chceme ukázat, ¾e exponent �

0

je nerozvìtvený v Q

n

=Q a urèit Artinùv auto-

mor�smus (p;Q

n

=Q). Oznaème �, resp. �

0

tìleso zbytkù exponentu �, resp. �

0

. Je

tedy �

0

' Z=pZ a � ' F

p

f
, kde f je (absolutní) stupeò inercie exponentu �. Pro

� 2 O

�

oznaème � 2 � tøídu obsahující �. Proto¾e

p - n =

n�1

Y

i=1

(1� �

i

n

);

jsou 1; �

n

; : : : ; �

n�1

n

rùzné prvky �, neboli �(�

i

n

� �

j

n

) = 0 pro 0 � i < j < n.

Navíc p nedìlí diskriminant D(�

n

) minimálního polynomu �

n

èísla �

n

(pøipo-

meòme, ¾e diskriminant je roven druhé mocninì souèinu rozdílù koøenù, a tedy

�(D(�

n

)) = 0). Mù¾eme tedy aplikovat vìtu 8 kapitoly 8 a dostáváme, ¾e exponent

�

0

je skuteènì nerozvìtvený v Q

n

=Q . Proto¾e Frob

�=�

0

(�

n

) = �

n

p

a 1; �

n

; : : : ; �

n�1

n

jsou rùzné prvky �, dostáváme Frob(�;Q

n

=Q )(�

n

) = �

p

n

. V pøirozeném izomor�smu

Gal(Q

n

=Q) ' (Z=nZ)

?

odpovídá Artinùv izomor�smus (p;Q

n

=Q ) tøídì p+nZ. Ur-

èeme je¹tì stupeò inercie f . Proto¾e je exponent �

0

nerozvìtvený, je inerèní grupa

triviální a tedy dekompozièní grupa je izomorfní Gal(�=�

0

), je tedy cyklická øádu

f generovaná Frobeniovým automor�smem. Jeho øád je ov¹em tý¾ jako øád tøídy

p + nZ v (Z=nZ)

?

. Je tedy f = minfj 2 N ; p

j

� 1 (modn)g. Proto¾e index de-

kompozièní grupy je poèet prodlou¾ení exponentu �

0

, vidíme, ¾e tìchto prodlou¾ení

(neboli prvodivizorù tìlesa Q

n

dìlících prvoèíslo p) je právì

'(n)

f

(co¾ nyní rovnì¾

plyne vìty 7 kapitoly 8).

Konkrétní pøíklad. Zjistìme, jak se rozkládá prvoèíslo 2 v okruhu celých èísel

sedmého kruhového tìlesa. Podle pøedchozího pøíkladu se rozkládá na souèin dvou

rùzných prvodivizorù, jejich¾ stupeò inercie je 3. Vìta 8 kapitoly 8 ukazuje, jak je

najít: je tøeba rozlo¾it kruhový polynom �

7

= x

6

+ x

5

+ x

4

+ x

3

+ x

2

+ x+ 1 nad

Z=2Z. Hledaný rozklad je

�

7

� (x

3

+ x+ 1)(x

3

+ x

2

+ 1) (mod2);

a tedy 2 se rozkládá na prvodivizory

(2) = (�

3

7

+ �

7

+ 1; 2)(�

3

7

+ �

2

7

+ 1; 2);

kde (�; �) znaèí nejmen¹ího spoleèného dìlitele divizorù (�) a (�). V tomto pøípadì

mù¾eme dokonce poèítat dál, platí toti¾ (�

3

7

+ �

7

+ 1)(�

3

7

+ �

2

7

+ 1) = 2�

3

7

a tedy
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2 = (1+�

7

+�

3

7

)(1+�

�1

7

+�

�3

7

) je rozklad èísla 2 na prvoèinitele (tìleso Q

7

má toti¾

poèet tøíd divizorù roven 1 a tedy okruh jeho celých èísel je okruh s jednoznaèným

rozkladem.

Vìta 2. Nech» K, L jsou tìlesa algebraických èísel taková, ¾e obì roz¹íøení

KL=K\L a L=K\L jsou Galoisova. Nech» � je exponent kompozita KL, �

L

, resp.

�

K

, �

0

jím indukovaný exponent tìlesa L, resp. K, K \L. Pak platí: je-li exponent

�

L

nerozvìtvený v L=K \ L, pak je exponent � nerozvìtvený v KL=K.

Dùkaz. Restrikce indukuje homomor�smus Gal(KL=K)! Gal(L=K\L), který

je injektivní, nebo» Gal(KL=K)\Gal(KL=L) = Gal(KL=KL) = fid

KL

g dle hlavní

vìty Galoisovy teorie. Jestli¾e � 2 Gal(KL=K) patøí do inerèní grupy exponentu

� (vzhledem k roz¹íøení KL=K), pak platí �O

�

= O

�

a pro ka¾dé � 2 O

�

je

�(� � �(�)) > 0. Proto¾e O

�

L

= L \ O

�

a �L = L, platí �O

�

L

= O

�

L

a pro ka¾dé

� 2 O

�

L

je �

L

(�� �(�)) > 0. Odtud plyne, ¾e � j

L

2 Gal(L=K \L) patøí do inerèní

grupy exponentu �

L

(vzhledem k roz¹íøení L=K \ L). Vìta plyne z toho, ¾e poèet

prvkù inerèní grupy je právì index vìtvení.

Poznámka. Restrikce v pøedchozím dùkaze indukuje izomor�smus: oznaème

P = K \ L. Dle vìty 10 kapitoly 1 existuje � 2 L tak, ¾e L = P (�). Pak KL =

K(�). Oznaème '

�

a  

�

minimalní polynomy � vzhledem k L a KL. Platí  

�

j'

�

a '

�

(t) =

Q

�2Gal(L=P )

(t � �(�)). Existuje tedy Y � Gal(L=P ) tak, ¾e  

�

(t) =

Q

�2Y

(t � �(�)) 2 L[t]. Ov¹em K[t] \ L[t] = P [t], odkud '

�

=  

�

a [KL : K] =

st 

�

= st'

�

= [L : P ].

14. Pologrupa divizorù abelovských tìles

V této kapitole nám pùjde o to, popsat pologrupu divizorù abelovských tìles.

Proto¾e pologrupa divizorù je volná, postaèí popsat její generátory, tj. prvodivizory.

Z vìty 1 kapitoly 8 plyne, ¾e ka¾dý prvodivizor dìlí právì jedno prvoèíslo, bude tedy

staèit nalézt zpùsob, jakým se prvoèísla v pologrupì divizorù rozkládají. Jde tedy

o to, urèit poèet prodlou¾ení p-adického exponentu a urèit jejich indexy vìtvení

a stupnì inercie podobnì jako jsme to udìlali pro n-té kruhové tìleso a prvoèíslo

p nedìlící n v pøíkladì v minulé kapitole. Proto¾e abelovská tìlesa jsou Galoisova

roz¹íøení Q , jsou (pro dané tìleso a dané p) tyto indexy vìtvení a stupnì inercie

stejné.

De�nice. Nech» K=k je koneèné roz¹íøení tìles, � exponent tìlesa k. Øekneme,

¾e se � zcela rozkládá v roz¹íøení K=k, existuje-li [K : k] rùzných prodlou¾ení

exponentu � na K.

Poznámka. Podle lemmatu 1 kapitoly 7 exponent mít více prodlou¾ení nemù¾e.

Vìta 1. Nech» p je prvoèíslo, n 2 N . V p

n

-tém kruhovém tìlese Q

p

n

je p-adický

exponent totálnì rozvìtvený.

Dùkaz. Pro p

n

-tý kruhový polynom �

p

n

platí

�

p

n

=

x

p

n

� 1

x

p

n�1

� 1

= x

(p�1)p

n�1

+ x

(p�2)p

n�1

+ � � �+ x

p

n�1

+ 1 =

Y

j=1;:::;p

n

p-j

(x� �

j

p

n

):
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Dosazením x = 1 dostaneme identitu

p =

Y

j=1;:::;p

n

p-j

(1� �

j

p

n

):

Snadno se vidí, ¾e podíl libovolných dvou èinitelù v tomto souèinu je jednotka

okruhu celých èísel tìlesa Q

p

n

. Pøechodem k divizorùm dostaneme

(p) = (1� �

p

n

)

�(p

n

)

;

odkud plyne dokazované tvrzení.

Konstrukce. Rozlo¾me pøirozené èíslo n na prvoèinitele: n =

Q

p

p

a

p

. Díky

pøirozenému izomor�smu

(Z=nZ)

?

'

Y

p

(Z=p

a

p

Z)

?

mù¾eme ka¾dý Dirichletùv charakter � jednoznaènì rozlo¾it na souèin � =

Q

p

�

p

,

kde �

p

je Dirichletùv charakter modulo p

a

p

. Je-li X koneèná grupa Dirichletových

charakterù, oznaème X

p

= f�

p

; � 2 Xg, co¾ je opìt koneèná grupa Dirichletových

charakterù (ne nutnì podgrupa grupy X).

Vìta 2. Nech» X je koneèná grupa Dirichletových charakterù a K = K

X

jí

odpovídající abelovské tìleso. Pak pro libovolné prvoèíslo p platí: index vìtvení

p-adického exponentu v roz¹íøení K=Q je roven poètu prvkù grupy X

p

.

Dùkaz. Pøipomeòme, ¾e jsou-li F � F

0

� F

00

tìlesa, je index vìtvení libovolného

exponentu � tìlesa F

00

vzhledem k roz¹íøení F

00

=F roven souèinu jeho indexu vìtvení

vzhledem k F

00

=F

0

a indexu vìtvení jím indukovaného exponentu vzhledem k F

0

=F .

Oznaème n nejmen¹í spoleèný násobek konduktorù charakterù z X, je tedy

K � Q

n

. Nech» n = m � p

a

, kde p - m. Uva¾me kompozitum L = KQ

m

. Pro

grupu charakterù Y tìlesa L pak platí Y = X

\

(Z=mZ)

?

= X

p

\

(Z=mZ)

?

. Oznaème

F = K

X

p

tìleso odpovídající grupì X

p

. Je tedy F � Q

p

a

a platí L = FK. V

následujících úvahách hovoøíme o vìtvení p-adického exponentu nebo jeho prodlou-

¾ení. Dle pøíkladu z minulé kapitoly je v roz¹íøení Q

m

=Q nerozvìtvený, proto je i v

roz¹íøení Q

m

=K \ Q

m

nerozvìtvený, podle vìty 2 kapitoly 13 je i v roz¹íøení L=K

nerozvìtvený, má tedy v roz¹íøeních K=Q a L=Q tý¾ index vìtvení e. Proto¾e je v

roz¹íøení Q

m

=Q nerozvìtvený, podle zmínìné vìty je i v roz¹íøení L=F nerozvìtvený

a tedy e je i index vìtvení v roz¹íøení F=Q . Podle vìty 1 je v roz¹íøení F=Q totálnì

rozvìtvený, a tedy e = [F : Q ] = jX

p

j, co¾ jsme mìli dokázat.

Dùsledek. Nech» X je koneèná grupa Dirichletových charakterù a K = K

X

jí odpovídající abelovské tìleso. Pak pro libovolné prvoèíslo p platí: p je v K=Q

nerozvìtvené, právì kdy¾ �(p) 6= 0 pro v¹echny charaktery � 2 X.

Dùkaz. Platí: p je v K=Q rozvìtvené, právì kdy¾ jX

p

j > 1, tj. právì kdy¾

existuje � 2 X tak, ¾e �

p

6= 1, tj. právì kdy¾ existuje � 2 X tak, ¾e pjf

�

, tj. právì

kdy¾ existuje � 2 X tak, ¾e �(p) = 0.
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Vìta 3. Nech» X je koneèná grupa Dirichletových charakterù a K = K

X

jí

odpovídající abelovské tìleso. Nech» p je prvoèíslo; polo¾me

Y = f� 2 X; �(p) 6= 0g; Z = f� 2 X; �(p) = 1g:

Pak K

Y

je nejvìt¹í mezitìleso roz¹íøení K=Q , v nìm¾ se p-adický exponent ne-

vìtví a K

Z

je nejvìt¹í mezitìleso roz¹íøení K=Q , v nìm¾ se p-adický exponent zcela

rozkládá. Oznaème I

p

, resp. D

p

inerèní, resp. dekompozièní grupu odpovídající

p-adickému exponentu. Pak platí

I

p

' X=Y; D

p

' X=Z; Y=Z je cyklická,

a tedy jX=Y j je index vìtvení, jY=Zj je stupeò inercie a jZj poèet prodlou¾ení

p-adického exponentu na K.

Dùkaz. Oznaème � nìjaké prodlou¾ení p-adického exponentu na K. Z cvièení

26(e,f) víme, ¾e I

p

odpovídá v Galoisovì korespondenci nejmen¹ímu mezitìlesu L

roz¹íøení K=Q takovému, ¾e exponent � je totálnì rozvìtvený v K=L a platí, ¾e

[K : L] je index vìtvení � v K=Q . Je tedy p-adický exponent nerozvìtvený v L=Q

(zde u¾íváme toho, ¾e Gal(K=Q) je komutativní, a tedy v¹echna prodlou¾ení p-

adického exponentu mají v L=Q tý¾ index vìtvení) a ze v¹ech mezitìles roz¹íøení

K=Q je L maximální s touto vlastností. Podle pøedchozího dùsledku je K

Y

nejvìt¹í

mezitìleso roz¹íøení K=Q s touto vlastností, a proto platí L = K

Y

.

Grupu X lze chápat jako

\

Gal(K=Q) (viz poznámku na konci kapitoly 12), pøitom

Y odpovídá Gal(K=L)

?

. Podle lemmat 2 a 1 kapitoly 11 je

X=Y =

\

Gal(K=Q)=Gal(K=L)

?

'

\

Gal(K=L) ' Gal(K=L) = I

p

;

a tedy jX=Y j je index vìtvení p-adického exponentu v roz¹íøení K=Q .

Oznaème n nejmen¹í spoleèný násobek konduktorù charakterù z Y , je tedy

L � Q

n

a p - n. Pro libovolné mezitìleso M roz¹íøení L=Q platí, ¾e Artinovy

automor�smy splòují (p;M=Q) = (p;Q

n

=Q)j

M

(uvìdomte si, ¾e to zøejmì platí pro

Frobeniovy automor�smy v roz¹íøeních tìles zbytkù). Oznaème U grupu Dirichle-

tových charakterù odpovídající tìlesu M : je tedy U podgrupa Y a platí M = K

U

.

Chápeme-li Dirichletùv charakter � 2 U jako charakter na grupì Gal(M=Q) (dle

poznámky na konci kapitoly 12), platí �((p;M=Q)) = �((p;Q

n

=Q )) = �(p). Proto¾e

p-adický exponent se nevìtví vM=Q , je zde jeho inerèní grupa triviální a dekompo-

zièní grupa je generovaná pøíslu¹ným Frobeniem=Artinem. Proto¾e index dekom-

pozièní grupy je poèet rùzných prodlou¾ení, je jasné, ¾e se p-adický exponent v

roz¹íøení M=Q zcela rozkládá, právì kdy¾ Artinùv automor�smus (p;M=Q) = id

M

.

Proto¾e U je grupa charakterù grupy Gal(M=Q), nastane poslední podmínka, právì

kdy¾ �(p) = 1 pro ka¾dé � 2 U . Ze v¹ech podgrup U grupy X splòujících tuto pod-

minku je zøejmì nejvìt¹í podgrupa Z, a tedy K

Z

je nejvìt¹í mezitìleso roz¹íøení

K=Q , v nìm¾ se p-adický exponent zcela rozkládá. Oznaème � = (p;K

Y

=Q). V

grupì Y charakterù grupy Gal(K

Y

=Q) je Z = h�i

?

a tedy podle lemmatu 2 kapi-

toly 11 je

Y=Z =

\

Gal(K

Y

=Q)=h�i

?

'

c

h�i
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cyklická grupa, její¾ øád je stupeò inercie p-adického exponentu. Odtud plyne, ¾e

exponent tìlesa K

Z

indukovaný exponentem � lze jediným zpùsobem prodlou¾it

na tìleso K; navíc je jistì tìleso K

Z

nejmen¹í s touto vlastností. Podle cvièení 24

v Galoisovì korespondenci nejmen¹ímu mezitìlesu L roz¹íøení K=Q takovému, ¾e

exponent tìlesa L indukovaný exponentem � lze jediným zpùsobem prodlou¾it na

tìleso K, odpovídá dekompozièní grupa D

p

. Podobnì jako pro inerèní grupu proto

máme

X=Z =

\

Gal(K=Q)=Gal(K=K

Z

)

?

'

\

Gal(K=K

Z

) ' Gal(K=K

Z

) = D

p

:

Vìta je dokázána.

15. Riemannova funkce �

De�nice. Riemannova funkce � je komplexní funkce komplexní promìnné s daná

v polorovinì Re s > 1 øadou

�(s) =

1

X

n=1

1

n

s

:

Poznámka. U¾ijeme-li zøejmou nerovnost platnou pro reálné s > 1

1

X

n=2

1

n

s

= �(s)� 1 <

Z

1

1

x

�s

dx =

1

s� 1

< �(s);

dostaneme

1

s�1

< �(s) <

s

s�1

neboli 1 < (s� 1)�(s) < s:

Proto¾e pro komplexní s platí jn

s

j = n

Re s

, øada v pøedchozí de�nici v polorovinì

Re s > 1 konverguje absolutnì a také stejnomìrnì na ka¾dé kompaktní podmno¾inì

této oblasti. Je tedy �(s) na této oblasti holomorfní (tj. analytická).

Lemma 1. (Dirichletovo kriterium) Nech» fc

n

g

1

n=1

je nerostoucí posloupnost

nezáporných reálných èísel taková, ¾e lim

n!1

c

n

= 0. Nech» fa

n

g

1

n=1

je posloup-

nost komplexních èísel taková, ¾e posloupnost èásteèných souètù s

n

=

P

n

j=1

a

j

je

ohranièená. Pak øada

P

1

n=1

c

n

a

n

konverguje.

Dùkaz. Existuje tedy kladné reálné h tak, ¾e js

n

j < h pro v¹echna n. Pak

n

X

j=1

(c

j

� c

j+1

)js

j

j � h(c

1

� c

n+1

) < hc

1

;

a tedy

P

n

j=1

(c

j

� c

j+1

)s

j

konverguje absolutnì. Oznaème r

n

=

P

n

j=1

c

j

a

j

, t

n

=

P

n

j=1

(c

j

� c

j+1

)s

j

. Platí r

n

= t

n�1

+ c

n

s

n

, proto lim

n!1

r

n

= lim

n!1

t

n

.

Lemma 2. Funkci � lze analyticky prodlou¾it na polorovinu Re s > 0 s jediným

jednoduchým pólem v s = 1, kde má residuum 1.

Dùkaz. Oznaème

�

2

(s) =

1

X

n=1

(�1)

n�1

n

s

; �

3

(s) =

1

1

s

+

1

2

s

�

2

3

s

+

1

4

s

+

1

5

s

�

2

6

s

+ : : :
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Pro Re s > 1 platí

�

2

(s) =

�

1�

1

2

s�1

�

�(s); �

3

(s) =

�

1�

1

3

s�1

�

�(s):

Podle Dirichletova kriteria

1

konvergují sumy v de�nicích �

2

(s) i �

3

(s) lokálnì stej-

nomìrnì pro Re s > 0, obì funkce jsou tedy v této oblasti holomorfní. Pøitom

2

s�1

= 1, právì kdy¾ s = 1 +

2�in

ln 2

pro n 2 Z a 3

s�1

= 1, právì kdy¾ s =

1 +

2�im

ln 3

pro m 2 Z, co¾ mù¾e nastat souèasnì jen pro s = 1. Z vý¹e uvedené

rovnosti plyne, ¾e lim

s!1

(s�1)�(s) existuje a z poznámky pøed lemmatem 1 plyne

lim

s!1

(s� 1)�(s) = 1.

Lemma 3. Pro Re s > 1 absolutnì konverguje nekoneèný souèin (v nìm¾ p

probíhá v¹echna prvoèísla)

Y

p

�

1�

1

p

s

�

�1

= �(s):

Dùkaz. Proto¾e j

1

p

s

j < 1, platí ln

�

1 �

1

p

s

�

�1

=

P

1

m=1

1

mp

ms

. Nekoneèný souèin

konverguje právì kdy¾ konverguje

P

p

P

1

m=1

1

mp

ms

. Oznaème t = Re s. Platí

X

p

1

X

m=1

�

�

1

mp

ms

�

�

=

X

p

1

X

m=1

1

mp

mt

<

X

p

1

X

m=1

1

p

mt

=

X

p

1

p

t

�1

<

X

p

2

p

t

<

1

X

n=1

2

n

t

;

co¾ konverguje, a tedy odhadovaná dvojná suma konverguje absolutnì. Díky vìtì

o jednoznaèném rozkladu na prvoèinitele v N pro libovolné pøirozené èíslo N platí

�

�

�

Y

p�N

�

1�

1

p

s

�

�1

� �(s)

�

�

�

�

X

n

1

n

t

;

kde v poslední sumì n probíhá v¹echna pøirozená èísla dìlitelná aspoò jedním pr-

voèíslem vìt¹ím ne¾ N . Tato suma konverguje k 0 pro N !1.

Poznámka. V¹imnìme si, ¾e øada

X

p

1

X

m=2

1

mp

ms

pro Re s >

1

2

konverguje absolutnì, nebo»

X

p

1

X

m=2

�

�

1

mp

ms

�

�

<

X

p

1

X

m=2

1

p

mt

=

X

p

1

p

t

(p

t

�1)

<

X

p

2

p

2t

<

1

X

n=1

2

n

2t

;

1

Pro øadu �

2

(s), kde s = r + it, r; t 2 R, r > 0, polo¾te c

n

= n

�

r

2

, a

n

= (�1)

n

n

�

r

2

�it

a

pro libovolné m 2 N odhadnìte èásteèný souèet takto: j

P

m

n=2

a

n

j � 1 � j

P

[m=2]�1

k=0

a

m�2k

�

a

m�2k�1

j = j

s

2

+ itj � j

P

[m=2]�1

k=0

R

m�2k

m�2k�1

x

�1�

s

2

(cos(

t

2�

ln x) + i sin(

t

2�

ln x))dxj < j

s

2

+ itj

p

2 �

R

1

1

x

�1�

s

2

dx = j

s

2

+ itj2

p

2s

�1

.
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co¾ pro Re s >

1

2

konverguje. Zavedeme-li oznaèení f(s) � g(s) pro dvì funkce, je-

jich¾ rozdíl je funkce holomorfní v s = 1, platí ln �(s) �

P

p

1

p

s

. Ze døíve dokázaného

plyne �(s) �

1

s�1

a ln �(s) � ln

1

s�1

.

16. Dedekindova funkce �

K

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel, Dedekindova funkce �

K

je kom-

plexní funkce komplexní promìnné s daná v polorovinì Re s > 1 nekoneèným sou-

èinem

�

K

(s) =

Y

}

�

1�

1

N(})

s

�

�1

;

kde } probíhá v souèinu v¹echny prvodivizory tìlesa K a N(a) = N

K=Q

(a) znaèí

absolutní normu divizoru a.

Poznámka. Pro Riemannovu � funkci platí � = �

Q

. Oznaème n = [K : Q ].

Proto¾e ka¾dý prvodivizor tìlesa K dìlí jediné prvoèíslo a pro libovolné prvoèíslo p

existuje nejvý¹e n prvodivizorù tìlesa K dìlících p, pøièem¾ jejich norma je mocnina

p, platí v oblasti Re s > 1

X

}

1

X

m=1

�

�

1

mN(})

ms

�

�

< n

X

p

1

X

m=1

1

mp

mRe s

= n ln �(Re s);

kde ve druhé dvojné sumì p probíhalo pøes v¹echna prvoèísla. Pak lze stejnì jako

v lemmatu 3 minulé kapitoly dokázat, ¾e nekoneèný souèin v pøedchozí de�nici

konverguje absolutnì a ¾e platí následující vìta, která bývá èasto u¾ívána pro de�-

nici Dedekindovy funkce �

K

, zatímco rovnost, kterou jsme pro de�nici u¾ili my, se

nazývá Eulerova identita.

Vìta 1. Pro Dedekindovu funkci �

K

tìlesa algebraických èísel K platí, ¾e v

polorovinì Re s > 1 je dána absolutnì konvergentní øadou

�

K

(s) =

X

a

1

N(a)

s

;

kde a probíhá v sumì v¹echny divizory tìlesa K.

Poznámka. Stejnì jako v lemmatu 3 minulé kapitoly se uká¾e, ¾e platí

ln �

K

(s) �

X

}

1

N(})

s

;

kde } probíhá v sumì pøes v¹echny prvodivizory, které se v K=Q nevìtví (vìtvících

se je pøece jen koneènì mnoho) a mají stupeò inercie roven 1 (ty s vìt¹ím stupnìm

inercie lze zahrnout do souètu, který je holomorfní pro Re s >

1

2

).

De�nice. Nech» K je tìleso algebraických èísel. Nech» existuje právì s reál-

ných vnoøení �

1

; : : : ; �

s

: K ! C a právì t párù sdru¾ených komplexních vnoøení

�

1

; ��

1

; : : : ; �

t

; ��

t

: K ! C . Oznaème E grupu jednotek tìlesa K (tj. grupu jedno-

tek okruhu celých èísel tohoto tìlesa). Z Dirichletovy vìty o jednotkách (viz konec

kapitoly 5) víme, ¾e E je koneènì generovaná grupa, její¾ rank je r = s + t � 1.
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Zvolme pevnì nìjaké fundamentální jednotky "

1

; : : : ; "

r

(tj. jednotky, které spolu s

odmocninami z jedné le¾ícími v K generují E). Uva¾me matici

0

B

@

ln j�

1

("

1

)j : : : ln j�

s

("

1

)j ln j�

1

("

1

)

2

j : : : ln j�

t

("

1

)

2

j

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ln j�

1

("

r

)j : : : ln j�

s

("

r

)j ln j�

1

("

r

)

2

j : : : ln j�

t

("

r

)

2

j

1

C

A

Pro libovolné � 2 K platí

s

X

j=1

ln j�

j

(�)j+

t

X

j=1

ln j�

j

(�)

2

j = ln jN

K=Q

(�)j

(viz vìtu 11 kapitoly 1), a tedy souèet v¹ech prvkù libovolného øádku pøedchozí

matice je roven nule. Proto absolutní hodnota determinantu je pro v¹echny její

ètvercové podmatice øádu r stejná. Pøi pøechodu k jiné soustavì fundamentálních

jednotek je ka¾dá z matic rovna té druhé vynásobené zleva vhodnou ètvercovou ma-

ticí s celoèíselnými prvky, proto zmínìná spoleèná absolutní hodnota determinantù

v¹ech ètvercových podmatic øádu r nezávisí na konkrétní volbì fundamentálních

jednotek. Tato hodnota se nazývá regulátor tìlesa K.

Poznámka. Je mo¾né dokázat (a v prùbìhu dùkazu Dirichletovou vìty o jed-

notkách je to zapotøebí), ¾e regulátor tìlesa algebraických èísel je nenulový.

Vìta 2. (Analytický vzorec pro poèet tøíd divizorù) Nech» existuje právì s reál-

ných vnoøení a právì t párù sdru¾ených komplexních vnoøení tìlesa algebraických

èísel K do tìlesa komplexních èísel. Oznaème R regulátor tìlesa K, w poèet odmoc-

nin z jedné le¾ících v K a d diskriminant tìlesa K (viz poznámku pøed lemmatem

kapitoly 10). Pro Dedekindovu funkci �

K

platí

lim

z!1

+

(z � 1)�

K

(z) =

2

s+t

�

t

R

w

p

jdj

� h;

kde h je poèet tøíd divizorù tìlesa K.

Dùkaz je v podstatì zalo¾en na Minkowského vìtì o konvexním tìlese. Z èaso-

vých dùvodù mohu ètenáøe pouze odkázat na knihu Boreviè-©afareviè, kapitola 5,

x1. Zmiòme se jen o tom detailu dùkazu, jak se v úpravách funkce �

K

objeví h: øada

z vìty 1 se sèítá zvlá¹» pøes jednotlivé tøídy divizorù a uká¾e se, ¾e odpovídající

limita je pro v¹echny tøídy stejná a je rovna zlomku z tvrzení vìty.

Poznámka. O Dedekindovì funkci �

K

lze dokázat mnohem více { lze ji ana-

lyticky prodlou¾it na celé C a¾ na jednoduchý pól v 1, navíc splòuje následující

funkcionální rovnici: pøi oznaèení vìty 2 polo¾me

A = 2

�t

�

�t�

s

2

p

jdj;

F (z) = A

z

�

�

z

2

�

s

�(z)

t

�

K

(z);

kde �(z) =

R

1

0

e

�y

y

z�1

dy pro Re z > 0. Pak platí: existuje analytické prodlou¾ení

funkce F (z) na celé C s výjimkou z = 0 a z = 1, kde má jednoduché póly, a
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K

platí F (z) = F (1 � z) pro v¹echna z 2 C . (Zmínku o tomto tvrzení lze najít v

knize Washingtona, poznámka za vìtou 4.5, jeho dùkaz v knize S. Lang, Algebraic

Number Theory, GTM 110, Springer-Verlag, 1986, kapitola XIII.)

17. Dedekindova funkce pro abelovská tìlesa

Lemma. Nech» G je koneèná abelovská grupa,

b

G její grupa charakterù s triviál-

ním (tj. jednotkovým) charakterem �

0

. Pak pro libovolné g 2 G a libovolné  2

b

G

platí

X

�2

b

G

�(g) =

�

jGj je-li g = 1,

0 jinak,

X

h2G

 (h) =

�

jGj je-li  = �

0

,

0 jinak.

Dùkaz. Vzhledem k dualitì (dùsledek za lemmatem 1 kapitoly 11) staèí ukázat

jen první z identit. Je-li g = 1, plyne tvrzení ze zmínìného lemmatu. Nech» tedy

g 6= 1. Dle dùkazu zmínìného dùsledku existuje charakter �

1

2

b

G tak, ¾e �

1

(g) 6= 1.

Platí

X

�2

b

G

�(g) =

X

�2

b

G

(�

1

�)(g) = �

1

(g)

X

�2

b

G

�(g);

odkud plyne tvrzení.

De�nice. Pro libovolný Dirichletùv charakter � de�nujeme L-funkci mocninnou

øadou

L(s; �) =

1

X

n=1

�(n)

n

s

(kde u¾íváme konvence �(n) = 0 pro n soudìlné s konduktorem f

�

).

Poznámka. Pro triviální charakter �

0

je tedy L(s; �

0

) = �(s), pro netriviální

charaktery suma na pravé stranì konverguje lokálnì stejnomìrnì pro Re s > 0

dle Dirichletova kriteria s pøihlédnutím k pøedchozímu lemmatu, jde tedy v této

polorovinì o holomorfní funkci.

Vìta 1. Nech» � je libovolný Dirichletùv charakter. Pro Re s > 1 absolutnì

konverguje nekoneèný souèin (v nìm¾ p probíhá v¹echna prvoèísla)

Y

p

�

1�

�(p)

p

s

�

�1

= L(s; �):

Dùkaz se provede stejnì jako u lemmatu 3 kapitoly 14.

Vìta 2. Nech» X je koneèná grupa Dirichletových charakterù, K = K

X

jí od-

povídající abelovské tìleso. Pak platí

�

K

(s) =

Y

�2X

L(s; �):

Dùkaz. Staèí porovnávat souèiny odpovídající pevnì zvolenému prvoèíslu p, tj.

ukázat, ¾e platí

Y

}jp

�

1�

1

N(})

s

�

�1

=

Y

�2X

�

1�

�(p)

p

s

�

�1

:
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Pøedpokládejme, ¾e divizor (p) se v pologrupì divizorù tìlesa K rozkládá ve tvaru

(p) = }

e

1

: : : }

e

g

a ¾e stupeò inercie prvodivizorù }

1

; : : : ; }

g

je f , tj. N(}

1

) = � � � =

N(}

g

) = p

f

. Pak levou stranu lze upravit do tvaru

Y

}jp

�

1�

1

N(})

s

�

�1

= (1� p

�fs

)

�g

:

Podle vìty 3 kapitoly 14 obsahuje podgrupa Y = f� 2 X; �(p) 6= 0g právì fg

charakterù a jádro homomor�smu Y ! C

�

urèeného pøedpisem � 7! �(p) má právì

g prvkù (tímto homomor�smem se grupa Y zobrazí na grupu f -tých odmocnin z

jedné v C ). Proto platí

Y

�2X

�

1�

�(p)

p

s

�

�1

= (1� p

�fs

)

�g

:

Vìta 3. Pro libovolný netriviální Dirichletùv charakter � platí L(1; �) 6= 0.

Dùkaz. Nech» X je grupa generovaná charakterem �, n = jXj a K = K

X

tìleso

odpovídající X. Podle vìty 2 platí

�

K

(s) =

Y

�2X

L(s; �) = �(s)

n�1

Y

j=1

L(s; �

j

):

Pøitom �(s) má v s = 1 jednoduchý pól a pro j = 1; : : : ; n� 1 jsou funkce L(s; �

j

)

v polorovinì Re s > 0 holomorfní. Kdyby L(1; �) = 0, byla by v s = 1 holomorfní i

Dirichletova funkce �

K

(s), co¾ by bylo ve sporu s vìtou 2 minulé kapitoly.

Vìta 4. (Dirichletova vìta o aritmetické posloupnosti.) Nech» n je pøirozené èíslo,

a celé èíslo s n nesoudìlné. Pak existuje nekoneènì mnoho prvoèísel kongruentních

s a modulo n.

Dùkaz. Pro libovolný Dirichletùv charakter � platí

lnL(s; �) = �

X

p

ln(1� �(p)p

�s

) =

X

p

1

X

m=1

�(p)

m

p

�sm

m

�

X

p

�(p)

p

s

;

pøièem¾ pro Re s > 1 konvergují v¹echny uvedené sumy absolutnì. Pro v¹echny

Dirichletovy charaktery, jejich¾ konduktor je dìlitelem n, vynásobíme pøedchozí

vztah �(a)

�1

a seèteme:

X

�

�(a)

�1

lnL(s; �) �

X

�

�(a)

�1

X

p

�(p)

p

s

= '(n)

X

p�a (modn)

1

p

s

podle lemmatu. Na druhou stranu

X

�

�(a)

�1

lnL(s; �) � ln �(s) � � ln(s� 1)



56 17. DEDEKINDOVA FUNKCE PRO ABELOVSKÁ TÌLESA

(viz konec kapitoly 15 a poznámku za de�nicí L-funkce). Odtud plyne vìta.

Poznámka.Aèkoli pøedchozí vìta je tvrzení z elementární teorie èísel, není znám

¾ádný její elementární dùkaz.

De�nice. Nech» M mno¾ina je prvoèísel. Pokud existuje limita

lim

s!1

+

P

p2M

p

�s

� ln(s� 1)

;

nazývá se tato limita Dirichletova hustota mno¾iny M .

Poznámka. V pøedchozím dùkaze jsme spoèítali, ¾e pro nesoudìlná pøirozená

èísla a, n má mno¾ina prvoèísel ve zbytkové tøídì a+nZ hustotu

1

'(n)

. Jsou tedy pr-

voèísla do zbytkových tøíd rozdìlena

"

rovnomìrnì\. Analogicky lze de�novat Dirich-

letovu hustotu mno¾iny prvodivizorù tìlesa algebraických èísel jako limitu

lim

s!1

+

P

}2M

N(})

�s

� ln(s� 1)

:

Platí vìta (pro její¾ dùkaz by bylo nutné studovat charaktery na grupì tøíd divizorù

a zavést pro nì L-funkce) tvrdící, ¾e hustota prvodivizorù v ka¾dé tøídì divizorù

pevnì zvoleného tìlesa algebraických èísel je stejná. Tento výsledek byl potøeba pro

jednu implikaci ve cvièení 28.

18. Gaussovy sumy

De�nice. Dirichletùv charakter � se nazývá lichý, resp. sudý, je-li �(�1) = �1,

resp. �(�1) = 1.

Cvièení 32. Nech» X je koneèná grupa Dirichletových charakterù, K

X

jí odpo-

vídající tìleso. Doka¾te, ¾e

(a) je-li K

X

� R, pak X obsahuje pouze sudé charaktery;

(b) neplatí-li K

X

� R, pak X obsahuje polovinu sudých a polovinu lichých cha-

rakterù.

De�nice. Nech» � je Dirichletùv charakter, f

�

jeho konduktor, � = e

2�i=f

�

. Pro

libovolné a 2 Z de�nujeme Gaussovu sumu �

a

(�) pøedpisem

�

a

(�) =

X

tmod

?

f

�

�(t)�

at

;

kde t probíhá nìjakou redukovanou soustavu zbytkù modulo f

�

(tj. z ka¾dé zbytkové

tøídy modulo f

�

, která obsahuje èísla nesoudìlná s f

�

, je vybráno jedno èíslo).

Klademe �(�) = �

1

(�).

Lemma 1. Pro libovolný Dirichletùv charakter � o konduktoru f = f

�

a libo-

volné a 2 Z platí: je-li a soudìlné s f , pak �

a

(�) = 0; je-li a nesoudìlné s f , pak

�

a

(�) = �(a)

�1

�(�). Speciálnì �(�) = �(�1)�(��).

Dùkaz. Je-li d = (a; f) > 1, pak existuje n 2 Z tak, ¾e (n; f) = 1, n � 1 (mod

f

d

)

a �(n) 6= 1 (z de�nice konduktoru). Platí

an

d

�

a

d

(mod

f

d

), tedy an � a (mod f),

odkud �

an

= �

a

, a proto

�

a

(�) =

X

tmod

?

f

�

�(t)�

at

=

X

tmod

?

f

�

�(tn)�

atn

= �(n)

X

tmod

?

f

�

�(t)�

at

= �(n)�

a

(�);
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odkud �

a

(�) = 0. Nech» (a; f) = 1, pak platí

�(a)�

a

(�) =

X

tmod

?

f

�

�(at)�

at

= �(�):

Poslední tvrzení dostaneme pro a = �1, nebo» �(�) = �

�1

(��).

Lemma 2. Pro libovolný Dirichletùv charakter � s konduktorem f = f

�

platí

j�(�)j =

p

f .

Dùkaz. Dle lemmatu 1 platí

'(f)j�(�)j

2

=

f

X

b=1

j�

b

(�)j

2

=

f

X

b=1

X

amod

?

f

�

�(a)�

ab

X

cmod

?

f

�

��(c)�

�bc

=

X

amod

?

f

�

X

cmod

?

f

�

�(a)��(c)

f

X

b=1

�

b(a�c)

= f

X

amod

?

f

�

�(a)��(a) = f'(f):

Vìta 1. Pro libovolný netriviální Dirichletùv charakter � o konduktoru f = f

�

platí

L(1; �) =

�i�(�)

f

2

f

X

a=1

��(a)a;

je-li � lichý, a

L(1; �) = �

�(�)

f

f�1

X

a=1

��(a) ln j1� �

a

j;

je-li � sudý, kde � = e

2�i=f

.

Dùkaz. Platí

L(1; �) =

1

X

n=1

�(n)

n

=

X

n2N

(n;f)=1

�

n

(��)

n�(��)

podle lemmatu 1. Z de�nice �

n

(�)

L(1; �) =

1

�(��)

X

amod

?

f

��(a)

1

X

n=1

�

an

n

:

Øada

P

1

n=1

z

n

n

konverguje v kruhu jzj < 1 k té vìtvi logaritmu � ln(1 � z), je-

jí¾ imaginární èást le¾í v intervalu (�

�

2

;

�

2

). Podle Abelovy vìty o konvergenci na

hranici kruhu platí

1

X

n=1

�

an

n

= � ln(1� �

a

):
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Je tedy

L(1; �) = �

1

�(��)

X

amod

?

f

��(a) ln(1� �

a

):

Pøedpokládejme nejdøíve, ¾e � je sudý. Pak pro libovolné a platí �(�a) = �(a) a

ln(1��

a

)+ln(1��

�a

) = 2 ln j1��

a

j. Podle lemmat 1 a 2 dostáváme �(��) = �(�) =

f

�(�)

, odkud plyne výsledek.

Pøedpokládejme nyní, ¾e � je lichý. Pak pro libovolné a platí �(�a) = ��(a).

Je-li navíc 0 < a < f , pak

1� �

a

= e

a�i=f

(e

�a�i=f

� e

a�i=f

) = �2i sin

a�

f

(cos

a�i

f

+ i sin

a�i

f

)

a tedy

ln(1� �

a

) = ln(2 sin

a�

f

) + i�(

a

f

�

1

2

):

Odtud plyne

L(1; �) = �i�

1

�(��)

X

amod

?

f

��(a)(

a

f

�

1

2

):

Podle lemmat 1 a 2 dostáváme �(��) = ��(�) = �

f

�(�)

, odkud plyne výsledek,

pøihlédneme-li k

P

amod

?

f

��(a) = 0 (viz lemma kapitoly 17).

Poznámka. Pøedchozí vìta nám umo¾òuje spoèítat limitu z vìty 2 kapitoly 16

(tj. reziduum Dedekindovy �-funkce v 1) pro abelovská tìlesa. Je-li X koneèná

grupa Dirichletových charakterù a K = K

X

jí odpovídající abelovské tìleso, pak

platí dle vìty 2 kapitoly 17 a lemmatu 2 kapitoly 15

lim

z!1

+

(z � 1)�

K

(z) =

Y

�2Xnf�

0

g

L(1; �);

kde �

0

znaèí triviální charakter.

Vzorec z vìty 2 kapitoly 16 lze pro abelovská tìlesa je¹tì dále upravit, uveïme

si bez dùkazu nìkteré dal¹í výsledky:

Je-li X koneèná grupa Dirichletových charakterù a K = K

�

jí odpovídající

abelovské tìleso, pak

Y

�2X

�(�) =

(

p

jdj
je-li K

X

� R

i

jXj=2

p

jdj jinak.

Odtud plyne snadný vzorec pro výpoèet diskriminantu abelovského tìlesa: jdj =

Q

�2X

f

�

.

Je-li K = K

X

reálné (tj. v¹echny � 2 X jsou sudé), platí

Rh =

Y

�2Xnf�

0

g

1

2

�(��)L(1; �) =

Y

�2Xnf�

0

g

�

�

1

2

f

�

�1

X

a=1

��(a) ln j1� �

a

f

�

j

�

;

a tedy jediný problém pøi vyèíslení h je výpoèet regulátoru R.
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Není-li K = K

X

reálné a je-li Y podgrupa sudých charakterù grupy X, pak pro

poèet tøíd divizorù h

+

maximálního reálného podtìlesa K

+

= K

Y

tìlesa K platí

h

+

jh. Vydìlením vzorce z vìty 2 kapitoly 16 pro K a K

+

dostaneme

h

�

=

h

h

+

= Qw

Y

�2XnY

�

�

1

2f

�

f

�

X

a=1

��(a)a

�

;

kde w je poèet odmocnin z jedné le¾ících v K a Q je tzv. Hasseùv index jednotek

(jde o index podgrupy generované v¹emi jednotkami v K

+

a v¹emi odmocninami z

jedné v K v grupì v¹ech jednotek tìlesa K, platí Q = 1 nebo Q = 2). Tento index

se objeví ve vzorci podílem regulátoru R tìlesa K a regulátoru R

+

tìlesa K

+

:

R

R

+

=

2

jXj=2

2Q

:

19. Kruhové jednotky

Lemma 1. Nech» G je koneèná komutativní grupa, f : G ! C zobrazení. Pak

platí

det

�

f(gh

�1

)

�

g;h2G

=

Y

�2

b

G

X

g2G

f(g)�(g)

det

�

f(gh

�1

)� f(g)

�

g;h2Gnf1g

=

Y

�2

b

Gnf�

0

g

X

g2G

f(g)�(g);

kde v determinantech jsou øádky i sloupce uspoøádány stejným lineárním uspoøá-

dáním na G a �

0

znaèí triviální charakter na G.

Dùkaz. Oznaème M = (�(g))

�2

b

G;g2G

. Proto¾e M � M

T

dle lemmatu kapi-

toly 17 je jGj-násobek permutaèní matice, platí j detM j = jGj

jGj=2

. Oznaème

A = (f(gh

�1

))

g;h2G

. Pro B = (b

�;h

)

�2

b

G;h2G

=M �A platí

b

�;h

=

X

g2G

f(gh

�1

)�(g) =

X

g2G

f(g)�(gh) = �(h)

X

g2G

f(g)�(g);

a tedy

detM � detA = detM �

Y

�2

b

G

X

g2G

f(g)�(g);

odkud plyne první identita. Nyní doka¾me druhou. Bez újmy na obecnosti mù¾eme

pøedpokládat, ¾e

P

g2G

f(g) 6= 0. V opaèném pøípadì toti¾ mù¾eme zobrazení f po-

zmìnit pøiètením nìjaké konstanty, co¾ evidentnì nezmìní hodnotu determinantu a

podle lemmatu kapitoly 17 ani pravou stranu identity. Pak mù¾eme druhou identitu

odvodit z první takto: pøiètìme v¹echny øádky determinantu k øádku s indexem 1,

vytknìme

P

g2G

f(g) z tohoto øádku (zùstanou tam jednièky), odeètìme sloupec

s indexem 1 od v¹ech ostatních sloupcù a rozviòme determinant podle øádku s

indexem 1.
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Cvièení 33. Nech» k � L � K jsou tìlesa algebraických èísel, � 2 K. Pak pro

normy platí

N

K=k

(�) = N

L=k

(N

K=L

(�)):

(Návod: pøedpokládejte nejprve, ¾e K=k je Galoisovo roz¹íøení.)

De�nice. Nech» K je abelovské tìleso, E jeho grupa jednotek. Pro libovolné

pøirozené èíslo n oznaème �

n

= e

2�i=n

, n-té kruhové tìleso Q

n

= Q(�

n

) a K

n

=

K \ Q

n

. Pro libovolné celé èíslo a nedìlitelné n je 1 � �

a

n

nenulové èíslo v Q

n

a

tedy N

Q

n

=K

n

(1 � �

a

n

) 2 K

�

n

� K

�

. Oznaème D podgrupu multiplikativní grupy

K

�

generovanou

f�1g [ fN

Q

n

=K

n

(1� �

a

n

); n 2 N ; a 2 Z; n - ag:

Prùnik C = E \D se nazývá grupa kruhových jednotek tìlesa K.

Poznámky. 1. Libovolná odmocnina z jedné, která le¾í v K, je kruhová jednotka

tìlesa K. Skuteènì, je-li �

d

2 K, pak K

d

= Q

d

a

1��

d

1��

�1

d

= ��

d

2 C:

2. Je-li d = (a; n) > 1, pak pro a

0

=

a

d

, n

0

=

n

d

, platí 1 � �

a

n

= 1 � �

a

0

n

0

, a tedy

podle cvièení 33 a poznámky za vìtou 2 kapitoly 13

N

Q

n

=K

n

(1� �

a

n

) = N

Q

n

=K

n

(1� �

a

0

n

0

) = N

Q

n

0

K

n

=K

n

(N

Q

n

=Q

n

0

K

n

(1� �

a

0

n

0

))

= N

Q

n

0

K

n

=K

n

(1� �

a

0

n

0

)

[Q

n

:Q

n

0

K

n

]

= N

Q

n

0

=K

n

0

(1� �

a

0

n

0

)

[Q

n

:Q

n

0

K

n

]

:

V pøedchozí de�nici tedy staèí vzít pouze èísla a nesoudìlná s n.

Lemma 2. Nech» pøirozené èíslo n není mocninou prvoèísla. Pak pro libovolné

celé èíslo a nesoudìlné s n je 1� �

a

n

jednotka tìlesa Q

n

.

Dùkaz. Pøipomeòme, ¾e pro m-tý kruhový polynom

�

m

(x) =

Y

j=1;:::;m

(j;m)=1

(x� �

j

m

)

platí identita x

n

� 1 =

Q

djn

�

d

(x), a tedy

x

n�1

+ x

n�2

+ � � �+ x+ 1 =

Y

16=djn

�

d

(x);

odkud dosazením x = 1 dostáváme

n =

Y

16=djn

�

d

(1):

Pro libovolné prvoèíslo p platí �

p

r

(1) = p (viz dùkaz vìty 1 kapitoly 14) a tedy

�

n

(1) = �1 (indukcí bychom snadno dostali �

n

(1) = 1). Ov¹em

�

n

(1) =

Y

j=1;:::;n

(j;n)=1

(1� �

j

n

):
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Poznámka. Jestli¾e pøirozené èíslo n je mocninou prvoèísla, pak èísla tvaru

1��

a

n

, kde celé èíslo a je nesoudìlné s n, nejsou jednotky tìlesa Q

n

. Podíl libovolných

dvou tìchto èísel v¹ak jednotkou tìlesa Q

n

je. Plyne to z vìty 1 kapitoly 14.

Vìta 1. Nech» n > 1 je pøirozené èíslo, p prvoèíslo, a celé èíslo nesoudìlné s pn.

Pak platí

N

Q

pn

=Q

n

(1� �

a

pn

) =

(

1� �

a

n

jestli¾e pjn,

1��

a

n

1��

ap

0

n

jestli¾e p - n,

kde celé èíslo p

0

splòuje pp

0

� 1 (modn).

Dùkaz. Platí Gal(Q

pn

=Q

n

) = f�

t

; t 2 Z; (t; pn) = 1; t � 1 (modn)g, kde

�

t

2 Gal(Q

pn

=Q) je urèeno podmínkou �

t

(�

pn

) = �

t

pn

. Proto platí

N

Q

pn

=Q

n

(1� �

a

pn

) =

Y

tmod

?

pn

t�1 (modn)

(1� �

at

pn

):

Pøedpokládejme nejdøíve, ¾e pjn. Pak t je nesoudìlné s pn, právì kdy¾ je nesoudìlné

s n, a tedy

N

Q

pn

=Q

n

(1� �

a

pn

) =

Y

0�t<pn

t�1 (modn)

�

�

a

pn

(�

�a

pn

� �

a(t�1)

pn

)

�

=

p�1

Y

r=0

�

�

a

pn

(�

�a

pn

� �

arn

pn

)

�

= �

a

n

p�1

Y

r=0

(�

�a

pn

� �

ar

p

) = �

a

n

(�

�a

n

� 1) = 1� �

a

n

:

Nyní se zabývejme pøípadem, kdy p - n. Jediný rozdíl oproti pøedchozí situaci je v

tom, ¾e pro r = 0; 1; : : : ; p�1 nemusí být 1+nr nesoudìlné s pn. Urèitì je toto èíslo

nesoudìlné s n, pro nìkteré r v¹ak mù¾e být dìlitelné p, a to právì pro to jediné r,

pro které 1 + nr � 0 (mod p), tj. 1 + nr � pp

0

(modpn). Je tedy

N

Q

pn

=Q

n

(1� �

a

pn

)

=

Y

tmod

?

pn

t�1 (modn)

�

�

a

pn

(�

�a

pn

� �

a(t�1)

pn

)

�

= (1� �

app

0

pn

)

�1

p�1

Y

r=0

�

�

a

pn

(�

�a

pn

� �

arn

pn

)

�

= (1� �

ap

0

n

)

�1

�

a

n

p�1

Y

r=0

(�

�a

pn

� �

ar

p

)

= (1� �

ap

0

n

)

�1

�

a

n

(�

�a

n

� 1) = (1� �

a

n

)(1� �

ap

0

n

)

�1

:

Dùsledek. V de�nici kruhových jednotek staèí brát jen ta n, která jsou dìliteli

konduktoru f tìlesa K, pøesnìji: D je generováno mno¾inou

f�1g [ fN

Q

n

=K

n

(1� �

a

n

); 1 < njf; (n;

f

n

) = 1; a 2 Z; (a; n) = 1g [ Q

�

:
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Dùkaz. Pro libovolné n 2 N oznaème d = (n; f). Pak K

n

= K \ Q

n

= (K \

Q

f

) \ Q

n

= K \ Q

d

= K

d

podle vìty 1 kapitoly 12. Pak podle cvièení 33 pro

libovolné celé èíslo a nesoudìlné s n platí

N

Q

n

=K

n

(1� �

a

n

) = N

Q

d

=K

d

(N

Q

n

=Q

d

(1� �

a

n

)):

Je-li d > 1, tvrzení plyne indukcí z vìty 1. Je-li naopak d = 1, pak N

Q

n

=K

n

(1��

a

n

) =

N

Q

n

=Q

(1 � �

a

n

) = �

n

(1). Pro libovolné mjf , m > 1, oznaème n nejvìt¹ího dìlitele

èísla f dìlitelného pouze prvoèísly dìlícími m. Z vìty 1 plyne N

Q

n

=Q

m

(1 � �

a

n

) =

1� �

a

m

pro libovolné a 2 Z nesoudìlné s f a tedy generátory tvaru 1� �

a

m

takové,

¾e (m;

f

m

) > 1, lze vypustit.

Vìta 2. Nech» K je abelovské tìleso, f jeho konduktor. Grupa kruhových jed-

notek tìlesa K je generována následující koneènou mno¾inou generátorù:

f�1g [ f"

n;a

; 1 < njf; (n;

f

n

) = 1; a 2 Z; (a; n) = 1g;

kde

"

n;a

=

�

N

Q

n

=K

n

(1� �

a

n

) pokud n není mocninou prvoèísla,

N

Q

n

=K

n

�

(1� �

a

n

)(1� �

n

)

�1

�

pokud n je mocninou prvoèísla.

Dùkaz. Má-li být nìjaký souèin mocnin generátorù D z pøedchozího dùsledku

jednotkou tìlesa K, musí být norma tohoto souèinu vzhledem k K=Q jednotkou Q ,

tj. �1. V tom pøípadì to je souèin mocnin generátorù zmínìných ve vìtì. Naopak

ka¾dé "

n;a

je jednotka tìlesa K.

Lemma 3. Nech» � je Dirichletùv charakter s konduktorem f

�

, nech» m; f 2 N

jsou taková, ¾e mjf a f

�

jf . Pak platí

X

amod

?

f

�(a) ln j1� �

a

m

j =

(

'(f)

'(m)

P

bmod

?

m

�(b) ln j1� �

b

m

j pokud f

�

jm,

0 pokud f

�

- m.

Dùkaz. Pøedpokládejme nejdøíve, ¾e f

�

jm. Pak v sumì sèítanec odpovídající a

je urèen pouze zbytkovou tøídou modulom, v ní¾ a le¾í. Kanonický homomor�smus

(Z=fZ)

?

! (Z=mZ)

?

je surjektivní, proto na libovolnou tøídu b + mZ se zobrazí

právì

'(f)

'(m)

tøíd a+ fZ.

Pøedpokládejme nyní, ¾e f

�

- m. Uva¾me diagram

(Z=fZ)

?

����! (Z=f

�

Z)

?

�

����! C

�

?

?

y

(Z=mZ)

?

Existuje celé èíslo c � 1 (modm) nesoudìlné s f takové, ¾e �(c) 6= 1. V opaèném

pøípadì by toti¾ f

�

jm. Odtud plyne

�(c)

X

amod

?

f

�(a) ln j1� �

a

m

j =

X

amod

?

f

�(ac) ln j1� �

ac

m

j =

X

amod

?

f

�(a) ln j1� �

a

m

j:



19. KRUHOVÉ JEDNOTKY 63

Lemma 4. Nech» � je netriviální Dirichletùv charakter s konduktorem f

�

, nech»

m je pøirozené èíslo takové, ¾e f

�

jm. Oznaème m

0

, resp. f

0

�

, souèin v¹ech prvoèísel

dìlících m, resp. f

�

. Jestli¾e prvoèíslo p a pøirozené èíslo d splòují f

0

�

jd a pdjm

0

,

pak platí

X

b=1;:::;m

(b;pd)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j = (1� �(p))

X

b=1;:::;m

(b;d)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j:

Dùkaz. Platí

X

b=1;:::;m

(b;d)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j �

X

b=1;:::;m

(b;pd)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j =

X

b=1;:::;m

(b;d)=1

pjb

�(b) ln j1� �

b

m

j

=

X

c=1;:::;

m

p

(c;d)=1

�(cp) ln j1� �

cp

m

j = �(p)

X

c=1;:::;

m

p

(c;d)=1

�(c) ln

p

Y

i=1

j1� �

c

m

�

i

p

j

= �(p)

X

c=1;:::;

m

p

(c;d)=1

p

X

i=1

�(c+ i

m

p

) ln j1� �

c+i

m

p

m

j = �(p)

X

b=1;:::;m

(b;d)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j;

odkud plyne lemma.

Dùsledek. Nech» � je netriviální Dirichletùv charakter s konduktorem f

�

, nech»

m je pøirozené èíslo takové, ¾e f

�

jm. Pak platí

X

bmod

?

m

�(b) ln j1� �

b

m

j =

�

Y

pjm

(1� �(p))

�

X

b=1;:::;m

(b;f

�

)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j;

kde v souèinu probíhá p v¹echna prvoèísla dìlící m.

Dùkaz. Indukcí dostaneme z lemmatu 4 uvedený vzorec, v nìm¾ v¹ak v souèinu

bude p probíhat prvoèísla pjm, p - f

�

. Av¹ak pro pjf

�

je pøíslu¹ný èinitel roven 1.

Lemma 5. Nech» � je netriviální sudý Dirichletùv charakter s konduktorem f

�

,

nech» m je pøirozené èíslo takové, ¾e f

�

jm. Pak platí

X

b=1;:::;m

(b;f

�

)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j = ��(�)L(1; ��);

kde �(�) znaèí Gaussovu sumu a L(1; �) je hodnota pøíslu¹né L-funkce.

Dùkaz. Platí

X

b=1;:::;m

(b;f

�

)=1

�(b) ln j1� �

b

m

j =

X

amod

?

f

�

�(a)

m=f

�

X

c=1

ln j1� �

a+cf

�

m

j

=

X

amod

?

f

�

�(a) ln

�

�

m=f

�

Y

c=1

(1� �

a

m

�

c

m=f

�

)

�

�

=

X

amod

?

f

�

�(a) ln j1� �

a

f

�

�

�

= �

f

�

�(��)

L(1; ��)
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podle vìty 1 kapitoly 18. Lemma plyne z lemmat 1 a 2 kapitoly 18.

Vìta 3. (Ramachandra) Nech» K je reálné abelovské tìleso. Rozlo¾me konduk-

tor f tìlesa K na prvoèinitele: f =

Q

s

i=1

p

e

i

i

, kde p

1

; : : : ; p

s

jsou rùzná prvoèísla,

e

1

; : : : ; e

s

2 N . Pro libovolné I � f1; : : : ; sg polo¾me m

I

=

Q

i2I

p

e

i

i

. Oznaème

# = N

Q

f

=K

�

Y

;6=I�f1;:::;sg

(1� �

m

I

)

�

; "

�

=

�

�1

(#)

#

pro ka¾dé � 2 Gal(K=Q). Pak platí "

�

2 C a oznaèíme-li C

0

grupu generovanou

v E v¹emi jednotkami "

�

, kde � 2 Gal(K=Q) n fid

K

g, spolu se v¹emi odmocninami

z jedné le¾ícími v K, pak má C

0

v E koneèný index

jE=C

0

j = 2

jXj�1

h �

s

Y

i=1

Y

�2Xnf�

0

g

p

i

-f

�

('(p

e

i

i

) + 1� �(p

i

));

kde X znaèí grupu Dirichletových charakterù odpovídající K (tj. K = K

X

), �

0

je

triviální charakter, f

�

je konduktor charakteru � a ' je Eulerova funkce.

Dùkaz. To, ¾e "

�

2 C, plyne z vìty 2. Oznaème W grupu v¹ech odmocnin z

jedné, které le¾í v K. Pak W � C (viz poznámku 1 za de�nicí kruhových jednotek)

a platí, ¾e E=W a C

0

=W jsou koneènì generované komutativní grupy bez torze.

Zøejmì platí E=C

0

' (E=W )=(C

0

=W ). Tento index spoèteme pomocí dùsledku 1

vìty 4 kapitoly 5. Oznaème r = [K : Q ] � 1 a zvolme fundamentální jednotky (tj.

generátory E=W , viz de�nici regulátoru v kapitole 16) �

1

; : : : ; �

r

. Pak existují celá

èísla a

j;�

a �

�

2W tak, ¾e pro ka¾dé � 2 Gal(K=Q) n fid

K

g platí

"

�

= �

�

r

Y

j=1

�

a

j;�

j

;

odkud plyne pro libovolné � 2 Gal(K=Q)

ln j�("

�

)j =

r

X

j=1

a

j;�

ln j�(�

j

)j;

maticovì

(ln j�("

�

)j)

�;�2Gal(K=Q)nfid

K

g

= (a

j;�

)

�2Gal(K=Q)nfid

K

g

j=1;:::;r

� (ln j�(�

j

)j)

j=1;:::;r

�2Gal(K=Q)nfid

K

g

:

Ov¹em podle dùsledku 1 vìty 4 kapitoly 5 platí j det(a

j;�

)

�;j

j = jE=C

0

j a podle

de�nice regulátoru R = j det(ln j�(�

j

)j)

j;�

j, tedy

det(ln j�("

�

)j)

�;�2Gal(K=Q)nfid

K

g

= jE=C

0

j �R:

Na druhou stranu

det(ln j�("

�

)j)

�;�2Gal(K=Q)nfid

K

g

= det(ln j��

�1

(#)j � ln j�(#)j)

�;�2Gal(K=Q)nfid

K

g

=

Y

�2Xnf�

0

g

X

�2Gal(K=Q)

�(�) ln j�(#)j
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podle lemmatu 1, v nìm¾ klademe f(�) = ln j�(#)j, nebo» X je mo¾né identi�kovat

s grupou charakterù na Gal(K=Q) (viz konec kapitoly 12). Ov¹em

X

�2Gal(K=Q)

�(�) ln j�(#)j =

X

�2Gal(K=Q)

�(�)

X

�2Gal(Q

f

=K)

ln

�

�

�

Y

;6=I�f1;:::;sg

��(1� �

m

I

)

�

�

�

=

X

amod

?

f

�(a) ln

�

�

�

Y

;6=I�f1;:::;sg

(1� �

a

m

I

)

�

�

�

=

X

;6=I�f1;:::;sg

X

amod

?

f

�(a) ln

�

�

1� �

a

m

I

�

�

=

X

;6=I�f1;:::;sg

f

�

jm

I

'(f)

'(m

I

)

X

bmod

?

f

�

�(b) ln

�

�

1� �

b

m

I

�

�

podle lemmatu 3. Dùsledek lemmatu 4 a lemma 5 pak dají

X

�2Gal(K=Q)

�(�) ln j�(#)j

=

X

;6=I�f1;:::;sg

f

�

jm

I

'(f)

'(m

I

)

�

Y

pjm

I

(1� �(p))

�

X

b=1;:::;m

I

(b;f

�

)=1

�(b) ln

�

�

1� �

b

m

I

�

�

= ��(�)L(1; ��)

X

;6=I�f1;:::;sg

f

�

jm

I

�

Y

i2f1;:::;sgnI

'(p

e

i

i

)

��

Y

i2I

(1� �(p

i

))

�

= ��(�)L(1; ��)

Y

i2f1;:::;sg

p

i

-f

�

('(p

e

i

i

) + 1� �(p

i

))

Dosazením dostaneme

jE=C

0

j �R =

�

�

�

Y

�2Xnf�

0

g

�

��(�)L(1; ��)

Y

i2f1;:::;sg

p

i

-f

�

('(p

e

i

i

) + 1� �(p

i

))

�

�

�

�

:

Dle vzorce na konci kapitoly 18 platí

Y

�2Xnf�

0

g

�(�)L(1; ��) = 2

jXj�1

Rh;

odkud plyne vìta.

Dùsledek. Nech» K je abelovské tìleso. Grupa kruhových jednotek C tìlesa K

má koneèný index v grupì E v¹ech jednotek tohoto tìlesa.

Dùkaz. Staèí ukázat, ¾e obì grupy E a C mají tý¾ rank. Jestli¾e K není reálné,

pak mají grupa jednotek K a grupa jednotek jeho maximálního reálného podtìlesa

K

+

= K\R tý¾ rank (viz Dirichletovu vìtu o jednotkách), pøitom grupa kruhových

jednotek tìlesa K

+

je podgrupou grupy kruhových jednotek tìlesa K. Staèí tedy

vìtu dokázat pro reálná K. To v¹ak plyne z pøedchozí vìty.
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Vìta 4. Nech» p je liché prvoèíslo, n 2 N . Pro index grupy kruhových jednotek

p

n

-tého kruhového tìlesa Q

p

n

platí

jE=Cj = h

+

;

kde h

+

znaèí poèet tøíd divizorù tìlesa Q

p

n

\ R = Q (�

p

n

+ �

�1

p

n

).

Dùkaz. Oznaème E grupu jednotek tìlesa K = Q

p

n

, W grupu odmocnin z

jedné v tomto tìlese; je tedy W generovaná �1 a � = �

p

n

. Dále E

+

= E \ R znaèí

grupu jednotek tìlesa K

+

= Q

p

n

\R. Oznaème dále C, resp. C

+

, grupy kruhových

jednotek tìlesa K, resp. K

+

. U¾ijme vìtu 3 pro tìleso K

+

. Pak # = N

K

+

K

(1� �) =

(1��)(1��

�1

). Pro libovolný automor�smus � 2 G = Gal(K=Q), urèený pøedpisem

�

�1

(�) = �

s

, platí

"

�

=

(1� �

s

)(1� �

�s

)

(1� �)(1� �

�1

)

= �

(1�s)

(1� �

s

)

2

(1� �)

2

= �

2

�

;

kde

�

�

= �

(1�s)=2

(1� �

s

)

(1� �)

2 E

+

:

Dle vìty 3 pro grupu C

0

generovanou v E

+

mno¾inou f�1g [ f"

�

; � 2 Gg platí

jE

+

=C

0

j = 2

[K

+

:Q]�1

h

+

. Odtud plyne, ¾e pro grupu C

00

generovanou v E

+

mno¾i-

nou f�1g [ f�

�

; � 2 Gg platí jE

+

=C

00

j = jE=C

0

j=jC

00

=C

0

j = h

+

, nebo» jC

00

=C

0

j =

2

[K

+

:Q]�1

. Vìta bude dokázána, uká¾eme-li, ¾e jE=Cj = jE

+

=C

00

j. Nejprve uka¾me,

¾e C =WC

00

. Podle vìty 2 je C generováno �1 a jednotkami (1� �

a

p

r

)(1� �

p

r

)

�1

,

kde pøirozené èíslo r � n a celé èíslo a není dìlitelné p. Podle vìty 1 platí

(1� �

a

p

r

)(1� �

p

r

)

�1

= N

Q

p

n

=Q

p

r

�

(1� �

a

p

n

)(1� �

p

n

)

�1

�

;

a tedy (1� �

a

p

r

)(1� �

p

r

)

�1

2WC

00

. Opaèná inkluze je zøejmá. Pro dùkaz vìty nyní

postaèí dokázat E =WE

+

. Inkluze WE

+

� E je jasná. Pro dùkaz opaèné inkluze

bude zapotøebí dokázat následující dvì lemmata, proto nyní dùkaz vìty 4 pøeru¹íme

s tím, ¾e bude dokonèen, jakmile doká¾eme lemma 7.

Lemma 6. Nech» p je liché prvoèíslo, n 2 N . Pak okruhem celých èísel tìlesa

K = Q

p

n

je okruh Z[�] = ff(�); f(x) 2 Z[x]g, kde � = �

p

n

.

Dùkaz. Proto¾e K = Q(�) = Q (1 � �) je tìleso stupnì s = '(p

n

) (viz dùsledek

vìty 1 kapitoly 4), tvoøí 1; 1� �; (1� �)

2

; : : : ; (1� �)

s�1

bazi K (jako¾to vektoro-

vého prostoru nad Q ). Nech» � je celé èíslo tìlesa K. Pak existují racionální èísla

a

0

; a

1

; : : : ; a

s�1

tak, ¾e

(*) � =

s�1

X

i=0

a

i

(1� �)

i

:

Chceme ukázat a

i

2 Z. Podle vìty 1 kapitoly 14 se prvoèíslo p totálnì vìtví v K,

nebo» pro divizory platí (p) = (1 � �)

s

. Uva¾me exponent � tìlesa K pøíslu¹ný

prvku 1 � �; � je tedy jediné prodlou¾ení p-adického exponentu na K. Platí tedy
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�(1 � �) = 1. Proto¾e �(a) � 0 (mod s) pro libovolné a 2 Q , je �(a

i

(1 � �)

i

) �

i (mod s). Proto v souètu (*) mají sèítanci rùznou hodnotu exponentu � a tedy

0 � �(�) = min

0�i<s

(i+ �(a

i

)):

Proto �(a

i

) � 0 pro ka¾dé i = 0; 1; : : : ; s� 1. Upravme (*) do tvaru

� =

s�1

X

i=0

b

i

�

i

;

kde b

i

2 Q nemají p ve jmenovateli. Pro libovolné � 2 G = Gal(K=Q) pak platí

�(�) =

s�1

X

i=0

b

i

�(�)

i

:

Proto¾e jGj = s, mù¾eme z tìchto s lineárních rovnic spoèítat b

i

pomocí �(�).

Matice soustavy je

(�(�)

i

)

�2G; i=0;1;:::;s�1

;

její diskriminant je Vandermondùv, tedy roven souèinu rozdílù �(�)� �(�):

det(�(�)

i

)

�2G; i=0;1;:::;s�1

=

Y

1�i<j<p

n

p-ij

(�

j

� �

i

);

ov¹em 1 � �

j�i

je dìlitelem p v okruhu celých èísel tìlesa K (viz dùkaz zmínìné

vìty 1 kapitoly 14) a tedy uvedený Vandermondùv determinant je souèin vhodné

jednotky tìlesa K s nìjakou mocninou èísla 1� �. Vynásobíme-li matici inverzní k

matici soustavy vhodnou mocninou prvoèísla p, dostaneme matici, její¾ prvky jsou

celá algebraická èísla. Proto pro èísla b

i

vypoètená z uvedené soustavy lineárních

rovnic platí: b

i

je rovno celému algebraickému èíslu vydìlenému nìjakou mocninou

prvoèísla p. Proto¾e víme z pøedchozího, ¾e b

i

je racionální èíslo, jeho¾ jmenovatel

není dìlitelný p, platí b

i

2 Z.

Lemma 7. Nech» p je liché prvoèíslo, n 2 N , E grupa jednotek tìlesa K = Q

p

n

,

W grupa odmocnin z jedné v tomto tìlese, E

+

= E\R. Pak pro libovolnou jednotku

" 2 E existují � 2W a � 2 E

+

tak, ¾e " = ��.

Dùkaz. Oznaème � =

"

�"

, kde jednotka �" je komplexnì konjugovaná s ". Pak

� je celé algebraické èíslo takové, ¾e pro libovolné � 2 G = Gal(Q

p

n

=Q) platí

j�

�

j = 1 (zde jsme vyu¾ili toho, ¾e restrikce komplexní konjugovanosti je prvek G,

a toho, ¾e G je komutativní grupa). Pak minimální mnohoèleny '

�

r

2 Z[x], kde

r 2 N , mají koe�cienty omezené v absolutní hodnotì. Ov¹em takových mnohoèlenù

je jen koneènì mnoho a proto se musí zaèít opakovat. To znamená, ¾e � 2 W ,

tedy � = ��

a

pro nìjaké celé èíslo a. Pøedpokládejme nejprve, ¾e � = ��

a

. Podle

lemmatu 6 existují b

i

2 Z tak, ¾e

" =

'(p

n

)�1

X

i=0

b

i

�

i

;
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Pak platí

" �

'(p

n

)�1

X

i=0

b

i

� �" = ��

�a

" � �" (mod1� �);

odkud 1� �j(2"), spor. Je tedy � = �

a

. Nech» c 2 Z splòuje 2c � a (modp

n

). Pak

pro � = �

�c

" platí �� = � a tedy � 2 E

+

.

Poznámka. Z dùsledku vìty 3 plyne koneènost grupy E=C pro libovolné abelov-

ské tìleso. Díky vìtì 4 víme, ¾e v nìkterých speciálních pøípadech je znám i vzorec

pro poèet prvkù této faktorgrupy. Speciální pøípad vìty 4 pro p-té kruhové tìleso

Q

p

, kde p je prvoèíslo, znal ji¾ Kummer (místo o poètu prvkù faktorgrupy psal o

podílu regulátoru jednotek, kterým teï øíkáme kruhové, a regulátoru v¹ech jedno-

tek, co¾ je v¹ak toté¾ { viz dùkaz vìty 3). Vzorec z vìty 4 byl zobecnìn Sinnottem

(1978) na pøípad obecného kruhového tìlesa: je-li pøirozené èíslo m 6� 2 (mod4),

pak pro m-té kruhové tìleso Q

m

platí jE=Cj = 2

a

h

+

, kde h

+

je poèet tøíd divizorù

tìlesa Q

+

m

= Q

m

\ R a èíslo a je urèeno poètem g prvoèísel dìlících m takto: je-li

g = 1, pak a = 0, je-li g > 1, pak a = 2

g�2

+ 1 � g. V roce 1980 Sinnott zobec-

nil svùj vzorec na libovolné abelovské tìleso, opìt je index urèen jako souèin h

+

s

jistým výrazem, který ji¾ poèet tøíd divizorù neobsahuje. Toto zobecnìní v¹ak není

explicitní, zmínìný výraz toti¾ obsahuje poèty prvkù jistých koneèných faktorgrup,

které bývá velmi nesnadné urèit (v podstatì jde o kohomologické grupy).

Je jasné, ¾e nìkdy lze získat jistou informaci o poètu tøíd divizorù studiem kru-

hových jednotek; pokud bychom napøíklad pro p-té kruhové tìleso na¹li nìjakou

jednotku ", která by nebyla kruhová, znamenalo by to, ¾e pro nìjaké pøirozené èíslo

r > 1 je jednotka "

r

kruhová, a je-li r nejmen¹í s touto vlastností, pak rjh

+

. V

souèasné dobì v¹ak nikdo neví, jak takové nekruhové jednotky konstuovat (výjim-

kou jsou snad reálná kvadratická tìlesa, pro které je znám algoritmus na výpoèet

fundamentální jednotky pomocí øetìzových zlomkù).

20. Nìkteré nezbytnosti z algebraické geometrie

V celé kapitole pøedpokládáme, ¾e K je tìleso.

De�nice. n-rozmìrným a�nním prostorem nad K rozumíme kartézskou moc-

ninu K

n

. Budeme jej znaèit A

n

(K), tj.

A

n

(K) = f(x

1

; : : : ; x

n

); x

1

; : : : ; x

n

2 Kg:

De�nice. n-rozmìrným projektivním prostorem nad K rozumíme rozklad na

mno¾inì K

n+1

� f(0; : : : ; 0)g pøíslu¹ný ekvivalenci � de�nované takto: pro libo-

volné (n+ 1)-tice (x

1

; : : : ; x

n+1

), (y

1

; : : : ; y

n+1

) 2 K

n+1

polo¾íme (x

1

; : : : ; x

n+1

) �

(y

1

; : : : ; y

n+1

) právì tehdy, kdy¾ existuje � 2 K

�

, které pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; n+1g

splòuje podmínku x

i

= �y

i

. Tento n-rozmìrný projektivní prostor nad K budeme

znaèit P

n

(K), tøídu rozkladu (tj. bod projektivního prostoru) obsahující (n+1)-tici

(x

1

; : : : ; x

n+1

) budeme znaèit [x

1

; : : : ; x

n+1

].

Poznámka. Nech» x

1

; : : : ; x

n+1

2 K, pøièem¾ alespoò jedno z nich je rùzné

od nuly. Jestli¾e x

n+1

6= 0, pak platí [x

1

; : : : ; x

n+1

] = [

x

1

x

n+1

; : : : ;

x

n

x

n+1

; 1], èím¾

je pevnì dán bod (

x

1

x

n+1

; : : : ;

x

n

x

n+1

) 2 A

n

(K). Jestli¾e naopak x

n+1

= 0, urèuje
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[x

1

; : : : ; x

n+1

] jednoznaènì bod [x

1

; : : : ; x

n

] 2 P

n�1

(K). Mù¾eme tedy n-rozmìrný

projektivní prostor

"

rozdìlit\ na n-rozmìrný a�nní prostor a na

"

èást nevlastních

bodù\, kterou je (n�1)-rozmìrný projektivní prostor. Toto rozdìlení není kanonické

{ lze to provést mnoha zpùsoby.

Poznámka. Je-li dán homogenní polynom F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 K[t

1

; : : : ; t

n+1

]

o n + 1 promìnných nad K stupnì k a bod [x

1

; : : : ; x

n+1

] 2 P

n

(K), má smysl

se ptát, zda F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0. Je-li toti¾ [x

1

; : : : ; x

n+1

] = [y

1

; : : : ; y

n+1

], pak

existuje � 2 K

�

, které pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; n + 1g splòuje podmínku x

i

= �y

i

.

Pak ov¹em F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = F (�y

1

; : : : ; �y

n+1

) = �

k

� F (y

1

; : : : ; y

n+1

) a tedy

F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0 právì kdy¾ F (y

1

; : : : ; y

n+1

) = 0.

De�nice. Nech» F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 K[t

1

; : : : ; t

n+1

] je homogenní polynom stupnì

k. Mno¾ina

C = f[x

1

; : : : ; x

n+1

] 2 P

n

(K); F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0g

se nazývá nadplocha stupnì k v P

n

(K). Je-li n = 2, hovoøíme také o køivce stupnì

k v P

2

(K).

Poznámka. Parciální derivací homogenního mnohoèlenu je opìt homogenní

mnohoèlen. Má proto smysl následující de�nice.

De�nice. Nech» F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 K[t

1

; : : : ; t

n+1

] je homogenní polynom stupnì

k a

C = f[x

1

; : : : ; x

n+1

] 2 P

n

(K); F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0g

pøíslu¹ná nadplocha. Bod [x

1

; : : : ; x

n+1

] 2 C se nazývá singulární, jestli¾e pro ka¾dé

i 2 f1; : : : ; n+ 1g platí

@F

@x

i

(x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0:

Nadplocha C se nazývá singulární, existuje-li alespoò jeden její singulární bod.

Pøíklad. Uva¾me reálnou projektivní rovinu P

2

(R). Abychom se vyhnuli in-

dexùm, budeme psát x; y; z místo t

1

; t

2

; t

3

. Kubický mnohoèlen F

1

(x; y; z) =

x

3

+ x

2

z � y

2

z nám de�nuje kubickou køivku C

1

(tj. køivku stupnì 3)

C

1

= f[x; y; z] 2 P

2

(R); F

1

(x; y; z) = 0g:

Jistì [0; 0; 1] 2 C

1

. Tento bod je singulární, nebo»

@F

1

@x

= 3x

2

+ 2xz;

@F

1

@y

= �2yz;

@F

1

@z

= x

2

� y

2

:

Je tedy C

1

singulární køivka. Uva¾me nyní mnohoèlen F

2

(x; y; z) = x

3

+ xz

2

� y

2

z

a pøíslu¹nou kubickou køivku

C

2

= f[x; y; z] 2 P

2

(R); F

2

(x; y; z) = 0g:

Hledejme singulární body na C

2

. Platí

@F

2

@x

= 3x

2

+ z

2

;

@F

2

@y

= �2yz;

@F

2

@z

= 2xz � y

2

:
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Z

@F

2

@x

= 0 plyne x = 0 a z = 0, pak ale z

@F

2

@z

= 0 plyne i y = 0. Singulární bod na

C

2

tedy neexistuje a proto C

2

není singulární køivka.

De�nice. Eliptická køivka nad K je uspoøádaná dvojice (E ; O), kde E je nesin-

gulární kubická køivka v P

2

(K) a O 2 E .

Poznámka. Je mo¾né zavést pojem biracionální ekvivalence dvou køivek, spoèí-

vající v tom, ¾e existují transformace prostoru pøevádìjící jednu køivku na druhou

a obrácenì, pøièem¾ tyto transformace jsou

"

pìkné\ v tom smyslu, ¾e transformaèní

rovnice jsou dány homogenními polynomy tého¾ stupnì nad K. Precizní zavedení

tohoto pojmu je v¹ak èasovì nároèné a proto od nìj upou¹tím. Tento pojem je zde

zapotøebí pouze proto, abychom si ukázali, ¾e vlastnì neztrácíme nic na obecnosti,

omezíme-li se na eliptické køivky speciálního tvaru. Nebudeme tedy ani dokazovat

následující vìtu.

Vìta. Libovolná eliptická køivka nad K je biracionálnì ekvivalentní s nìjakou

eliptickou køivkou (E ; O) následujícího tvaru (pøièem¾ transformace pøevádìjí vy-

znaèený bod jedné køivky na vyznaèený bod druhé køivky)

E = f[x; y; z] 2 P

2

(K); F (x; y; z) = 0g;

kde

F (x; y; z) = y

2

z + a

1

xyz + a

2

yz

2

� x

3

� a

3

x

2

z � a

4

xz

2

� a

5

z

3

;

a

1

; : : : ; a

5

2 K a O = [0; 1; 0].

Poznámka. Ka¾dá eliptická køivka ve vý¹e uvedeném tvaru má jeden nevlastní

bod (toti¾ O) a v a�nní èásti je dána rovnicí

y

2

+ a

1

xy + a

2

y = x

3

+ a

3

x

2

+ a

4

x+ a

5

:

Tato rovnice se nazývá Weierstrassova rovnice. Pokud charakteristika tìlesa K

není ani 2 ani 3, lze Weierstrassovu rovnici dále zjednodu¹it. Mù¾eme pak to-

ti¾ pøedpokládat, ¾e a

1

= a

2

= a

3

= 0 a tedy Weierstrassova rovnice je tvaru

y

2

= x

3

+ a

4

x+ a

5

.

21. Aritmetika eliptických køivek

V celé kapitole pøedpokládáme, ¾e K je tìleso charakteristiky rùzné od 2 a 3 a

¾e je dána eliptická køivka (E ; O), kde O = [0; 1; 0] a E je dána Weierstrassovou

rovnicí

y

2

= x

3

+ ax+ b;

kde a; b 2 K. Jak plyne z následující vìty, dùsledkem na¹ich pøedpokladù je, ¾e

4a

3

+ 27b

2

6= 0.

Vìta. Rovnice y

2

= x

3

+ax+b je Weierstrassovou rovnicí nìjaké eliptické køivky,

právì kdy¾ platí 4a

3

+ 27b

2

6= 0.

Dùkaz. Polo¾me F (x; y; z) = y

2

z � x

3

� axz

2

� bz

3

. Platí

@F

@x

= �3x

2

� az

2

;

@F

@y

= 2yz;

@F

@z

= y

2

� 2axz � 3bz

2

:
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Pøedpokládejme, ¾e [x; y; z] je singulární bod. Pak z = 0 implikuje x = y = 0, spor.

Je tedy z 6= 0. Proto y = 0 a pro 
 =

x

z

platí 3


2

= �a, 2a
 = �3b. Jestli¾e a = 0,

pak také b = 0. Naopak pro a = b = 0 je bod [0; 0; 1] singulární. Zabývejme se dále

pøípadem a 6= 0. Platí 
 = �

3b

2a

, 


2

= �

a

3

=

9b

2

4a

2

, tj. 4a

3

+ 27b

2

= 0. Zbývá ovìøit,

¾e [
; 0; 1] vyhovuje rovnici, co¾ je snadné:




3

+ a
 + b =

�

�

3b

2a

��

�

a

3

�

+ a

�

�

3b

2a

�

+ b =

b

2

�

3b

2

+ b = 0:

Poznámka. Na¹ím cílem je de�novat na E grupovou operaci +. Je tøeba tedy

najít nìjaký pøedpis, jak dvìma bodùm z E pøiøadit tøetí. Máme-li dány dva rùzné

body z E , mù¾eme jimi vést pøímku. Dosazením rovnice této pøímky do Weierst-

rassovy rovnice získáme kubickou rovnici, její¾ dva koøeny známe. Existuje proto

tøetí koøen, který lze snadno spoèítat. Tento tøetí koøen odpovídá tøetímu prùseèíku

pøímky s eliptickou køivkou (který mù¾e popøípadì i splynout s nìkterým z daných

bodù).

Podobnì mù¾eme postupovat i v pøípadì, kdy vezmeme dvakrát tý¾ bod z E :

sestrojíme v tomto bodì teènu k E . Proto¾e K nemusí být tìleso reálných èísel,

je mo¾ná vhodné upøesnit, co rozumíme touto teènou: je to taková pøímka, ¾e po

dosazení její rovnice do rovnice eliptické køivky dostaneme kubickou rovnici, ve

které bod dotyku odpovídá koøenu alespoò dvojnásobnému. Zbylý koøen pak odpo-

vídá dal¹ímu prùseèíku pøímky s eliptickou køivkou (který by opìt mohl splynout

s daným bodem).

V obou pøípadech nám dvojice bodù z E urèila dal¹í bod z E . Tato binární

operace by nám v¹ak nevytvoøila z E grupu (je zøejmé, ¾e tato operace obecnì

nemá neutrální prvek).

Operaci + na E de�nujeme takto: pro libovolné body A; B 2 E oznaème C bod

z E jimi urèený. Souètem A+B pak nazveme bod z E urèený body C a O.

Pøíklad. Nevlastní pøímka z = 0 má s E trojnásobný bod dotyku O: dosazením

z = 0 do rovnice y

2

z = x

3

+ axz

2

+ bz

3

dostaneme rovnici x

3

= 0, která má

trojnásobný koøen x = 0. Proto pro A = B = O je i C = O a tedy i A+B = O. Je

tedy O + O = O.

Uva¾me pøípad A = O, B 6= O. Pak B = [�; �; 1] pro vhodné �; � 2 K. Pøímka

urèená body O, B má rovnici x = �z (nevlastním bodem této pøímky je O, vlastní

body jsou [�; y; 1] pro v¹echna y 2 K). Je zøejmé, ¾e C = [�;��; 1] a ¾e tøetí bod

na pøímce urèené C a O je B. Ovìøili jsme tedy, ¾e platí O +B = B.

Je zøejmé, ¾e operace + je komutativní. Víme tedy, ¾e (E ;+) je komutativní

grupoid s neutrálním prvkem O a ¾e pro ka¾dý bod A 2 E existuje bod B 2 E

splòující A + B = O (je-li A = O, vezmeme B = O; je-li A = [�; �; 1], vezmeme

B = [�;��; 1]).

Poznámka. K dùkazu tvrzení, ¾e (E ;+) je komutativní grupa, je tøeba dokázat,

¾e + je asociativní operace. To ale není snadné a omezíme se pouze na konstatování

tohoto faktu bez dùkazu.

Vìta. Na eliptické køivce (E ; O) nad K de�nujeme operaci + takto:

1. Pro libovolné A 2 E klademe A+ O = O + A = A.

2. Pro libovolné A = [�; �; 1] 2 E je také B = [�;��; 1] 2 E a klademe A+B = O.

(Tento bod B pak oznaèujeme �A.)
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3. Pro libovolné A = [�; �; 1] 2 E , B = [
; �; 1] 2 E takové, ¾e B 6= �A, polo¾me

k =

(

���

��


je-li A 6= B,

3�

2

+a

2�

je-li A = B,

� = k

2

� �� 
;

� = �� + k(�� �);

pak platí [�; �; 1] 2 E a klademe A+ B = [�; �; 1] 2 E .

Pak (E ;+) je komutativní grupa.

Poznámky. Dùkaz toho, ¾e + je asociativní operace, je mimo mo¾nosti na¹í

pøedná¹ky. Eliptické køivky tvoøí komutativní grupu i nad tìlesy charakteristiky 2

a 3. Je v¹ak tøeba uva¾ovat obecnìj¹í tvar Weierstrassovy rovnice a proto i vzorce

popisující sèítání bodù jsou komplikovanìj¹í.

22. Body koneèného øádu na eliptických køivkách

Ve Weierstrassovì teorii eliptických funkcí je dokázáno, ¾e máme-li dvì kom-

plexní èísla g

2

, g

3

taková, ¾e polynom 4x

3

� g

2

x � g

3

nemá násobný koøen (tj.

g

3

2

�27g

2

3

6= 0), pak mù¾eme pomocí jistých urèitých integrálù najít komplexní èísla

!

1

; !

2

, nazývané periody. Tyto periody jsou R-lineárnì nezávislé a v aditivní grupì

komplexních èísel generují podgrupu

L = Z!

1

+ Z!

2

= fn

1

!

1

+ n

2

!

2

; n

1

; n

2

2 Zg:

Takovým podgrupám C øíkáme møí¾ka (anglicky lattice). Aèkoli lze generátory L

zvolit rùznými zpùsoby, ukazuje se, ¾e møí¾ka L jednoznaènì urèuje èísla g

2

, g

3

pomocí vzorcù

g

2

= 60

X

!2L

! 6=0

1

!

4

; g

3

= 140

X

!2L

! 6=0

1

!

6

:

Pomocí møí¾ky L mù¾eme de�novat Weierstrassovu } funkci pøedpisem

}(u) =

1

u

2

+

X

!2L

! 6=0

 

1

(u� !)

2

�

1

!

2

!

:

Platí, ¾e øada de�nující Weierstrassovu } funkci konverguje absolutnì a stejnomìrnì

na ka¾dé kompaktní podmno¾inì C n L a de�nuje meromorfní funkci na C , která

má dvojnásobný pól s nulovým residuem v ka¾dém bodì L a jinde póly nemá.

De�nice.Nech» L � C je møí¾ka. Eliptická funkce (vzhledem k L) je meromorfní

funkce f(z), která je periodická vzhledem k L, tj. pro kterou platí f(z+ !) = f(z)

pro ka¾dé ! 2 L, z 2 C .

Weierstrassova } funkce je tedy sudá eliptická funkce. Platí dokonce, ¾e libo-

volnou sudou eliptickou funkci lze získat dosazením funkce } do vhodné racionální

lomené funkce. Proto¾e }

0

=

d}

du

je lichá eliptická funkce, z pøedchozího plyne,
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¾e (}

0

)

2

lze vyjádøit racionální lomenou funkcí pomocí funkce }. Toto vyjádøení

mù¾eme dokonce popsat explicitnì pomocí g

2

; g

3

: platí

(}

0

)

2

= 4}

3

� g

2

}� g

3

:

Pro libovolné komplexní èíslo u =2 L tedy dostáváme bod (s komplexními souøadni-

cemi)

P (u) = (}(u); }

0

(u))

na eliptické køivce

E : y

2

= 4x

3

� g

2

x� g

3

;

pøitom pro u 2 L dode�nujeme P (u) jako nevlastní bod na zmínìné køivce. Tím

jsme de�novali zobrazení P : C ! E(C ). Napoprve asi pøekvapí, ¾e toto zobrazení

je homomor�smus aditivních grup, tj. ¾e platí

P (u

1

+ u

2

) = P (u

1

) + P (u

2

);

kde na levé stranì je sèítání komplexních èísel, kde¾to + na pravé stranì znamená

sèítání bodù na eliptické køivce (kde bod O je nevlastní). Proto máme izomor�smus

grup C =L ' E(C ). Uvìdomme si, ¾e grupa C =L je izomorfní s pøímým souèinem

dvou kopií grupy R=Z, neboli souèinem dvou jednotkových kru¾nic v C (chápaných

jako multiplikativní grupy), tj. je to torus.

Tvrzení. Nech» E(C ) je eliptická køivka (daná Weierstrassovou rovnicí), oznaè-

me E(C )[n] podgrupu grupy E(C ) slo¾enou z tìch bodù, jejich¾ øád (v této grupì)

dìlí n. Pak E(C )[n] je pøímý souèin dvou cyklických grup øádu n.

Pro libovolné tìleso algebraických èísel K platí K � C . Jsou-li koe�cienty Weier-

strassovy rovnice prvkyK, má smysl hovoøit o podgrupì E(K) grupy E(C ) (do které

patøí kromì nevlastního bodu O právì ty body E(C ), které mají souøadnice v K).

Pøedpokládejme nyní, ¾e K=Q je Galoisovo roz¹íøení a ¾e koe�cienty Weierst-

rassovy rovnice jsou racionální èísla. Pro libovolné � 2 Gal(K=Q) a libovolné

P 2 E(K) de�nujeme �(P ) 2 E(K) takto: �(O) = O a pro P 6= O, P = (x; y)

klademe �(P ) = (�(x); �(y)). Snadno se ovìøí, ¾e � : E(K) ! E(K) je grupový

homomor�smus.

Tvrzení. Nech» E je eliptická køivka dána Weierstrassovou rovnicí

y

2

= x

3

+ ax

2

+ bx+ c

s a; b; c 2 Q . Pak platí

1. Je-li P = (x

1

; y

1

) 2 E(C ) bod øádu n, pak x

1

a y

1

jsou algebraická èísla.

2. Nech» f(x

1

; y

1

); : : : ; (x

m

; y

m

); Og = E(C )[n]. (Z pøedchozího víme, ¾e m =

n

2

� 1.) Oznaème K = Q (E [n]) = Q(x

1

; y

1

; : : : ; x

m

; y

m

) tìleso generované

souøadnicemi v¹ech bodù, jejich øád dìlí n. Pak platí, ¾e K=Q je Galoisovo

roz¹íøení.

Cvièení 34. Nech» n

1

; n

2

jsou nesoudìlná pøirozená èísla. Doka¾te, ¾e pak

Q(E [n

1

n

2

]) je kompositum tìles Q (E [n

1

]), Q (E [n

2

]).
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Pro libovolné � 2 Gal(K=Q) máme de�nován automor�smus grupy E(K). Pro-

to¾e prvek øádu n se automor�smem zobrazí na prvek tého¾ øádu, dostáváme zú-

¾ením automor�smus grupy E(C )[n]. To je v¹ak souèin dvou cyklických grup øádu

n. Oznaème P

1

, P

2

generátory E(C )[n]. Proto¾e automor�smus je urèen obrazy

generátorù, pro urèení � : E(C )[n] ! E(C )[n] staèí znát celá èísla a

�

, b

�

, c

�

, d

�

splòující

�(P

1

) = a

�

P

1

+ b

�

P

2

�(P

2

) = c

�

P

1

+ d

�

P

2

:

Naopak zbytkové tøídy modulo n obsahující èísla a

�

, b

�

, c

�

, d

�

jsou automor�smem

� urèeny jednoznaènì. Snadno se ovìøí, ¾e pøiøazení

�

n

: � 7!

�

a

�

c

�

b

�

d

�

�

je vnoøení (tj. injektivní homomor�smus) Gal(K=Q) ! GL

2

(Z=nZ), kde GL

2

(R)

znaèí multiplikativní grupu v¹ech 2� 2 matic s prvky v okruhu R, jejich¾ determi-

nant je jednotka okruhu R.

Poznámka. Vnoøení nìjaké studované grupy do jiné jednodu¹¹í se nazývají re-

prezentace, proto �

n

se nazývá Galoisova reprezentace. O u¾iteènosti reprezentací

jsme se u¾ pøesvìdèili, uvìdomme si, ¾e reprezentací je námi u¾ívaný izomor�s-

mus Gal(Q

m

=Q) ! (Z=mZ)

?

. Jak vyplyne z následujících pøíkladù, �

n

bijekcí být

nemusí.

Pøíklad 1. Uva¾me eliptickou køivku

E : y

2

= x(x� 1)(x� 2):

Pak E(C )[2] = fO; (0; 0); (1; 0); (2; 0)g se skládá výhradnì z racionálních bodù. Je

tedy Q (E [2]) = Q , Gal(Q(E [2])=Q ) = f�

0

g a �

2

(�

0

) =

�

1 0

0 1

�

.

Pøíklad 2. Uva¾me eliptickou køivku

E : y

2

= x

3

+ x:

Pak E(C )[2] = fO; (0; 0); (i; 0); (�i; 0)g. Je tedy Q (E [2]) = Q (i), Gal(Q(E [2])=Q ) =

f�

0

; �

1

g obsahuje dva prvky, identitu �

0

a komplexní konjugovanost �

1

. Zvolme

generátory napøíklad takto: P

1

= (0; 0), P

2

= (i; 0). Pak �

1

(P

1

) = P

1

, �

1

(P

2

) =

(�i; 0) = P

1

+ P

2

, tedy

�

2

(�

0

) =

�

1 0

0 1

�

; �

2

(�

1

) =

�

1 1

0 1

�

:

Pøíklad 3. Uva¾me eliptickou køivku

E : y

2

= x

3

� 2:

Pak E(C )[2] = fO; (

3

p

2; 0); (�

3

p

2; 0); (�

2

3

p

2; 0)g, kde � =

�1+

p

�3

2

. Odtud plyne

Q(E [2]) = Q (�;

3

p

2), Gal(Q(E [2])=Q ) = fid; �; �

2

; �; ��; �

2

�g, kde � a � jsou urèeny

podmínkami

�(

3

p

2) = �

3

p

2;

�(�) = �;

�(

3

p

2) =

3

p

2;

�(�) = �

2

:
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Zvolme generátory napøíklad takto: P

1

= (

3

p

2; 0), P

2

= (�

3

p

2; 0). Pak

�

2

(�) =

�

0 1

1 1

�

; �

2

(�) =

�

1 1

0 1

�

:

Body koneèného øádu v aditivní grupì vhodné eliptické køivky lze u¾ít ke kon-

strukci abelovských roz¹íøení kvadratického imaginárního tìlesa podobnì jako body

koneèného øádu v multiplikativní grupì jednotkové kru¾nice (tj. odmocniny z jedné)

jsme vyu¾ili ke konstrukci abelovských roz¹íøení racionálních èísel. Uka¾me si tuto

konstrukci v jednom speciálním pøípadì, toti¾ pro tìleso Q(i).

Uva¾me eliptickou køivku C : y

2

= x

3

+x. Zobrazení � : C(C ) ! C(C ) de�nované

pøedpisem �(O) = O a �(P ) = (�x; iy) pro P = (x; y) je zøejmì grupový homo-

mor�smus (uvìdomte si, ¾e grupová operace je de�nována tak, ¾e body P a �P

jsou bodu se stejnou x-ovu a opaènou y-ovou souøadnicí a ¾e platí P

1

+P

2

+P

3

= O

právì kdy¾ body P

1

, P

2

, P

3

le¾í na jedné pøímce; obì tyto podmínky zobrazení �

zachová). Proto¾e �(�(P )) = �P pro ka¾dé P 2 C(C ), je � automor�smus grupy

C(C ).

Nech» K=Q je Galoisovo roz¹íøení takové, ¾e i 2 K a nech» � 2 Gal(K=Q). Víme,

¾e � urèí automor�smus grupy C(K), zú¾ení  na C(K) je také automor�smem této

grupy. Zjistìme, kdy platí � � � = � � �. Nech» P = (x; y) 2 C(K) je libovolný. Pak

platí

�(�(P )) = �(�x; iy) = (��(x); �(i)�(y));

�(�(P )) = �(�(x); �(y)) = (��(x); i�(y)):

Podmínka ��� = ��� je tedy splnìna, jestli¾e �(i) = i, tj. jestli¾e � 2 Gal(K=Q(i)).

Proto budeme moci vyu¾ít  pro studium Gal(K=Q(i)).

Vìta 1. Nech» C je eliptická køivka y

2

= x

3

+ x. Pro ka¾dé pøirozené èíslo

n oznaème K

n

= Q (i)(C[n]) tìleso generované i a souøadnicemi bodù køivky C,

jejich¾ øád dìlí n. Pak platí: K

n

=Q je Galoisovo roz¹íøení a grupa Gal(K

n

=Q(i)) je

komutativní.

Dùkaz. Zvolíme-li pevnì generátory P

1

, P

2

grupy C(C )[n], urèí  podmínkami

 (P

1

) = aP

1

+ bP

2

 (P

2

) = cP

1

+ dP

2

matici

A =

�

a c

b d

�

2 GL

2

(Z=nZ):

Podle pøedchozího výpoètu víme, ¾e pro libovolné � 2 Gal(K

n

=Q (i)) platí

A�

n

(�) = �

n

(�)A:

Proto¾e �

n

je vnoøení, plyne vìta z následujících lemmat.

Lemma 1. Nech» A je jako ve vìtì, ` prvoèíslo dìlící n. Pak A není skalární

matice modulo `, tj. je splnìna aspoò jedna z podmínek

b 6� 0 (mod `); c 6� 0 (mod `); a 6� d (mod `):
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Dùkaz. Pøedpokládejme naopak, ¾e pro nìjaké prvoèíslo `jn a nìjaké pøirozené

èíslo m platí

�

a b

c d

�

�

�

m 0

0 m

�

(mod `):

Pak pro ka¾dé P 2 C[`] platí �(P ) = mP . Oznaème � prvek Gal(K

n

=Q) odpovída-

jící komplexní konjugovanosti (pøi nìjakém za�xovaném vlo¾ení K

n

! C ). Proto¾e

�(i) = �i, pro libovolné P = (x; y) 2 C[`] platí

�(�(P )) = �(�x; iy) = (�(�x); �(iy)) = (��(x);�i�(y)) = ��(�(P ));

a tedy

m�(P ) = �(mP ) = �(�(P )) = ��(�(P )) = �m�(P );

odkud 2m�(P ) = O pro ka¾dé P 2 C[`], a tedy 2mP = O pro ka¾dé P 2 C[`], nebo»

� jen permutuje prvky C[`]. Platí tedy `j2m. Kdyby `jm, platilo by �(P ) = O pro

ka¾dé C[`], co¾ není mo¾né, nebo» �(�(P ) = �P . Je tedy ` = 2, co¾ se snadno

vyvrátí výpoètem: v oznaèení pøíkladu 2 odpovídá � matice

�

1 1

0 1

�

.

Lemma 2. Nech» A 2 GL

2

(Z=nZ) je matice, kteráA není skalární maticí modulo

` pro ¾ádné prvoèíslo ` dìlící n. Pak

fB 2 GL

2

(Z=nZ) : AB = BAg

je abelovská podgrupa grupy GL

2

(Z=nZ).

Dùkaz. Lze snadno (i kdy¾ ponìkud zdlouhavì) provést metodami lineární al-

gebry (viz Silverman, Tate, Rational points on elliptic curves, str. 208-210).

Poznámka. Námi dokázanou vìtu 1 lze obrátit, znaènì hluboká je následující

vìta (srovnejte s vìtou Kroneckera-Webera).

Vìta 2. Nech» C je eliptická køivka y

2

= x

3

+ x. Pro ka¾dé pøirozené èíslo

n oznaème K

n

= Q (i)(C[n]) tìleso generované i a souøadnicemi bodù køivky C,

jejich¾ øád dìlí n. Pak platí: pro libovolné Galoisovo roz¹íøení F=Q(i) takové, ¾e

Gal(F=Q(i)) je komutativní, existuje pøirozené èíslo n tak, ¾e F � K

n

.

Poznámka. Pokusme se struènì shrnout, jak vypadá zobecnìní vìt 1 a 2 pro

ostatní imaginární kvadratická tìlesa. Nejprve zmiòme výsledek tzv.

"

class �eld

theory\ (èeský pøeklad

"

teorie tìles tøíd\ se nev¾il). Nech» K je tìleso algebraických

èísel. Pak existuje tìleso H, které je nejvìt¹í tìleso obsahující K takové, ¾e H=K

je Galoisovo roz¹íøení s komutativní Galoisovou grupou a souèasnì v H=K není

rozvìtvený ¾ádný prvodivizor tìlesa K. Tìleso H se nazývá Hilbertovo tìleso tøíd

tìlesa K a jeho nejdùle¾itìj¹í vlastnost je ta, ¾e grupa tøíd divizorù tìlesa K je

izomorfní s Galoisovou grupou Gal(H=K), pøièem¾ izomor�smus je dán Artinovým

zobrazením (viz kapitolu 13).

Nech» K je nyní libovolné imaginární kvadratické tìleso, R jeho okruh celých

èísel. Pak R je møí¾ka v C , proto pomocí vzorcù z úvodu kapitoly pro L = R

dostaneme komplexní èísla g

2

, g

3

a tedy i eliptickou køivku

E : y

2

= 4x

3

� g

2

x� g

3
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s diskriminantem � = g

3

2

� 27g

2

3

a tzv. j-invariantem j =

1728g

3

2

�

. Tato køivka

je analyticky izomorfní (tj. biracionálnì ekvivalentní, pøièem¾ neutrální bod jedné

køivky je pøevádìn na neutrální bod druhé) s eliptickou køivkou zadanou rovnicí

s koe�cienty v K(j), konkrétnì s

E

0

: y

2

+ xy = x

3

�

36

j�1728

x�

1

j�1728

;

je-li j 6= 0, j 6= 1728 (pro j = 0 je tøeba vzít køivku danou rovnicí y

2

+ y = x

3

, pro

j = 1728 zase nám známou y

2

= x

3

+ x).

Pak platí, ¾e j je celé algebraické èíslo, ¾e [K(j) : K] = [Q(j) : Q ] a ¾e H = K(j)

je Hilbertovo tìleso tøíd tìlesa K.

Pro libovolné pøirozené èíslo n oznaème H

n

= H(E

0

[n]). Pak platí, ¾e H

n

=K je

Galoisovo roz¹íøení a Gal(H

n

=H) je komutativní (pøitom Gal(H

n

=K) být komuta-

tivní nemusí). Naopak, libovolné abelovské roz¹íøení tìlesa K je podtìlesem tìlesa

H

n

pro vhodné n. V¹imnìte si, ¾e pro j = 1728 jde o obsah vìt 1 a 2, pro obecnìj¹í

pøípad, kdy j 2 Q , jde o jejich pøesnou analogii. Jestli¾e v¹ak j =2 Q , platí H 6= K.

Situaci v¹ak lze pro j =2 Q zachránit takto: místo tìlesa H

n

uva¾ujeme tìleso H

0

n

vzniklé pøidáním k H nikoli obou souøadnic tìch bodù E

0

, jejich¾ øád dìlí n, ale

jen x-ových souøadnic tìchto bodù. Pak abelovská roz¹íøení tìlesa K jsou právì

podtìlesa tìles H

0

n

.

23. Modulární køivky

Uva¾me dvì eliptické køivky E

1

, E

2

a jim odpovídající møí¾ky L

1

, L

2

. Platí vìta

tvrdící, ¾e E

1

je analyticky izomorfní s E

2

, právì kdy¾ møí¾ky L

1

a L

2

jsou podobné

(tj. existuje nenulové � 2 C tak, ¾e L

1

= �L

2

).

Pro danou møí¾ku L a dané pøirozené èíslo k > 1 oznaème

G

2k

(L) =

X

!2L

! 6=0

1

!

2k

(srovnejte s g

2

, g

3

ze zaèátku kapitoly 22). Dále polo¾me

�(L) = (60G

4

(L))

3

� 27(140G

6

(L))

2

; j(L) = 1728(60G

4

(L))

3

(�(L))

�1

(v¹imnìte si, ¾e �(L) je diskriminant a j(L) je j-invariant eliptické køivky odpoví-

dající møí¾ce L).

Snadno se ovìøí, ¾e platí

G

2k

(�L) = �

�2k

G

2k

(L); �(�L) = �

�12

�(L); j(�L) = j(L):

De�nièní obor tìchto funkcí je mno¾ina møí¾ek. Je jasné, ¾e funkci j lze uva¾ovat

na rozkladu mno¾iny møí¾ek podle ekvivalence dané podobností. (Poznamenejme,

¾e v¹echny uvedené funkce jsou pøíklady tzv. modulárních forem.)

Oznaème

H = f� 2 C ; Im(�) > 0g; a L

�

= Z+ Z�
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pro � 2 H . Dále polo¾me

G

2k

(�) = G

2k

(L

�

); �(�) = �(L

�

); j(�) = j(L

�

):

Je zøejmé, ¾e ka¾dá møí¾ka je podobná s L

�

pro vhodné � 2 H . Promysleme si, kdy

jsou dvì møí¾ky L

�

, L

�

0

pro �; �

0

2 H podobné. Je to právì tehdy, kdy¾ existuje

nenulové � 2 C tak, ¾e Z�+ Z��

0

= Z+ Z� , tj. právì kdy¾ existují a; b; c; d 2 Z

tak, ¾e

�

0

� = a� + b; � = c� + d

a ad�bc = �1. Pøitom podmínka �; �

0

2 H implikuje ad�bc > 0. Jsou tedy L

�

, L

�

0

pro �; �

0

2 H podobné, právì kdy¾ �

0

=

a�+b

c�+d

, kde a; b; c; d 2 Z splòují ad� bc = 1.

Dostáváme tedy, ¾e grupa

SL

2

(Z) =

��

a b

c d

�

; a; b; c; d 2 Z; ad� bc = 1

�

úèinkuje na H transformací


 =

�

a b

c d

�

: H ! H 
(�) =

a� + b

c� + d

:

Pøitom zøejmì triviální úèinek mají pouze matice

�

1 0

0 1

�

a

�

�1 0

0 �1

�

. Fak-

torizací podle podgrupy mající tyto dva prvky dostaneme tzv. modulární grupu

PSL

2

(Z) = SL

2

(Z)=f�1g.

Tvrzení. Pro zmínìnou akci SL

2

(Z) na H platí:

(a) Pro libovolné � 2 H existuje jeho okolí U tak, ¾e pro libovolné 
; 


0

2 SL

2

(Z),


 6= �


0

platí, ¾e 
U a 


0

U jsou disjunktní.

(b) Oblast F = f� 2 H ; jRe(�)j �

1

2

; j� j � 1g je fundamentální oblastí pro

H = SL

2

(Z), tj. kanonické zobrazení F ! H = SL

2

(Z) je surjekce a jeho restrikce

na vnitøek F je injekce.

(c) Oznaème S =

�

0 �1

1 0

�

, T =

�

1 1

0 1

�

; pak S

2

= �1 a (ST )

3

= �1. Platí, ¾e

PSL

2

(Z) je grupa generovaná prvky S a ST volnì vzhledem k relacím S

2

= 1

a (ST )

3

= 1.

(d) Zobrazení

j : H = SL

2

(Z)! C

je komplexní analytický izomor�smus (otevøených) Riemannových ploch.

Máme tedy bijekci mezi Riemannovou plochou H = SL

2

(Z) a rozkladem mno¾iny

v¹ech eliptických køivek nad C na tøídy analyticky izomorfních køivek. Pro libo-

volné � 2 H bodu � (modSL

2

(Z)) odpovídá tøída eliptických køivek analyticky

izomorfních s C =(Z + Z�). Pøitom platí, ¾e v této tøídì existuje eliptická køivka s

rovnicí s koe�cienty z tìlesa Q(j(�)).

De�nice. Pro libovolné pøirozené èíslo n de�nujme podgrupu �

0

(N) grupy

SL

2

(Z) takto:

�

0

(N) =

��

a b

c d

�

2 SL

2

(Z); N jc

�

:
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Uva¾me nyní H =�

0

(N). Pak máme pøirozené zobrazení H =�

0

(N)! H = SL

2

(Z) a

tedy opìt libovolnému � 2 H bodu � (mod�

0

(N)) máme pøiøazenu tøídu eliptických

køivek analyticky izomorfních s C =(Z+Z�). Toto zobrazení samozøejmì pro N > 1

u¾ není bijekce. Bod � (mod�

0

(N)) v sobì obsahuje je¹tì dal¹í informaci. Uka¾me

si jakou. Zvolme pevnì


 =

�

a b

c d

�

2 �

0

(N)

a uva¾me zobrazení f : C ! C dané pøedpisem f(z) =

z

c�+d

. Proto¾e Z + Z� =

Z(a� + b) + Z(c� + d), platí f(Z+ Z�) = Z+ Z
(�) a tedy f indukuje zobrazení

�

f : C =(Z + Z�)! C =(Z + Z
(�)):

Zøejmì f0;

1

N

;

2

N

; : : : ;

N�1

N

g je podgrupa øádu N grupy C =(Z + Z�). Uká¾eme, ¾e

platí

�

f(

t

N

(modZ+ Z�)) =

at

N

(modZ+ Z
(�)). Toti¾ N jbc = 1� ad a platí

f

�

t

N

�

�

at

N

=

t

N(c� + d)

�

at

N

=

(at

c

N

)� � t

1�ad

N

c� + d

2 f(Z+ Z�) = Z+ Z
(�):

Dostali jsme, ¾e akce libovolného 
 2 �

0

(N) nechává podgrupu f0;

1

N

;

2

N

; : : : ;

N�1

N

g

na místì. Je v¹ak mo¾né dokázat více, jak ukazuje následující vìta.

Vìta. Nech» N 2 N . Existuje hladká a�nní køivka Y

0

(N) de�novaná nad Q (tj.

urèena polynomiálními rovnicemi s racionálními koe�cienty) a komplexní analytický

izomor�smus

j

N

: H =�

0

(N)! Y

0

(N)

takový, ¾e platí: nech» � 2 H =�

0

(N) a nech» K = Q (j

N

(�)), pak � jednoznaènì

odpovídá jisté tøídì rozkladu mno¾iny v¹ech dvojic (E ; C), kde E je eliptická køivka

nad C a C její cyklická podgrupa øádu N , podle ekvivalence � dané podmínkou

(E ; C) � (E

0

; C

0

), právì kdy¾ existuje analytický izomor�smus E ! E

0

zobrazující

C na C

0

. V této tøídì existuje dvojice (E ; C) taková, ¾e rovnice E má koe�cienty

v K a body z C mají souøadnice v K.

Komplexní pøímka C = Y

0

(1) má pøirozenou kompakti�kaci { projektivní pøímku

P

1

(C ), vzniklou pøidáním jediného bodu k C . Proto je jasné, ¾e pøirozenou kom-

pakti�kací H = SL

2

(Z) dostaneme pøidáním jediného bodu. Podobnì ke køivce Y

0

(N)

existuje její pøirozená kompakti�kace X

0

(N). Køivka X

0

(N) je pøíkladem tzv. mo-

dulárních køivek. Nìkteré modulární køivky jsou samy eliptické (napøíklad X

0

(11)

je eliptická køivka), pro nìkteré dal¹í existuje surjektivní zobrazení � : X

0

(N)! E

de�nované pomocí polynomù s racionálními koe�cienty do nìjaké eliptické køivky

E nad Q (tj. E je urèena rovnicí s racionálními koe�cienty). Pokud pro eliptickou

køivku E nad Q pro nìjaké N takové zobrazení � existuje, øekneme, ¾e E je Weilova

køivka. Je jasné, ¾e Weilova køivka je bohat¹í o strukturu modulární køivky pøe-

nesenou na ni zobrazením � a ¾e tuto strukturu bude asi mo¾né vyu¾ít pøi studiu

aritmetiky této køivky.

Hypotéza (Taniyama { Weil). Ka¾dá eliptická køivka de�novaná nad Q je

Weilova køivka.

Nedávno byla tato hypotéza dokázána pro tzv. semistabilní eliptické køivky A.

Wilesem.
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De�nice. Pro danou eliptickou køivku E de�novanou nad Q vyberme mezi v¹emi

eliptickými køivkami, které jsou s ní izomorfní nad Q (tj. izomor�smus je zadán po-

mocí polynomù s racionálními kore�cienty) a jejich¾ rovnice má celoèíselné koe�ci-

enty, tu eliptickou køivku, která má nejmen¹í absolutní hodnotu diskriminantu. Pro

libovolné prvoèíslo p mù¾eme koe�cienty této rovnice nahradit pøíslu¹nou zbytko-

vou tøídou modulo p a uva¾ovat tak tuto rovnici nad tìlesem Z=pZ. Pokud p nedìlí

diskriminant vybrané eliptické køivky, získaná rovnice je rovnicí eliptické køivky

nad Z=pZ. Pokud naopak p dìlí zmínìný diskriminant, urèí získaná rovnice kubic-

kou singulární køivku nad Z=pZ. Taková køivka má právì jeden singulární bod, v

nìm¾ má buï dvì rùzné teèny nebo jednu dvojnásobnou teènu. Øekneme, ¾e E je

semistabilní, jestli¾e pro ¾ádné prvoèíslo p nenastane pøípad dvojnásobné teèny.

Z Wilesova dùkazu hypotézy Taniyamy a Weila byla jako dùsledek získána velká

Fermatova vìta; u¾ døíve se vìdìlo, ¾e z pøípadného protipøíkladu k velké Ferma-

tovì vìtì lze konstruovat pøíklad semistabilní eliptické køivky, která nemù¾e být

modulární (viz pøilo¾ený Rokytùv pøeklad poøadu odvysílaného BBC pro pro ¹ir¹í

veøejnost, dal¹í podrobnosti lze najít v èlánku J. Nekováøe

"

Modulární køivky a

Fermatova vìta\, Mathematica Bohemica 119 (1994), str. 79-96, kterým doplòuje

zprávu K. A. Ribeta

"

Wiles dokázal Taniyamovu hypotézu; dùsledkem je Fermatova

vìta\, str. 75-78 tamté¾).
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