
Domáćı úkol z 1. března 2018
(odevzdává se 8. března 2018)

Ćılem této domáćı úlohy je dokázat výsledek L. Skuly.
Nejprve připomeňme definici teorie divizor̊u oboru integrity R: necht’

D je pologrupa s jednoznačným rozkladem, R∗ = R − {0}. Ř́ıkáme, že
homomorfismus pologrup δ : R∗ → D je teoríı divizor̊u oboru integrity R,
jestliže jsou splněny následuj́ıćı tři podmı́nky:

(1) pro libovolné α, β ∈ R∗ plat́ı α | β v R, právě když δ(α) | δ(β) v D;

(2) pro libovolné α, β ∈ R∗ a libovolné c ∈ D splňuj́ıćı c | δ(α), c | δ(β)
v D plat́ı:

α+ β 6= 0 =⇒ c | δ(α+ β),

α− β 6= 0 =⇒ c | δ(α− β);

(3) pro libovolné a, b ∈ D plat́ı: jestliže

{α ∈ R∗; a | δ(α)} = {β ∈ R∗; b | δ(β)},

pak a = b.

A nyńı konečně zadáńı domáćı úlohy:

(i) Dokažte, že podmı́nka (3) je ekvivalentńı s podmı́nkou: pro libovolné
a ∈ D existuj́ı α0, α1, . . . , αn ∈ R∗ takové, že a je největš́ı společný
dělitel prvk̊u δ(α0), δ(α1), . . . , δ(αn);

(ii) Dokažte, že plat́ı-li pro homomorfismus δ podmı́nka (3), pro libovolné
b ∈ D existuj́ı β0, β1, . . . , βn, γ ∈ R∗ tak, že bδ(γ) je nejmenš́ı společný
násobek prvk̊u δ(β0), δ(β1), . . . , δ(βn);

(iii) Dokažte, že podmı́nka (2) je d̊usledek podmı́nek (1) a (3).

Částečný návod:
Při d̊ukazu jednoho směru (i) nejprve odvod’te z podmı́nky (3), že pro

dané a ∈ D existuje α0 ∈ R∗ tak, že a | δ(α0). Pak rozložte δ(α0) =
pk11 . . . pknn , kde p1, . . . , pn jsou r̊uzné prvodivizory, k1, . . . , kn přirozená č́ısla,
a dokažte pro každé i = 1, . . . , n existenci αi ∈ R∗ splňuj́ıćıho a | δ(αi),
api - δ(αi). Nakonec vysvětlete, proč takto zvolené prvky splňuj́ı požadované.

Při d̊ukazu (ii) nejprve odvod’te z podmı́nky (3), že pro dané b ∈ D
existuje ρ ∈ R∗ a c ∈ D tak, že bc = δ(ρ). Podle části (i) k prvku c
existuj́ı α0, α1, . . . , αn ∈ R∗ takové, že c je nejvěťśı společný dělitel prvk̊u
δ(α0), δ(α1), . . . , δ(αn). Označte γ = α0α1 . . . αn a pro každé i = 0, 1, . . . , n
položte βi = ργ/αi. Vysvětlete, proč takto zvolené prvky splňuj́ı požadované.


