
Domáćı úkol z 8. března 2018
(odevzdává se 15. března 2018)

(i) Dokažte následuj́ıćı zobecněńı Eisensteinova kritéria:

Necht’ K je těleso, v : K → Z∪{∞} valuace na K. Necht’ pro polynom

f = anx
n + · · ·+ a1x + a0 ∈ K[x]

je splněno v(an) = 0, v(a0) = 1 a pro každé i = 1, 2, . . . , n − 1 plat́ı
v(ai) ≥ 1. Pak je polynom f ireducibilńı nad tělesem K.

(ii) Dokažte, že existuje-li alespoň jedna valuace v : K → Z ∪ {∞} na
tělese K, pak pro každé přirozené č́ıslo n existuje konečné rozš́ı̌reńı
tělesa K stupně n.

Částečný návod:
Dokažte si následuj́ıćı užitečné vlastnosti každé valuace v : K → Z∪{∞}

na libovolném tělese K:

• v(1) = 0;

• jsou-li a, b ∈ K takové, že v(a) 6= v(b), pak v(a+ b) = min{v(a), v(b)}.

Úlohu (i) m̊užete řešit sporem takto: jestlǐze polynom f neńı ireducibilńı
nad tělesem K, pak existuj́ı nekonstantńı polynomy g1, g2 ∈ K[x] tak, že
f = g1g2, nav́ıc lze předpokládat, že g1 je normovaný polynom. Pro i =
1, 2 označme mi nejmenš́ı hodnotu valuace v na koeficientech polynomu gi,
přičemž nejmenš́ı j takové, že valuace v nabývá minimálńı hodnoty mi na
koeficientu u xj, označme ji. Ukažte, že v(aj1+j2) = m1 + m2, m1 ≤ 0,
m2 ≤ 0, odkud odvod’te m1 = m2 = 0, j1 + j2 = n a dojděte ke sporu.


