
Domáćı úkol z 3. května 2018
(odevzdává se 10. května 2018)

Necht’ v0 je libovolná valuace na tělese k, označme

o = {α ∈ k; v0(α) ≥ 0}

okruh této valuace a I0 = {α ∈ k; v0(α) > 0} jediný maximálńı ideál tohoto
okruhu, necht’ F0 = o/I0 je těleso zbytk̊u valuace v0; pro libovolné α ∈ o
bude α ∈ F0 značit odpov́ıdaj́ıćı zbytek.

Necht’ dále K je konečné rozš́ı̌reńı tělesa k, označme v1, . . . , vm všechna
prodloužeńı valuace v0 na těleso K. Pro každé s = 1, . . . ,m necht’ je

Os = {α ∈ K; vs(α) ≥ 0}

okruh valuace vs a Is = {α ∈ K; vs(α) > 0} jediný maximálńı ideál tohoto
okruhu, necht’ Fs = Os/Is je těleso zbytk̊u valuace vs; pro libovolné α ∈ Os

bude α(s) ∈ Fs značit odpov́ıdaj́ıćı zbytek. Necht’ es a fs jsou index větveńı
a stupeň inercie valuace vs vzhledem k v0, což znamená, že pro libovolné
α ∈ k plat́ı vs(α) = es ·v0(α) a po kanonickém vnořeńı F0 do Fs (kdy α ∈ F0

ztotožńıme s α(s) ∈ Fs pro každé α ∈ o) je fs stupeň rozš́ı̌reńı tělesa Fs nad
tělesem F0.

Na semináři jsme dokázali, že O = ∩ms=1Os je celý uzávěr okruhu o v K.
Dı́ky větě o aproximaci v́ıme, že lze zvolit prvky ωsi ∈ O, kde 1 ≤ s ≤ m,
1 ≤ i ≤ fs, tak, aby ωs1

(s), . . . , ωsfs
(s) tvořilo bázi tělesa Fs nad tělesem F0

a současně aby pro každé j ∈ {1, . . . ,m} − {s} a každé i = 1, . . . , fj platilo
vj(ωsi) ≥ ej .

Vı́me také, že O je okruh s jednoznačným rozkladem s ireducibilńımi
prvky π1, . . . , πs, které jsou určeny (až na asociovanost v O) podmı́nkami

vj(πs) =

{
1, je-li j = s,

0, je-li j 6= s.

V daľśım textu budeme pracovat se systémem prvk̊u

ωsiπ
j
s, kde 1 ≤ s ≤ m, 1 ≤ i ≤ fs, 0 ≤ j < es, (1)

př́ıpadně s lineárńımi kombinacemi tohoto systému

α =

m∑
s=1

fs∑
i=1

es−1∑
j=0

csijωsiπ
j
s, kde csij ∈ k. (2)

1. Předpokládejme, že v lineárńı kombinaci (2) jsou všechny koeficienty
csij ∈ o, přičemž alespoň jeden z těchto prvk̊u je jednotkou okruhu o.
Vysvětlete, proč v takovém př́ıpadě vždy lze vybrat s0 ∈ {1, . . . ,m},



i0 ∈ {1, . . . , fs0} a j0 ∈ {0, . . . , es0−1} tak, že v0(cs0i0j0) = 0 a současně
pro každé i ∈ {1, . . . , fs0} a j ∈ {0, . . . , es0 − 1} plat́ı

j < j0 =⇒ v0(cs0ij) > 0.

Ukažte, že pak plat́ı vs0(α) = j0.

2. Dokažte, že systém prvk̊u (1) je lineárně nezávislý nad tělesem k.

3. Dokažte, že plat́ı nerovnost

m∑
s=1

esfs ≤ [K : k].

4. Dokažte, že je-li rozš́ı̌reńı K tělesa k separabilńı, pak systém prvk̊u (1)
tvoř́ı fundamentálńı bázi okruhu O nad o.

Návod, jak lze postupovat:

1. Vzpomeňte si, jak určit hodnotu valuace součtu v př́ıpadě, kdy jeden
sč́ıtanec má valuaci menš́ı než všichni ostatńı sč́ıtanci.

2. Užijte výsledek z prvńı části.

3. Odvod’te ze druhé části.

4. Využijte věty ze semináře, podle které ze separability rozš́ıřeńı K/k
plyne

∑m
s=1 esfs = [K : k], a tedy podle druhé části je systém prvk̊u

(1) báźı tělesa K nad k. Protože všechny prvky systému (1) patř́ı do O,
stač́ı ukázat, že pokud v rovnosti (2) je nenulové α ∈ O, pak všechny
koeficienty csij ∈ o. To m̊užete ukázat pro pevně zvolené nenulové
α ∈ O takto: označ́ıte-li r nejmenš́ı hodnotu valuace v0 na koeficientech
csij, pak pokud r < 0, pak po vynásobeńı (2) prvkem z tělesa k, jehož
valuace v0 je −r, m̊užete pomoćı výsledku z prvńı části dostat spor.


