Domaci dkol z 3. kvétna 2018
(odevzdava se 10. kvétna 2018)

Necht v je libovolnd valuace na télese k, oznac¢me
o={a € k; v(a) >0}

okruh této valuace a Iy = {a € k; vg(a) > 0} jediny maximédlni idedl tohoto
okruhu, necht Fy = o/l je téleso zbytku valuace vg; pro libovolné a € o
bude @ € Fjy znacit odpovidajici zbytek.

Nechf dale K je kone¢né rozsifeni télesa k, ozna¢me vq,. .., v, viechna
prodlouzeni valuace vg na téleso K. Pro kazdé s = 1,...,m necht je

Os ={a € K; v5(a) > 0}

okruh valuace vs a Iy = {a € K; vs(a) > 0} jediny maximélni idedl tohoto
okruhu, necht Fy = Og/I; je téleso zbytku valuace v; pro libovolné a € O,
bude @®) € F, znacit odpovidajici zbytek. Necht e, a f, jsou index vétveni
a stupen inercie valuace vs vzhledem k vg, coz znamend, ze pro libovolné
a € k plati vg(a) = es-vp(e) a po kanonickém vnofeni Fy do Fs (kdy @ € Fy
ztotoznime s a®) € F, pro kazdé o € 0) je fs stupen rozsiteni télesa Fy nad
télesem Fy.

Na seminari jsme dokézali, ze O = NI, O; je cely uzavér okruhu o v K.
Diky vété o aproximaci vime, Ze lze zvolit prvky ws € O, kde 1 < s < m,
1 <i< f,, tak, aby a1, ... ,@(5) tvorilo bazi télesa Fs nad télesem Fj
a soucasné aby pro kazdé j € {1,...,m} — {s} akazdé i =1,..., f; platilo
Uj (wsi) Z €.

Vime také, ze O je okruh s jednoznaénym rozkladem s ireducibilnimi

prvky 7y, ..., s, které jsou urCeny (az na asociovanost v.O) podminkami
1, jelij=s,
vj(ms) = Do
0, jelij#s.

V dalsim textu budeme pracovat se systémem prvku
wsmg, kde1<s<m,1<i<f,, 0<j<esg, (1)
piipadné s linedrnimi kombinacemi tohoto systému

m  fs es—1

o= ZZ Z csijwsmg, kde Csij € k. (2)

s=1i=1 j=0

1. Predpoklddejme, ze v linedrni kombinaci (2) jsou vSechny koeficienty
Csij € 0, pficemz alespoii jeden z téchto prvki je jednotkou okruhu o.
Vysvétlete, pro¢ v takovém piipadé vzdy lze vybrat sg € {1,...,m},



io € {1,..., fso} ajo € {0,...,es—1} tak, Ze vg(csyipj,) = 0 asoucasné
pro kazdé i € {1,..., fs,} aj € {0,...,es, — 1} plati

j < jo —— UO(Csoz‘j) > 0.
Ukazte, ze pak plati vs, (@) = jo.
. Dokazte, ze systém prvku (1) je linedrné nezavisly nad télesem k.

. Dokazte, ze plati nerovnost

m

> esfs <[K 1kl
s=1

. Dokazte, ze je-li rozsiteni K télesa k separabilni, pak systém prvku (1)
tvoii fundamentdalni bazi okruhu O nad o.

Navod, jak lze postupovat:

1. Vzpomente si, jak urcit hodnotu valuace souctu v pripadé, kdy jeden

séitanec md valuaci mensi nez vsichni ostatni séitanci.
. UZigte vysledek z proni édsti.
. Odvod’te ze druhé édsti.

. Vyuzijte véty ze semindre, podle které ze separability rozsireni K/k
plyne Y""esfs = [K : k], a tedy podle druhé cdsti je systém proki
(1) bdzi télesa K nad k. ProtoZe viechny proky systému (1) patii do O,
staci ukdzat, Ze pokud v rovnosti (2) je nenulové a € O, pak vSechny
koeficienty csij € o. To muZete ukdzat pro pevné zvolené nenulové
a € O takto: oznacite-li v nejmensi hodnotu valuace vy na koeficientech
Csijs pak pokud r < 0, pak po vyndsobeni (2) prvkem z télesa k, jehoZ
valuace vg je —r, muzete pomoct vysledku z pruni édsti dostat spor.



