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Analyza rozptylu dvojného tridéni

Motivace: Zkoumame vliv dvou faktdérA a B na zavisle pro&mnou vel€inu Y.

Nap. zjiStujeme, zda vynosy uité plodiny (ndhodna velina Y) jsou ovlivieny

typem mdy (faktor A) a zgsobem hnojeni (faktor B).r&dpokladame, ze faktor A ma
a urovni (tj. poet typi pady) a faktor B ma b drovni (tj. get zpisohi hnojeni).

Pritom mame [ pokusi takovych, ze na i-tem typuigy byl pouZzit j-ty zfisob

hnojeni. Vysledky (tzn. vynosy dané plodingghto n; pokusi ozn&ime

Yipr Yz Yy, . Omezime se narpady, kdy pdet pozorovanin=c>1 (jde o tzv.
vyvazené fidéni). Vysledky Ize zapsat do tabulky:

faktor B

1 2 ..|b

Ylll; reey Yllc Y121; reey YlZc Ylbls vy Yle
<£ Y211; seey Y21c Y221; srey Y22c Y2b1, srey Y2bc
@)
© .
8 | [ : e

YalL vy Yalc YaZL vy YaZC Yabl, vy Yabc




Analogicky jako u analyzy rozptylu jednoduchékidéni predpokladame, ze data
fidi normalnim rozlozenim, tj.

Yio: YizreoYie~ N(uj 0%, i=1, ...,a,j=1, ..., b

a jednotlivé ndhodné wgby jsou stochasticky nezavisle, tedy

Yik = Hij ¥ Sijk,

kdeze;, jsou stochasticky nezavislé nahodnésimli s rozlozenim N(0g”).

Zajima nas, zda vSechnyeini hodnotyy; jsou stejné.

Pristup k problemu se liSi podle toho, zda faktoryBAsou nezavislé (pak se jedna
0 analyzu rozptylu dvojného tridéni bez interakci) nebo se mohoufakym

zpasobem ovliviovat (jde canalyzu rozptylu dvojného tfidéni s interakcemi).



Oznadeni

n = abg

Y = ZYijk :
k=1
1

M; = EYij.’
b c

Y, = ZZYijk :
=1 k=1

M, :iYi )

- o

a b c

Y = ZZZYijk’
i=1 =1 k=1
n

Analogické ozné&eni zavedeme i pro jiné kombinace indl:
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Predpokladame, zgddkovy faktor A a sloupcovy faktor B se neoiliyi (nag. to
znamena, ze kazdy 2g/it zpisohi hnojeni fisobi stejd na kazdém zeitdruhi
pady).

Nahodné vetiiny Y, sefidi modelem

Mo: Yik =p+oi +Bj+eproi=1, ...,a,]=1,...,b, k=1, ..., diemz

gik Jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi s rozlozenim N(Or;z),

u je spolénacast stedni hodnoty zavisle pramné velEiny,

a; je efekt faktoru A na urovni |,

B je efekt faktoru B na urovni j.

Parametryy, o;, Bj nezname. Pozadujeme, aby platily tzv. reparanatrizovnice:

a b
2.0, =0 B;=0
i=1 =1



Soucty ¢tvercu

Podobnrt jako v analyze rozptylu jednoduchéhiméni se pditaji souty ctverai.

a b c
S = ZZZ(Yi,-k - 'Vl...)2 ... celkovy souet ¢tverc,

izl =1 k=1
pocet stuma volnosti =n -1,
— > 2
Sa = bCZ_I: M, -Mm_) ... Sowet ¢tvercu pro radkovy faktor A,

pocet stuma volnosti iy = a — 1,

b
— 2
Sp = aC_le M, -M_F  souetetverca pro sloupcovy faktor B,
J:

pocet stuma volnostig =b -1,

a b c¢
St :ZZZ(YUK "V'u.)z ... rezidualni soWwet ¢tvercu,

izl j=1 k=1

pocet stupia volnostigE=n—-a—b + 1.



Lze dokdzat, zZe.SS S\ + S + &

g%g(Yijk - M...)2 = bCiZ: (M .~ M )2 +aCJZ:: (M.j. - M...)2 +Z§g(Yijk -M ij.)z

Celkovy pfimér M je bodovym odhademistdni hodnoty,
rozdil M; —M _predstavuje bodovy odhad i-té Ureévtadkového faktoru;

rozdil M ; —M  predstavuje bodovy odhad j-té Urésloupcového faktorf;.
Odhad Y pozorovaniY ma tedy tvar:

?ijk =M_+ (M i M) v (M.j- B M)



Testovani hypotézy o nevyznamnosti sloupcového fakior
Pokud by nezalezelo na sloupcovem faktoru B, plaglhypotez#$, = ... =p,
dostali bychom model
M1 Yik =p + o + g
Platnost uvedené hypotezysdnjeme pomoci testove statistiky
S, /1,

575 /f, ktera seidi rozlozenim F(b-1,n-a-b+1), je-li model Mpravny.
Hypotézu o nevyznamnosti sloupcového faktoru tedyitzemme na hladih
vyznamnostb, kdyz plati:

Fe> Fi,(b-1,n-a-b+1).

0a



Testovani hypotézy o nevyznamnosiiadkoveého faktoru
Kdyby nezalezelo ani nadkovem faktoru, platila by hypotéaa= ... =0,=0 a
dostali bychom model
M2 Yik = + gk
Rozdil mezi modely Ma M, owétujeme pomoci testove statistiky
S, If,

AT S If, ktera seidi rozlozenim F(a-1,n-a-b+1), je-li model M2 spravn
Hypotézu o nevyznamnostdkového faktoru tedy zamitneme na hladifznamnost
a, kdyz plati:

Fao> Fig(a-1,n-a-b+1).



Pfi uvedeném postupu tedy zjifeme, zda zalezi na sloupcovém efektu B. Pokud ne,
plati model M a ptame se, zda zaleziidakovem efektu A, tj. zda plati modebM
Postup Ize samogjme provest i v jiném piadi — nejdiv zkoumameaadkovy efekt A

(tj. ovetujeme platnost modelu MY j = p + B; + &) a poté sloupcovy efekt B. Lze
ukazat, ze obtettzce M) —» M; —» M, a My —» M’ — My’ daji stejné vysledky. (To
plati pouze zaigdpokladu, zej= ¢ pro vSechna i, j.)

Vysledky vyp@tu zapisujeme dtabulky analyzy rozptylu dvojného tridéni bez
interakci.

Zdroj variability | sodetctverai|st. vol. podil Sffe- =2
radkovy efekt A fa = a-1 S/fa 3 :%

fB =b-1 %/fB F _Se/fs

5 s /f,
fe = n-a-b+1S/fe -
fr =n-1 - -

sloupcovy efekt

rezidualni
celkem

o &




Scheffého a Tukeyova metoda mnohonasobného porovréai

Zjistime-li, ze existuji vyznamné rozdily meadky, mizeme pomoci Scheffého nebo
Tukeyovy metody zjistit, které dvojidadki se vyznamalisi. Urcime tedy, které
rozdily o; - a; jsou nenulové (na dané hlaédivyznamnosti).

PodleScheffého metodyzamitneme rovnost = o;, kdyz

— 2(a—1) S _ —a—
Moo > (28 S a-1n-a-be

a podleTukeyovy metody, kdyz

1 S
M =M, |> \/bc B % (an-a-b+1) kde g (a,n-a-b+1) najdeme

v tabulkach kvantil studentizovaného rozi.



Jestlize zjistime vyznamny rozdil mezi sloupcéujeme podob# které dvojice
sloupdi se mezi sebou lisi, tj. ktere rozdgy— B; jsou nenulove.

PodleScheffého metodyzamitneme rovnog = By, kdyz

— Z(b_l) Se —1n—19-—
‘M.j. M.t.‘>\/ - Dn_a_b_l_l[Fl—u(b Ln-a-b+1)

a podleTukeyovy metody, kdyz

N 1 Se L
Moo e S g (bn-a-be)



Priklad:
Byly zaznamenany trzby za prodegieho zbozi Bhem ti stejre dlouhychc¢asovych

obdobi. Ritom byl sledovan jednak vliv baleni zboZadkovy faktor A, Grovie 1 —
baleni v sé&ku, urova 2 — baleni v kraldce) a jednak vliv druhu reklamy (sloupcovy
faktor B, urovét 1 — bez reklamy, urowe2 — reklama v novinach, urav@ — reklama
v TV a novinach). Vysledky prodeje (tj. hodnota maoédho zbozi v milionechd

jsou zaznamenany Vv tabulce:

B
1-bez reklamy2-reklama v novinadl3-reklama v TV a novinach
A|l-baleni v sé&u 1 1 6
2-baleni v kraldice| 3 4 9

Na hladirg vyznamnosti 0,05 jed¢ba posoudit vliv reklamy i vliv baleni zbozi nageh
prodej.



Reseni:

B
1-bez reklamy2-reklama v novinadl3-reklama v TV a novinag
A|l-baleni v s&u 1 1 6
2-baleni v kraliice| 3 4 9

Data zpracujeme pomoci analyzy rozptylu dvojnéfiéni bez interakci. ftom
a=2,b=3,c=1,n=6. Nejprve provedeme paréog/paty:

Souet vSech hodnot: X= 24

Pramér vSech hodnot: M = 24/6 = 4

Réadkové soéty a pimery:

X1.=8,%. =16, M, =8/3=2,67, M. =16/3=5,33

Sloupcove satty a pfiméry:

X1=4,X, =5 X3=15,N; =4/2=2,N, =5/2=2,5, M3 =15/2=7,k.



a=2,b=3,c=1,n=6,

Celkovy sodet a pimér: X =24, M_=24/6 =4
Radkové soéty a paimery: Xl =8, % =16, M, =8/3, M, =16/3,
Sloupcové satty a ptiméry: X, =4, X, =5, X3 =15, M, =4/2=2, Mb, =5/2, M3 = 15/2.

Réadkovy sotet étverai:

s=bcS, - ) =3(3-4) o84 |- Z =105

Sloupcovy sotet ¢tverai:

S, = aCJZ:(M_j_ -M = 2{(2—4)2 +(g —4)2 +(125—4ﬂ =37

Celkovy soudet ¢tverai:
a b ¢

S =22 (Ve - = -4 + (14 + (-4
i=1 j=1 k=1

Rezidualni sotet ¢tveral:

S.=S -S,-S,=48-106-37=0_3.

N

+(3-4) +(4-4) +(9-4)* = 48,



Vysledky zapiSeme dabulky analyzy rozptylu dvojného tridéni bez interakci

Zdroj variability| souset ¢tverai|st. vol|podil S/ g-_S/f

S./f,.
zpasob baleni 10,6 1 10,6 63,99
druh reklamy | 37 2 18,5 110,98
rezidualni 0,3 2 016 -

celkem 48 5 - -

Odpovidajici kvantily:

proradkovy efekt gof1,2) = 18,1,

pro sloupcovy efektdg2,2) = 19.

Protoze ik = 63,99> 18,1, zamitame na hladinyznamnosti 0,05 hypotézu, zeispb
baleni nema vliv na prodej zbozi. Podélsg = 110,98> 19, tedy na hladin
vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, ze druh rekia@nya vliv na prodej zboz



V pripac sloupcového faktoru — druh reklamize pomoci Scheffého nebo Tukeyc
metody zjistit, které druhy reklamy se od sebe lidhladint vyznamnosti 0,05.
Nejprve vypa@itame absolutni hanoty rozditi sloupcovych pirmeéra:

‘M.l. _M..z.‘ = Z_g‘ =05 M.l. _M..s.‘ =‘2_1_25 =35, M.z. _M..s.‘ =‘E_E =3

2 2

Prava strana Schefféeho vzorce je:
\/ 2(b-1) 1 S

ac n—-a-b+l
Vidime, Ze podle Scheffého metody se na hkagyznamnosti 0,05 liSi sloupce 1, 3

(. bez reklamy a s reklamou v TV a novinach) aiptme 2, 3 (ij. s reklamou jen
v novinach a reklamou v TV a novinach).

Prava strana Tukeyova vzorce je:
1 S 016 016
E bn-a-b+1)—,.[— 32)=,—[B833=24
\/ac n—a—b+1ql_a( )_ 5 m10,95( ) 5 3 _

Podle Tukeyovy metody se na hlaglinyzznamnosti 0,05 take liSi sloupce 1, 3 a
slowpce 2, 3. Vyhod§sSi je hodnota ziskana Tukeyovou metodou, protohegesi

[Fl_a(b—ln—a—b+1)=\/§ (D16 19= 252




Podivejme se jeSha paitacové vystupy. Nejprve a¥ime gedpoklady metody.
Nezavislost: spléno, plyne pimo za zfisobu ziskani de
Normalita dat: o¥fime pomoci [-P grafu a S-W testu aplikovaného na rezidua:

Normalni p-graf z X Rezid.

Pozorované, pfedpovézené a rezidualni hodnoty v PS1 3v*6c
1,4

12}
10}
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0 |
0.2}
04}

Ocgek. normal. hodnoty

0,6 F
0,8}
1,0 f

1.2t

1,4
-0,4 -0,3 -0,2 0,1 0,0 0.1 0,2 03 0,4

| X Rezid.: SW-W =0,9129;p = 0,4558| Pozorovany kvantil

Na hladirg vyznamnosti 0,05 hypotézu o nhormaliezamitame,-hodnota S-W testu
je 0,4558, coz jedtSi nez 0,0¢

Homogenita rozptyl: nelze o¥fit, vSech Sest vydsa ma rozsah .



Vypocet pimeri:

Uroven N X

Efekt Faktor Pramér

Celkem 6 4,000000
A sacek 3 2,666667
A krabicka. 3 5,333333
B bez reklamy 2 2,000000
B reklama v novinact, 2 2,500000
B reklama v TV a novinact, 2 7,500000

Tabulka dvoufaktorové ANOVY bez interakci:

Jednorozm. vysledky pro kazdou zav. proménnou (baleni_a_reklama.sta)
Pfeparametrizovany model
Dekompozice typu lll
Stupné X X X X
Efekt volnosti sC PC F p
A 1 10,6667, 10,66667 64,0000, 0,015268
B 2 37,0000/ 18,50000, 111,0000  0,008929
Chyba 2 0,3333 0,16667
Celkem 6| 144,0000

Na hladirg vyznamnosti 0,05 zamitame jak hypotézu o nevyznamtypu balen
vyrobku tak hypotézu o nevyznamnosti druhu rekl:



Tabulka p-hodnot pro Tukeyovu metodu mnohonasobpéhavnavani druin
reklamy:

] B {1} {2} {3}
C. bunky 2,0000 2,5000 7,5000

1 bez reklamy 0,548301 0,010156
2 reklama v novinact| 0,548301 0,012218
3 reklama v TV a novinacl|f 0,010156/ 0,012218

Na hladirg vyznamnosti 0,05 se liSi dvojice variant (bez reklareklama v TV a
novinach) a dvojice (reklama v novinach, reklamiMa novinach). Naopak se nelisi
dvojice (bez reklamy, reklama v novinach).

Graf zavislosti prodeje na typu baler@raf zavislosti prodeje na druhu reklamy:

A; Vazené priméry B; VaZené pruméry
Soucasny efekt: F(1, 2)=64,000, p=,01527 Soucasny efekt: F(2, 2)=111,00, p=,00893
Dekompozice typu Il Dekompozice typu Il
Vertikalni sloupce oznaéuji 0,95 intervaly spolehlivosti Vertikalni sloupce oznaéuji 0,95 intervaly spolehlivosti
16 35
14 30
12 25
10 — 20
8 15
6 10
x 4 / S /

0

2
-5

0
-10

-2
- -15

-4
£ -20
-6 -25

-8 bez redamy rekdama v TV a novinach
sacek krabicka rekdama v novinach

A B
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Nyni predpokladame, ze faktory A a B se mohou awdwat (nap. néktery zpisob
hnojeni ma zcela specificky vliv nacity typ pady). Nahodné vediny Yy seridi
modelem

Mo: Yijk =n+ o +Bj +yij + Eik Pro | = 1, ..., 4, J =1, ..., b, k = 1, ..., d;lc)emi

Vi je interakce mezi faktorem A na urovni i a faktarB na Urovni j. V této situaci
predpokladame, zex 2. Parametry, a;, fj nezname. Pozadujeme, aby platily tzv.
reparametrizéni rovnice:

a b a b
2.0,=03B; =02y, =0y =0
i=1 i=1 i=1 i=1

Nyni mizeme utvéit modely

Mi: Yik = p + o + B + g

Ma: Yik = u +a; + gk

M3: Yik = 1 + gijk

(Lze samoejnme pouzit i jinyrettzec model, kdy postupa klademe rovny nule
parametryo;, i, vi vV jiném pdadi.



Vypocitame sotty ¢tverai:

a b c
celkovy Sr :ZZZ(Yijk -M fr=n—1,

izl =1 k=1 !

fédkOVySA = bC;(M ~M_) fa=a-1,
b
sloupcoWSB - aC;(M.j. - 'V'...)2 fa=b-1,
a b c

rezidualni>e :ZZZ(YUK ‘Mu.)z, f-=n-ab

izl j=1 k=1

a b
a souet étveral pro interakce se = CZZ[(M . —M - (M.j. -M )]2 , fag = (a-1)(b-1).

i=1 j=1

Vliv interakci je prokazan na hladivyznamnostu, kdyz

F,=elfe S E (a-1)b-1)n-ab)
S, /f. -



Vysledky zapisujeme diabulky analyzy rozptylu dvojného tridéni s interakcemi:

Zdroj variability | sodetctverai|st. vol. podil S/fr- SS’/ ;
radkovy faktor A | & fa=a-1 Qffa |F = 2 ; :
sloupcovy faktor BSg fg = b-1 S/fs : :2;;
interakce A,B 0 fag = (@-1)(b-1)Sas/fas |, =%
rezidualni ) fe = n-ab S/fe -
celkem S fr =n-1 - -

Je feba si povSimnout, ze sirt Sig + S resp. fg + fz da hodnotu Sresp. £

v tabulce bez interaki




Mozné problémy v analyze rozptylu dvojnéhoitidéni s interakcemi

a)Ukaze-li se vliv interakci nevyznamny, vznika otazkada testovat vlivadki resp.
sloupdi pomoci tabulky s interakcemi nebo provést novolyanaozptylu, ale
tentokrat bez interakcirévlada nazor, ze je zapebi dokorit analyzu rozptylu
S interakcemi.

b)Pokud interakce vyjdou vyznamnéaalky a sloupce rowi, zpravidla se
nedoporduje provadt mnohonasobné porovnavani, protoze by se mohlazstat,
néktera interakce by byla mnohem vyra@i nez pislusnyradkovy resp. sloupcovy
efekt.

c)Nejsou-li interakce vyznamnéradky resp. sloupce ano, pak Ize provést
mnohonasobné porovnavani zcela analogicky jakiopagt tridéni bez interakci,
avsak je jiny poet stut volnosti E.



Tabulka odhadii raznych parametni a rozptyli téchto odhadi

parametr odhad rozptyl odhadu
U M o°/n

L+ M, o°/bc

u+ B M, s°/ac

w+oi + B +vi | M, o°lc

Qi M. — M. o%(a-1)/n

5 Mj—M. o*(b-1)/n

Yi (Mg - M,.) — (M =M )|o*(a-1)(b-1)/n

Neznamy rozpty6” nahradime jeho odhadem, tjiprnym reziduélninétvercem




Priklad:

Byly zkoumany vynosy sena (v g/ha) v zavislosti na iy (fadkovy faktor A,
urovei 1 — normalni ppda, Urové 2 — kysela ppda) a na zfisobu hnojeni (sloupcovy
faktor B, urové 1 — bez hnojeni, uroue? — hnojeni chlévskou mrvou, Urava —
hnojeni vapenatym hnojivem). Kazda kombinace fdkfoa B byla realizovana
ctyrikrat nezavisle na sébVynosy sena jsou uvedeny v tabulce:

B
1-bez hnojenk-chlévska mrveB-vapenaté hnojivio

A|1-normalni ida|28 32 30 30| 37 36 39 36 34 38 37 36
2-kysela fida | 3127 3029 34 34 30 38 42 40 41 39

Na hladirg vyznamnosti 0,05 mame posoudit vliv typidy a zgisobu hnojeni @&etne
pripadnych interakci) na vynosy se



Reseni:
Data zpracujeme pomoci analyzy rozptylu dvojnéfdgni s interakcemi.ftoma =2, b = 3,
c =4, n=abc = 24.

Owvéreni predpoklad:
Nezavislost vSech Sesti wiii: splreno, plyne pimo ze zfisobu ziskani de

Normalita dat: oéteno pomocN-P grafu a S-W testu aplikovaného na rezidua.

Normalni p-graf z X Rezid.

Pozorované, pfedpovézené a rezidualni hodnoty v PS1 3v*24c
2,5

20¢F

15}

10

05}

0,0

0,5}

Ocek. normal. hodnoty

1.0

1,5 F

20F

-2,5

3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

[ X Rezid.: SW-w=0,9759; p =0,8093]  Pozorovany kvantil

Prislusna p-hodnota je 0,8093, tedy na hladyznamnosti 0,05 hypotézu o normaliezidui
nezamitams



Homogenita rozptyl: nemusi se zkoumat, jde o vyvazethéeni. Jinak lze ogfit pomoci
Levenova testu.

PC PC F p
Efekt Chyba
X 0,600000  1,555556  0,385714  0,852058

Leveniv test hypotézu o homogeaitozptyli nezamita na hladinvyznamnosti 0,05, protoze
jeho -hodnota je 0,852.

Primérné vynosy ve vSech Sesti skupinach:

A B X N

C. buriky Primér

1 normalni bez hnojeni 30 4
2 normalni chlévska mrve 37 4
3 normalni  vapenaté hnojiv( 36,25 4
4 kysela bez hnojeni 29,25 4
5 kysela chlévska mrve 34 4
6 kyseld vapenaté hnojiv( 40,5 4




Tabulka dvoufaktorové ANOVY interakcem

Zdroj variability| soutet ctverai|st. vol.[podil S/ - _S/T

S./f,
typ pady 0,166 1 0,166 | 0,04
zptisob hnojeni| 318,25 2 159,1P41,81
interakce 55,084 2 27,542 | 7,24
rezidualni 68,5 18 3,8056 -
celkem 442 23 - -

Odpovidajici kvantily:

proradkovy efekt bog1,18) = 4,41, pro sloupcovy efekidf2,18) = 3,55, pro interakce
F01942,18) — 3,55

Protoze k = 0,04 < 4,41, nezamitame na hla&dnyznamnosti 0,05 hypotézu, ze tyjuy
neovliviiuje vynos sena.

Dale i = 41,81> 3,55, tedy na hladénvyznamnosti 0,05 se prokazal rozdil mezi pouzitymi
zptisoby hnojeni.

Jelikoz Rg = 7,24> 3,55, zamitame na hladinyznamnosti 0,05 hypotézu o nevyznamnosti
interakci (tj. aspd jeden zjisob hnojeni fsobi jinak na fidu normalni nez kyselou).



Pctitacovy vystup:

Jednorozmérné testy vyznamnosti pro X (seno.sta)

Pfeparametrizovany model

Dekompozice typu llI

SC | Stupné PC F p

Efekt volnosti
A 0,1667 1 0,1667 0,04380 0,836585
B 318,2500 2| 159,1250 41,81387 0,000000
A*B 55,0833 2| 27,5417 7,23723| 0,004938
Chyba | 68,5000 18  3,8056

Vidime, ze p-hodnota pro testovou statistilguyd-velmi blizka 0, tedy na hladin
vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, z&spp hnojeni nema vliv na vynosy sena.
Podobr p-hodnota pro testovou statistikysHe 0,004938, coz znamena, ze na

hladirgé vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, z&spp hnojeni fisobi na oba typy
pud stejre.



A*B; Nevazené pruméry
Soucasny efekt: F(2, 18)=7,2372, p=,00494
Dekompozice typu Il
Vertikalni sloupce oznacuji 0,95 intervaly spolehlivosti

bez hnojeni

—&B

chlévska mrva

=B

vapenaté hnojivo

normalni




Graf zavislosti pimérného vynosu sena natgmbu hnojeni:

A*B; Nevazené priméry
Soucasny efekt: F(2, 18)=7,2372, p=,00494
Dekompozice typu Il
Vertikalni sloupce oznacuji 0,95 intervaly spolehlivosti
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bez hnojeni vapenaté hnojivo == A o
chlévska mrva normalni
E A

B kysela

V obou grafech se objevujéikeni, které je typické praripad, kdy isobi interakce
mezi faktory A, B



