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Vicerozmérné analogie t-tesh

|. Ulohy o jednom nahodném vyl§ru z vicerozmérného rozlozeni

1. Charakteristiky p-rozmeérného rozlozeni

Xl
Nahodny vektorX =| : | pochazi z p-roz&iného rozloZzeni s vektorentetinich hodnot
Xp
M,
n=| : |, variargni matici
Hy
2
D(X,) C(X,,X,) ... C(X.,X, )} (o} o, o,
varX =X = : = :



a korel&ni matici
1 R(X,,X,) ... RX, X\ (1 p, ... p,
coX =p =
R(X,,X,) R(X,X,) .. 1 Pn P o 1

o
(Matice varX, corX jsou symetricke, caX se da vypditat z varxX: p, = )

0,0,
Pacet charakteristik p-rozénného rozlozeni tedy je:
p stednich hodnot,
p rozptyl,
@ kovarianci (kovariance je symetrickd).
2
— +
Celkem:2p + p(pz 1) =P 23p.
Vidime, ze poet charakteristik roste kvadraticky s¢pem slozek nahodného vektoru. Mapro
* + . 100 +301
p=2je jich2 S =5, ale pro p = 10 uz jich Jeo 23 O= 65.



2. Odhady charakteristik p-rozmérného rozlozeni
Vektor stednich hodnoft a variagni matici 2 v praxi &tSinou nezname, musime je

odhadnout na zaklgchahodného vydu. Paidime nahodny vy X ,..., X (kde
X = (X PRI . )T, | =1,...,n) z p-rozn¥rného rozlozeni s vektorentetinich hodnop a

variartni maticiX. Z €chto n ndhodnych vektbutvorime nahodnou matici
X'} (X X

1 11 °c 1p

X, ] (X, .. X,

K ¢iselné realizaci teto nahodné matice dgmpe tak, ze na n objektech Zjigeme hodnoty p
promennych. Nap. nahodg vybereme n = 31 nawsnika posilovny a zjisujeme u nich
hodnoty p = 4 prodnnych: &k (v letech), hmotnost (v kg), doba &&ni (v min), maximalni
tep.

Znamena to, ze i-ty objekt je charakterizovan pn@mnym vektorem pozorovani

X, = (Xil,...,xip )T, | =1,...,Nn. Vektory pozorovani uspadame do datové matice

X X

11 oo 1p

, kderadky odpovidaji jednotlivym objelin a sloupce progmnym.

nl oo np
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Zavedeme nasledujici ozfeani:

M. =%;Xij ... vybérovy pramgr j-té prongnné,j =1,...,p
M = (M1 Mp)T ... vektor vylErovych pfiméra

(V naSem pipac: m = (4:L7 792 1006 177,4)T, tedy ptimérny vék 31 nav&tvniki
posilovny je 41,7 roku, fmérna hmotnost je 79,2 kg, jmérna doba c\ieni je 10,6 min a
prﬁmérny maximalni tep je 177,4.)

2 ey , ., A
S, n—llzll(x -M. ) .. vybérovy rozptyl j-té promanné, | =1,...,p
S, = nl 1i(X -M. )(X —M, )... vybsrova kovariance j-té a k-té premé, j,k =1,...,p
i=1
S® S, ... S, .
S=| ... .. o =—:|_Z(Xi—M)(Xi—M)T ... vyberova variagni matice
N—1i=a
S, S, S’

(Matice W = Z(X -M)(X, =M )" =(n-1)S se nazyva Wishartova matice. John Wishart —

skotsky matematlk 1898 — 1956.)



2716 -1016 134 -2120
6924 171 1202

V nasSem fipact: S= :
( pp 192 340 )
11831
R, =% ... vybirovy koeficient korelace j-té a k-té prémrmé, j,k =1,...,p
j K
1 R, R,
R=| ... ... ... ...|... vybérova korel&ni matice



1 -023 019 -037
o 1 015 013 , | ,
(V nasem pipack: r = 1 023 | tedy &k zaporrie koreluje s hmotnosti a
1

tepem, ale kladns dobou cuieni, hmotnost kladnkoreluje s dobou cveni a tepem a doba

cviceni kladi koreluje s tepem. )



Lze dokazat, ze

- vektor vylErovych ptiméra M je nestrannym odhadem vektoriesinich hodnoju, tj.
E(M)=p;
- vybérova variagni maticeS je nestrannym odhadem variain maticeX, tj. E(S) =X;

- vybérova korelgni maticeR je vychylenym odhadem koreéla maticep, tj. E(R) =p.

Poznamka V nékterych situacich pracujeme s linearni kombinamiek nahodného vekto:

c,X,+...+¢c X =c'X. Pak stedni hodnota ndhodné wetiy c' X je c'p a rozptyl jec’ ZcC.

Nestrannym odhademistini hodnotyc'p je c'M a nestrannym odhadem rozptglXc je

c'Sc.



3. Zakladni poznatky o p-roznérném normalnim rozlozeni

Nahodny vekto X = (Xl,...,Xp)T seridi p-roznérnym normalnim rozloienl'er(p,Z), kde

parametin je vektor stednich hodnot a paraméXr je variagni matice, kdyz jeho hustota ma

tvar:
1 .
(22 |z
llustrace pro dvourozmeérné normalni rozlozeni

x—p) 7 (x-p)

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmého normalniho rozlozeni s parametry= O, u, = 0,
6:°=1,0,°=1,p=-0,75:

I 3,6
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Dulezité vlastnosti p-roznérného normalniho rozlozeni:

a) VSechna marginalni (a podndimd) rozlozeni jsou normalni.

b) Linearni transformacY =a+BX, kdea je p-roznérny sloupcovy realny vektor B je
redlnaétvercova maticéadu p, se normalita neporu¥i~ Np(a+ Bp,BZB'

c) Je-li variagni maticeX diagonalni, jsou nahodné vty X ,..., X stochasticky
nezavislé.

d) Secteme-li n stochasticky nezavislych p-raamych nahodnych vektdy z nichz kazdy se

fidi p-roznérnym normalnim rozlozenim, pak vysledny &stuma také p-rozémné
normalni rozlozeni.



4. Nahodny vylEr z p-rozmérného normalniho rozlozeni

Necht nahodny vybr X ,..., X pochazi z rozloieer(u,Z). Ozna&me M vektor
vybérovych pameéra a S vybérovou variani matici. Pak plati:
a) Wishartova maticdV = (n—1)S ma p-roznirné Wishartovo rozloZeni s n-1 stupni
volnosti a parametrer&, pisemeN ~ W, (n -1 Z). (Wishartovo rozlozeni je zobesiim
X - rozlozeni. Je-lip = 1 X = (1), jde o rozlozenk*(n-1).)
b) StatistikaT? =n(M —p)"S™(M —p) ma Hotellingovo rozloZeni s p alnstupni volnost
piseme T~ T%(p, n-1). (Hotellingovo rozloZeni je zoberrim Studentova rozloZeni.
Harold Hotelling — americky statistik, 1895 — 1973.

Poznamka: Mezi Hotellingovym a Fisherovym — Snedecorovymeaenim plati vztah:
vV,-Vv, +1
X~T?v,v,)=>Y="2 "3
V1V2
transformovat r(1a sta)tistiku s F-S rozlozenim:
n-p ._NnNN-=-p Tl
T = (M -p)'S*(M -p) ~Fp,n-p).
p(n-1)"  p(n-1)

X ~ F(v,,v, —v, +1). Statistiku T tedy mizeme




5. Test hypotézy o vektoru dtednich hodnot
Tento test je p-rozémnou analogii jednovydroveho t-testu. Prorfpomenuti:

N&hodny vylsr X ,...,X pochazi z rozIoierN(u,Gz), kde parametryl,0° nezname. Na
hladin® vyznamnostia testujeme hypotézhl, : L = C proti alternati¥ H, : 1 # C.

S

Jn
Kriticky obor: W = (—o0,—t, _,(n—1)) O(t, ,,(n—1),00).
Jestlizet, LJW, Hy zamitame na hladinvyznamnosta .

Testova statistikal ,= se za platnosti §¥idi rozlozenimt(n —1).

Poznamka:Vzhledem k tomu, Ze plati tvrzent: ~ t(n) = Y = X* ~ F(1,n), mizeme H
zamitnout na hladinvyznamnostiat, kdyz t,” O(F,_, (,n—1),).



p-rozmerny pripad:

Nahodny vylr X ,,..., X pochazi z rozloiedﬂp(ll,f.), kde parametry, X nezname. Na
hladin® vyznamnostia testujeme hypotézhl, : p = C proti alternati¥ H, : p # C, kde
c= (Cl, N o )T je vektor realnych konstant. (Alternativa vlastardi, ze aspijedna slozka
vektoru stednich hodnot neodpovidadevanému pedpokladu.)
Testova statistikd , = %(M —¢)'S™(M —c) se za platnosti §tidi rozlozenim
p\n -
F(p.n-p).
Kriticky obor: W = (F,_, (p,n—p), ).
Jestlizet, LW, Hy zamitame na hladirnvyznamnostia .

Poznamka:TestH, : p = proti H, : p # C nelze nahradit p jednorozmmymi t-testy
H, ‘1,=C, protiH, \u,#C, j=1...,p, protoze pi tomto postupu by pravgodobnost chyk

1. druhu byla ¥t3i neZa, dokonce ad—(1-a)’.



Pokud na dané hladitvyznamnosto zamitneme vicerozgmou hypotézuH, :p =c ve

prosgch alternativyH, 1 p # C, zjistime, vzhledem ke kterym slozkam vektariyla nulova
hypotéza zamitnuta.
K tomu Ize pouzit p jednorozimych t-test H;, ;4 =c, protiH,, \u,#cC,, ] =1,...,p, u nichz

hladinu vyznamnostit upravime pomoci Bonferroniho korekce:

o
H,, zamitneme na hladirvyznamnosti, kdyz vypd@tena p-hodnota bude —.
P



Priklad na viceroznerny jednovybérovy t-test

Vyrobce utitého typu sotastek uvadi, ze najtezitejSi ctyti rozmery nabyvaji échto hodnot:
9,50 mm, 6,35 mm, 5,98 mm a 4,40 mm. Nakdaylo vybrano 15 saiastek, byly u nich
zjistény hodnoty &chto roznéria a zapsany do promnych X1, X2, X3, X4. Udaje jsou ulozeny
v souboru soucastky.sta.

Za [redpokladu, ze data pochazejicegrrozmérneho normalniho rozlozeni s neznamym

vektorem stednich hodnop = (ul h, W, u4)T a neznamou varigni matici

2

1 1 14

ot |, na hladig vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze tvrzeni
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vyrobce je pravdivé. Vijppac zamitnuti nulové hypotezy zjie, které rozrry prispely

K jejimu zamitnuti.



Reseni:

b, | | 990
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujeme hypotéz,: | 1, | =| 635
My | | 998
H, 440
u, | | 950
proti alternati¢ Hy: | 1, |#| 635.
u, | | 598
U, 440

Hodnotu testoveé statistiky, = n((n - E)) (M —c)'S*(M -c) a odpovidajici p-hodnotu
p\n =
vypocteme pomoci statistického software.



Test primérl vici referencni konstanté (hodnoté) (soucastky.sta)
T2(celé ptipady ChD)=19,2432 F(4,11)=3,7799 p<,03597
Pramér Sm.odch. N Sm.chyba Referenéni t SV p

Proménna konstanta
X1 9,491833 0,010695/ 15 0,002761 9,500000 -2,95748 14/ 0,010391
X2 6,357433 0,011481| 15 0,002964 6,350000 2,50752 14/ 0,025099
X3 5,981467 0,011129 15 0,002873 5,980000 0,51043 14/ 0,617706
X4 4,400327 0,007024) 15 0,001814 4,400000 0,18011 14 0,859646

Testova statistika vicerozZmmeho jednovyéroveho t-testu se realizuje hodnotou 3,7799,

odpovidajici p-hodnota je 0,03597, tedy s rizikany nejvySe 5 % povazujeme za prokazané,

ze rozméry sowtastky neodpovidaji deklarovanym hodnotam.

Protoze jsme zamitli nulovou hypotézu, v dalSinklrajistime, které rozsmy prispely k jejimu

zamitnuti. Budeme tedy simultantestovat hypotéezy ¢z p; = 9,5, Ho > = 6,35, Ha uz =

598, Hu Wa = 4.4 prOti Hq: 1 + 9,5, Ho: 15 * 6,35, Ha: L3 + 5,98, H4 s + 4.4, H)j

zamitneme na hladinvyznamnosti = 0,05, kdyz vyp&tena p-hodnota bude mensSi nebo rovna
o 0,05

pocet test 4

=0,0125 Vidime, Ze viceroz#na hypotéza byla zamitnutathivX1.



6. Test hypotézy o Uplné nezavislosti sledovanych prénmych

Rada statistickych Gloh vede na zkoumani zavistostii p sledovanymi proénnymi. Nejdive
by se n¢lo zjistit, zda se nejedna o systém nezavislycimpnmych. V takovem fipact by bylo
zbyteiné pokrgovat v analyze zavislosti.

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujenH, : corX =1 proti H, :corX #| (I je jednotkova

maticeradu p). ( )
pp—lj

Testova statistikd, = —nIn|R| se za platnosti gasymptotickyridi rozloienl'mxz( 5

Kriticky obor: W = <X21—0( (p(pz— )j )
Jestlizet, 1W, Hy zamitame na hladinvyznamnosti .

Poznamka: Aproximaci X °-rozlozenim nizeme zpesnit, kdyz testovou statistik,

+
vynasobime konstantdi- 2p6 11.
n




6. Test hypotézy o Uplné nezavislosti sledovanych prénmych

Rada statistickych Gloh vede na zkoumani zavistostii p sledovanymi proénnymi. Nejdive
by se n¢lo zjistit, zda se nejedna o systém nezavislycimpnmych. V takovem fipact by bylo
zbyteiné pokrgovat v analyze zavislosti.

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujenH, : corX =1 proti H, :corX #| (I je jednotkova

maticeradu p). ( )
pp—lj

Testova statistikd, = —nIn|R| se za platnosti gasymptotickyridi rozloienl'mxz( 5

Kriticky obor: W = <X21—0( (p(pz— )j )
Jestlizet, 1W, Hy zamitame na hladinvyznamnosti .

Poznamka: Aproximaci X °-rozlozenim nizeme zpesnit, kdyz testovou statistik,

+
vynasobime konstantdi- 2p6 11.
n




Priklad: Na zaklad dat z gikladu o rozndrech sodastek testujte hypotézu, ze mezi
sledovanymtityimi rozmery neni zadna zavislost.

Reseni:

Logaritmus determinantu vitové korel@ni matice jeislo In|R| = -0,10371221.
Testova statistikd, = —nIn|R| = -15.(-0,103712221) = 1,5557).

Kriticky obor W =(X0s5(6), ) = (125916 )

Protoze testova statistika 1,5557 népdad kritického oboru(12,5916 00), hypotézu o Uplné
nezavislostttyr rozmeria sowtastek nezamitame na hlagivyznamnosti 0,05.



1. Ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybrech zvicerozmérného
rozlozeni

1. Test hypotézy o rozdilu vekto# stirednich hodnot

Tento test je p-rozemnou analogii dvouvydyového t-testu. Proffpomenuti:

Nahodny vykr X ,,..., X, pochazi z rozloierﬁ\l(pl,crz), na rtm nezavisly nahodny vyb

X , X ,,, Pochazi z rozloierﬁ\l(uz,oz), piicemz parametryl ,|l,,0° nezname. Oztéme

(nl _1)812 + (nz _1)822
n,+n,—2

pramér vybérovych rozptyl. Na hladig vyznamnosta testujeme hypotézhl , : L, =, proti

alternative H, 11, # LL,.

21’0.0

vazeny

M., M, vybsrové paimery, S.°,S,” vybsrové rozptyly,S.* =

e M e S
Testova statistikal ;= ——= 2_ se za platnosti ${di rozlozenimt(n, + n, - 2).

S
nl r]2

Kriticky obor: W = (-, —t,__,(n, +n,-2))0(t,,,,(n, +n, -2),).
Jestlizet, LW, Hy zamitame na hladinvyznamnosti .




Upozornéni: Predpoklad, ze rozptyly obou rozlozeni jsou shodnée@t nulove hypotézy
2 2

o : : o :
. . —5 =1 proti alternati¢ H, : — # 1) owiujeme F-testem.
02 2

2

- S ; v .
Testova statistikd :S—l2 se v fipack platnosti H idi rozlozenimF(n, —1,n, —-1).

H

2
Kriticky obor: W =(O,F, ,,(n, =Ln, 1)) O(F_, ,(n, =1 n, —=1),).
Jestlizet, JW, Hy zamitame na hladinvyznamnosti .



p- rozreérny pripad (Hotellingiv T2 test)

Mame nahodny viy X,,..., X, (kde X = (Xlil,...,Xlip)T, 1=1...,n)z Np(pl,Z) a
dale na am nezavisly nahodny v¢b X ,,,..., X, (kde X, = (Xm,...,XZip)T, 1=1...,n,)
z N (uz, ) pricemz parametry, ,p,, 2 nezname.

Zavedeme ozrigni:
n=n,+n, ... celkovy rozsah obou vyhi

_ L Zh:Xhu ... vybgrovy primér j-té prongnné v h-tém vyéru, h =12, | =1,...,p

M, = (M n - M hp)T ... vektor vylgrovych paméra v h-tém vylksru, h =1,2
S, = L 1i(X =M, )X, =M,)" ... vybsrova variagni matice v h-tém vydsu, h =1,2
n,—1li=
-1)S, +(n, -1
S= (n, ~3)S, +(n, ~1)s, ... Spol&na vylErova variagni matice

n—2



Na hladirt vyznamnosta testujeme hypotézhl , :p, = p, proti alternatié¢ H, :p, Z p,.

n,.n : , .
Statistika——2 (M, -M,)"S™(M, =M, ) sefidi Hotellingovym rozlozeninT *(p,n—2),
n
kdyz H, plati.
Vzhledem ke vztahu mezi Hotellingovym a F-S roziuae vynasobime tuto statistiku

konstantoun_—_ a ziskame testovou statistiku:

p(n-2)
0 rp])(np 2:)Ld1: (M -M ) S’l(M . —M 2), ktera se za platnostiphidi rozloZzenim
F(p.n-p-1).

T -

Kriticky obor: W = (F_, (p,n—p—1),).
Jestlizet, LW, Hy, zamitame na hladinvyznamnosti .



2. Testhypotézy o shod varianénich matic

Predpoklad o shadlvariartnich matic nizeme o¥fit pomoci Boxova M-testu.
Na hladirg vyznamnosta testujeme hypotézhl, : X, =X, proti alternati¢ H, : X, # X, .

Testova statistika ma tvar;, = Ci[(n -2)In|S = (n, =1)In|S| - (n, —1)In|S, ], kde
p
2 —
C =1+ 2p”+3p—if 1 + t _ 1 je konstanta zlepsSujici aproximaci.
g 6(p+1) (n,-1 n,-1 n-2

+
V pripact platnosti H se statistikal , asymptotickytidi rozloienl'mxz(wj. Pokud

t [({x? M ) h Z 9 .. : , o
o L X 1-a > ,00 ), hypotézu o shadvariartnich matic zamitneme na asymptotické

hladiré vyznamnostid . Aproximace je vyhovujici, kdyz rozsahy b jsou aspd 20 a pdet
promEnnych je nejvyse 5.

V pripadt, ze rozsahy vyra jsou shodné, nemusime Baxtest provadt.



Simultanni t-testy:

Pokud na dané hladirvyznamnostio zamitneme hypotézd, : p, = p, ve prosgch
alternativyH, 1 p, # n,, zjistime, které prosmné jsou pi¢inou jejiho zamitnuti.
V této situaci provedeme p simultannichiesk, |1, =g, proti H,, \l, #lW,,, | =1...,p

n_p_ld]lnz éMlj _MZJ')
p(n-2) n S/

J

2
pomoci testove statistiky, = , ktera se za platnostipHidi
rozIoiem’mF(p, n—-p —1).

Kriticky obor: W = (F_, (p,n—p—1),).
Jestlizet, [IW, Ho; zamitame na hladénvyznamnosti .



Priklad na Hotellingtiv T? test

23 nadhoda vybranych mui a 22 nahodhvybranych zen &lo posoudit podobné vyrobky ofi
firem — oznéme je A, B, C — na Skale 0 bibdnaprosto nevyhovuijici) az 10 hio(kcela
vyhovuijici). Vysledky jsou ulozeny v souboru hodaoic vyrobku.sta.

Za predpokladu, ze data tiiarealizace dvou nezavislych nahodnychdmilze dvou
tifrozmsrnych normalnich rozloZeni se stejnymi vatiaimi maticemi, Hotellingovym Ttestern
ovérte na hladit vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze hodnocenitiraizen se neliSi. Pokud dojde
k zamitnuti nulové hypotezy, zjise, které firmy se v hodnoceni niud zen lisi.

Reseni:

Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujeme hypote

ull “21 l“lll u21
Ho: | My, | =| K, | Proti alternatié Hqi: | U, |Z| K, |-
u13 u23 “13 u23

e n—-p-1_nn _ e
Hodnotu testové statistiky, = ( P 2) il (M, -M,)"S™(M,-M,) a odpovidajici p-
pln— n
hodnotu vypoteme pomoci statistického software.




t-testy; grupovano: ID: pohlavi respondenta (hodnoceni_vyrobku.sta)

Skup. 1: muz; Skup. 2: Zena

Hotellingovo 15,5599 F(3,41)=4,9454 p<,00506

Primeér Primeér t Sv p Poc.plat Poc.plat. Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p

Proménna muz Zena muz Zena muz Zena Rozptyly Rozptyly
X1 5,086957 4,545455 0,69766€ 43  0,489142 23 22 2,574579 2,631807 1,044950 0,917081
X2 5,434783 3,818182 2,098562 43 0,041766 23 22 2,642762 2,5619190 1,10051C/ 0,829044
X3 5,304348 3,045455 3,117687 43  0,003246 23 22 2,770540 2,011332 1,897411 0,147512

Testova statistika Hotellingova testu nabyva hogdg®454, odpovidajici p-hodnota je mensi
nez 0,00506, tedy na hladimyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, ze vektdgdaich hodnot
promennych X1, X2, X3 jsou v obou skupinach shodr rizikem omylu nejvyse 5 % jsme tedy
prokazali, ze mezi muzi a zenami existuje roz hodnoceni vyrobktii firem. (Vidime, ze
hodnoceni muk je priznivejSi nez hodnoceni zen.)



Nyni pomoci simultannich tesgjistime, které firmy jsou rozdiérhodnoceny muzi a zenal
Pro simultanni testy musime sjtat statistiky

-p- M. —M. |
Ty, L 1d11n25( 1 ) ,i=1, 2, 3 a najit kvantil o3, 41).
p(n-2) n S,
V nasSem pipack n =45, p =3, n=23, n = 22, tedyn _ p—1d11n2 = 2074¢ _
p(h-2) n 5805

)

t-testy; grupovano: ID: pohlavi respondenta (hodnoceni_vyrobku.sta)
Skup. 1: muZ; Skup. 2: Zena
Hotellingovo 15,5599 F(3,41)=4,9454 p<,00506
Pramér Pramér Sm.odch. Sm.odch. TOj kvantil

Proménna muz Zena muz Zena =(20746/58 |=VF(0,95;3;
X1 5,086957  4,545455 2,574579 2,631807 0,161895 2,832747
X2 5,434783| 3,818182 2,642762 2,519190, 1,464812  2,832747
X3 5,304348  3,045455 2,770540 2,011332 3,232981  2,832747

Vidime, Ze statistika TO3 se realizuje v kritickélvoruW = <2,8327, 00). S rizikem omylu
nejvyse 5 % jsme tedy prokazali, ze vyrobky firmys@u odliS® hodnoceny muzi a zenami.



